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PLAN BIBLIJOTEKI MATEMATYCZNO-FIZYCZNEJ. 


SERYJA PIERWSZA (12-mo). 


Tom I. Początki arytmetyki M. BERKMANA. Str, X-|-266; z drzeworytami w tekście. W opra- 
wie kop. 65. ; 

Tom II wiadomości początkowe z fizyki S. KRamszryka. Książeczka I. Str. X 4- 77; drze- 
worytów 47. W oprawie kop. 30. 

Tom III. Toż. Książeczka II. Str. VIII-|-132; drzeworytów 56. W oprawie kop. 45. 

Tom IV. Wiadomości początkowe z gieografii fizycznćj i meteorologii A. W. WITKOWSKIEGO. 
Wkrótce wyjdzie z druku, 

Tom V. 0 najprostszych figurach gieometrycznych M. BERKMANA, W. w. z d. 


SERYJA DRUGA (12-m0). 


Tom I. Arytmetyka M. BERKMANA. W.w.zd. 

Tom II. Gieometryja elementarna w wykładzie przystępnym. 
Tom III. Krótki wykład początków algiebry. 

Tom IV. Przystępny wykład fizyki. 

Tom V. Kosmografija i gieografija fizyczna z meteorologija 
Tom VI. Nauka rysunków technicznych. 


SERYJA TRZECIA (8-v0). 
Tom I. Arytmetyka, kurs teoretyczny M. A. BARANIECKIEGO, z przypiskami A. ZBIKOWSKIE- 
GO i J. N. FRANREGO. Str. 375-|-X XX..., z drzeworytami w tekście, Rubel 1 kop. 60. 
Tom II. Zadania arytmetyczne. W. w. z d. 
Tom III. Algiebra elementarna i Teoryja przybliżeń liczebnych 
Tom IV. Gieometryja elementarna. 
Tom V. Krótki wykład syntetyczny elementarnych własności przeceć stożkowych. 
Tom VI. Trygonometryja płaska i kulista. 
Tom VII. Miernictwo. 
Tom VIII. Fizyka. 
Tom XI. Kosmografija i gieografija fizyczna z meteorologiją J. JĘDRZEJEWICZA. W. w. zd. 
Tom X. Gieometryja wykrćślna. z 
Tom XI. Mechanika elementarna. 


SERYJA CZWARTA (8-vo Lex.). 


Tom I. Wstęp do analizy M A. BARANIECKIEGO, W. w. z d, 

Tom II, Rozwiązywanie równań liczebnych J. SocHockieGo. W. w.zd. 

Tom III. Teoryja równań algiebraicznych. (*) 

Tom IV. A analityczna W. ZAJĄCZKOWSKIEGO. Str. 511 -|- XL; drzeworytów 85. 
ubli 3. 

Tom V. Gieometryja syntetyczna. (**) 

Tom VI. Rachunek różniczkowy i całkowy. (***) 

Tom VII. Ćwiczenia z rachunku różniczkowego i całkowego. 

Tom VIII. Rachunek waryjacyjny. 

Tom IX. Rachunek prawdopodobieństwa i Metoda najmniejszych kwadratów. 

Tom X. Zasady mechaniki teoretycznćj. 

Tom XI. Rachunki wykróślne. 


TOM DODATKOWY «BIBLIJOTEKI". Słownik matematyczno-fizyczny. 


Jako uzupełniające seryją IV «Bibl. mat.-fiz.» należy nważać następujące dzieła, ogłoszone przez 
BIBLIJOTEKĘ KÓRNICKĄ: 


(*) Teoryja wyznaczników, kurs uniwersytecki M. A. BARANIECKIEGO. Paryż, 1879. 8-vo, str. 
XII--600. Marek 12. 
(**) Wykład gieometryi wykróślnćj E. SĄGaYŁY. Paryż, 1882. 4-10, str, 444 z bardzo wielu drze- 
worytami w tekście, oraz LXII tablic miedziorytów. Marek 24. 
(**%) Wykład nauki o równaniach różniczkowych W. ZAJĄCZKOWSKIEGO, Paryż, 1877, 8-Vo, str. 
XXIV--904, Marek 20, 


http://rcin.org.pl 


Nu ać 


BIBLIJOTEKA MATEMATYCZNO-FIZYCZNA, 


WYDAWANA POD REDAKCYJĄ 


M. A. BARANIECKIEGO 


Z ZAPOMOGI KASY POMOCY DLA OSÓB, PRACUJĄCYCH 
NA POLU NAUKOWYM, IMIENIA JÓZEFA MIANOWSKIEGO. 
SERYJA IV. TOM IV. 


GIEOMETRYJA ANALITYCZNA. 


NAPISAŁ 


Dr. WŁADYSŁAW ZAJĄCZKOWSKI, 


CZŁONEK-KORESPONDENT AKADEMII UMIEJĘTNOŚCI W KRAKOWIE, 
B. PROFESOR SZKOŁY GŁÓWNEJ WARSZAWSKIEJ, 
PROFESOR SZKOŁY POLITECHNICZNEJ WE DIVOWCE, 
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Str. 
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CZĘŚĆ PIERWSZA. 
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


ROZDZIAŁ I. O UKŁADACH SPÓŁRZĘDNYCH . . . . . . str. 1—16. 

1. Spółrzędne punktu Descartes'a. — 2. Spółrzędne linii zs "Plicker'a, 
3— 4. Równanie prostćj i punktu. — 5 — 8, Linije algiebraiczne rzędu n-go 
i linije algiebraiczne klasy n-tćj. — 9 — 10. Zmiana spółrzędnych ; podania pomo- 
enicze, — 11, Zmiana spółrzędnych punktu. — 12. Zmiana spółrzędnych linii pro- 
stój. — 13. Spółrzędne biegunowe punktu. — 14. Przejście od układu Descartes'a 

do układu biegunowego i odwrotnie. — Ćwiczenia (1)—(12). 

ROZDZIAŁ IL. O PUNKCIE I LINII PROSTEJ . . . . . . . . . . śr. 17—35, 
15—17. Równania linii prostćj. — 18, Równanie punktu. — 19. Zagadnienia 
o punkcie i o linii prostćj: odległość prostopadła punktu od prostćj, — 20 — 21. 
Równanie i spółrzędne prostćj przechodzącćj przez dwa punkty lub punktu prze- 
cięcia się dwu prostych. — 22 — 23, Kąt między dwiema prostymi i odległość 
między dwoma punktami. — 24 — 25, Pole trójkąta wyrażone przez spółrzędne 
wićrzchołków i przez spółrzędne boków. — 26 — 29. Prosta przechodząca przez 
przecięcie się dwu prostych i punkt leżący na prostćj łączącćj dwa punkty, — 

30 — 31. Odniesienie prostćj (lub punktu) do trzech prostych (lub trzech pun- 
któw). — Ćwiczenia (13)— (28). 

ROZDZIAŁ III. O PĘKACH PROMIENI I O SZEREGACH PUNKTÓW . sir, 36—57. 

32—37. Stosunek podwójnego podziału pęku cztćrech promieni lub szeregu prosto- 
linijowego cztćrech punktów, — 38 — 39, Podział harmoniczny. 40 — 41. Własno- 
ści harmoniczne czworoboku i czworokąta zupełnego. — 42. Związki między dwiema 
parami promieni lub dwiema parami punktów harmonicznie z sobą sprzężonymi. — 
43—47. Inwolucyja par promieni jednego pęku, lub par punktów jednego szere- 
gu. — 48—50. Pęki promieni i szeregi punktów jednokrćślne. — 51. Tworzenie 
linij krzywych rzędu 2-go lub klasy 2-ćj zapomocą dwu pęków promieni lub odpo- 
wiednio dwu szeregów punktów jednokrćślnych. — Ćwiczenia (29)— (36). 

ROZDZIAŁ IV. O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH |. . . . . . . str, 58—74. 
52—56. Spółrzędne trójkątne punktu i linii prostćj najogólniejsze, — 57. Spół- 
rzędne jednorodne szczególne punktu i linii prostćj. 58 — 62, Spółrzędne trójkątne 
prostopadłe punktu i linii prostćj. — 63 — 64. Kąt między dwiema prostymi i od- 
ległość między dwoma pnnktami. — 65. Uwaga o użyteczności spółrzędnych jedno- 
rodnych, — Ćwiczenia (37)—(52). 
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VI SPIS RZECZY. 


ROZDZIAŁ V. WIADOMOŚCI Z TEORYI ALGIEBRAICZNEJ WIELOMIA- 
NÓW JEDNORODNYCH STOPNIA 2:GO . . . . . . . . . . str. 15—90. 
66. Uwaga wstępna, — 67. Twierdzenie Euler'a o wielomianach jednorodnych 
st. 2-g0.— 68. Przekształcenie linijowe i przekształcenie prostokątne, — 69. Wy- 
rażenie wielomianu jednorodnego st. 2-go jako sumy kwadratów wogólności; 
twierdzenie Sylvester'a. — 70— 71. Rozwiązanie powyższego zagadnienia zapo- 
mocą przekształcenia prostokątnego. — 72, Wyróżnik wielomianu jednorodnego 
st, 2-go i jego znikanie. — 73 — 74. Niezmienniki wielomianu jednorodnego 
st. 2-go, — 75, Wyrażenie jednoczesne dwu wielomianów jednorodnych st. 2-go 
jako sum kwadratów. — Ćwiczenia (53)—(56). 


ROZDZIAŁ VI. RÓWNANIA STOPNIA 2-GO I WYŻSZYCH, PRZEDSTA- 
WIAJĄCE ZBIÓR LINIJ PROSTYCH LUB ZBIÓR PUNKTÓW . . str. 91—100. 
76. Uwaga wstępna. — 77 — 78. Para prostych, — 79. Własności pary prostych 
urojonych i sprzężonych. — 80. Punkt przecięcia się pary prostych i dwusieczna 
ich kąta. — 81 — 82. Para punktów. — 83, Własności pary punktów urojo- 
nych i sprzężonych. — 84. Spółrzędne prostćj łączącćj parę punktów. — 
85. Warunki, aby równanie stopnia n-go we spółrzędnych punktu lub linii 
prostćj przedstawiało odpowiednio zbiór prostych lub zbiór punktów. — Ówicze- 
nia (57)—(64). 


ROZDZIAŁ VII. O WAZA OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO- 
PNIA SGO . 205: PG KAYA « . . str. 101—114. 
88, Linije krzywe rzędu 2-go: ET zarys ati BEAN — 89 — 91, 
Biegunowa punktu względem 1. k. rzędu 2-go, — 92 — 94. Linije styczne do 1. k, 
rzędu 2-go, — 95. Klasa 1.k, rzędu 2-go. — 96. Linije krzywe klasy 2-ćj: ogólny 
zarys sposobu postępowania.-— 97 — 99. Biegun prostćj względem 1.k. klasy 
2-6j. — 100 — 101. Punkty styczności na 1. k. klasy 2-ćj, — 102. Rzęd l. k. klasy 
2-6). — 103, Zasada dwoistości i metoda biegunowych wzajemnych. — Ćwicze- 
nia (65)— (70). 
ROZDZIAŁ VIII. O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO- 
PNIA 2-GO (dokończenie) . . . a eo Sir, 115—134. 
104. Środek 1. k. st, 2-go: 1. k. aaan i bes Ból, — J0 Arao Lk. 
st. 2-go; trzy rodzaje l.k. st. 2-go: elipsa, hiperbola i parabola. — 106 — 108. 
Średnice sprzężone 1.k. st. 2-g0. — 109. Koło, dwa punkty koła urojone w nie- 
skończoności, hiperbola równoboczna. — 110 — 112. Uproszczenie równania ogól- 
nego lk. st. 2-go ze środkiem, — 113 — 116. Uproszczenie równania ogólnego 
1.k. st. 2-go bez środka. — 117 — 119. Własności cięciw 1,k. st. 2-go. Ówicze- 


nia (71)— (86). 
ROZDZIAŁ IX. O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
SDOBPNIERZGO TZW |. 9 806, 135—153. 


120—123. Kształt elipsy. — 124 — 127. Koztatt hiperboli. — 128. Równanie 
hiperboli odniesione do asymptot. — 129 — 130, Kształt paraboli. — 131, Począ- 
tek nazw elipsy, hiperboli i paraboli. — 132 — 134, Średnice sprzężone elipsy i hi- 
perboli, — 135 — 139. Biegunowa, styczna i normalna 1.k, st. 2-go. — Ówicze- 
nia (87) — (112), 

ROZDZIAŁ X. O OGNISKACH I KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH STO- 
ENTA FOO OTN « + + . slr, 154—172, 
140 — 143. Ogniska AE i hiperboli. — 14. Ognisko PoŻAbÓJ — 145. L.k, 
st. 2-go spółogniskowe. — 146, Równania 1.k, st. 2-go we spółrzędnych bieguno- 
wych. — 147 — 150. Kierownice l.k, st. 2-go. — 151 — 152, Inne okrćślenie 
ognisk, — 153 — 155. Zastosowania metody biegunowych wzajemnych. — Ćwicze- 
nia (113)—(132), 
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SPIS RZECZY. VII 


ROZDZIAŁ XI. RÓWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-G0 WE SPÓŁ- 

RZĘDNYCH TRÓJKĄTNYCH . . . «. « « 4 « a s a» » . 8lr.178—196. 
156 — 160. Równanie ogólne. — 161. Równanie 1.k. st. 2-go Só na trój- 
kącie. — 162. Twierdzenie Pascal'a o sześcioboku wpisanym w 1.k. st. 2-g0. — 
163. Równanie we spółrzędnych linii prostćj 1. k. st. 2-go opisanćj na trójkącie— 
164. Koło dziewięciu punktów, — 165. Równanie 1.k. st, 2-go wpisanćj w trój- 
kąt. — 166, Twierdzenie Brianchon'a o sześciokącie opisanym na 1.k. st. 2-go. — 
167, Równanie koła wpisanego w trójkąt wewnętrznie lub zewnętrznie, — 168, 
Twierdzenie Fenerbach'a o kole dziewięciu punktów. — 169 — 172, Równanie 
1. k. st. 2-go, odniesione do trójkąta z sobą samym sprzężonego. — 173. Przecięcie 
ostrokręgu płaskie. — Ćwiczenia (133) — (149). 

ROZDZIAŁ XII. O UKŁADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO . str. 197—215. 
173 — 175. Pęk i szereg 1.k. st. 2-go. — 176. Niezmienniki pęku. — 177, Pun- 
kty przecięcia się dwu lk. st. 2-g0, — 178. Twierdzenia o biegunowćj punktu 
względem l. k, jednego pękn. — 179. L.k. podwójnie styczne. — 180, Układ 1.k. 
st. 2-go dwuwićrzchołkowy i dwupodstawowy, — 181 — 184, L.k. st. 2-go ho- 
motetyczne. — Ćwiczenia (150)—(171). 

ROZDZIAŁ XIII, WYZNACZENIE LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO ZA- 
POMOCĄ DANYCH WARUNKÓW . . . . s + ay Me M46—227, 
185, Uwagi wstępne. — 186 — 189, Warunki ENE — 190. Ilość 1.k. st. 
2-go, dopełniających pięciu warunków pojedyńczych. — 191. Warunki złożone — 

192 — 196. Zastosowania do wyznaczenia 1.k. st. 2-g0 zapomocą pięciu warun- 
ków pojedyńczych, — Ćwiczenia (172)—(198), 

ROZDZIAŁ XIV. ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH RZĘ- 

DU 443055 w 4 > « „ str 228—261. 

197 — 200. Ilość Pankisi ERRAR A TOE Ar KERAS Aia n-g0. — 

£01 — 208. Punkty wielokrotne k. alg. — 209 — 210. Rodzaj k. algiebr.; 

algiebr, jednobieżne, — 211 — 213. Asymptoty k. algiebr. — 214. RA 

Euler'a o funkcyjach jednorodnych, — 215, Styczne k. rzędu n-go, — 216. Biegu- 

nowe k. rzędu n-go i klasa tćj krzywćj, — 217. Punkty przegięcia k. rzędu 

n-go. — 218 — 220. Wpływ punktów wielokrotnych na klasę i na ilość punktów 

przegięcia k. rzędu n-go. — 221, Styczne wielokrotne k. algiebr. — 222. Wzory 

Pliicker'a, — 223 — 228, Kilka przykładów k, algiebr, rzędów wyższych (muszla 

Nikomedesa, cysojda Diokles'a, jajko Descartes'a, ślimak Pascal'a, liść Descar- 

tes'a, jajko Cassini'ego, lemniskata Bernoulli'ego). — Ćwiczenia (199) — (219). 
WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI PIERWSZEJ . . . . . . « e. e . sir, 262—280. 


© 


CZĘŚĆ DRUGA. 
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


ROZDZIAŁ I. O PUNKCIE , . . à « + « str. 281—295 

1. Spółrzędne równoległe punktu, — 2 Spółrzędne eówiókatie punktu, — 
3. Długość promienia i związek między jego dostawami kierunkowymi. — 4. Odle- 
głość między dwoma punktami, — 5. Kąt między dwoma promieniami, — 6. Sto- 
sunki kierunkowe promienia. — 7. Objętość czworościanu, wyrażona przez dłu- 
gości trzech jego krawędzi. — 8. Objętość czworościanu, wyrażona przez spółrzę- 
dne jego wićrzchołków. — 9. Równanie płaszczyzny. — 10, Równanie powierz- 
chni krzywćj. — 11. Punkt na prostćj, łączącćj dwa punkty. — 12, Równania 
linii prostćj i linii podwójnie krzywćj, — 13. Spółrzędne biegunowe punktu. — 
Ćwiczenia (1) —(14). 
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VIII SPIS RZECZY. 


ROZDZIAŁ IL O PŁASZCZYŹNIE . . . . . . . + » . . sir, 296—310, 

14—16. Równania płaszczyzny. — 17. Spółrzędne ETRE — 18. Odległość 
prostopadła punktu od płaszczyzny. — 19. Kąt między dwiema płaszczyznami. — 
20. Równanie płaszczyzny, przechodzącćj przez punkt przecięcia się dwu pła- 
szczyzn. — 21. Własności kąta bryłowego trójściennego. — 22, Pęk płaszczyzn 
i szereg punktów. — 23. Cztćry płaszczyzny i cztéry punkty. — 24. Własności 
czworościanu. — 25. Pięć płaszczyzn i pięć punktów. — Ćwiczenia (15)—(27). 

ROZDZIAŁ III. O LINII PROSTEJ . . . . z są 24 4) i 5: 1665 BIN0->337. 

26. Równania linii prostćj. — 27. Położenie woii, — 28. Kierunek prostéj. — 
29. Odległość prostopadła punktu od prostéj.— 30. Kąt między prostą i pła- 
szczyzną. — 31. Warunek, aby prosta leżała na danćj płaszczyźnie, — 32. Kąt 
między dwiema prostymi. — 33. Odległość najkrótsza między dwiema prostymi. — 
34. Warunek, aby się dwie proste przecinały. — 35 — 36. Spółrzędne linii pro- 
stćj. — 37. Moment dwu linij prostych. — 38, Skupienia linij prostych. — Ćwi- 
czenia (28)— (45). 

ROZDZIAŁ IV. O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH . . , . . . str. 328—342. 
39— 40. Spółrzędne czworościenne punktu i płaszczyzny najogólniejsze. — 

41. Spółrzędne jednorodne szczególne punktu i płaszczyzny, — 42 — 49, Spółrzę- 
dne czworościenne prostopadłe punktu i płaszczyzny. — 50— 51. Spółrzędne 
czworościenne linii prostćj, — Ćwiczenia (46)— (58). 

RPZDZIAŁ V. ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH . . . . + « „ Sir, 343—354, 
52. Zmiana spółrzędnych punktu: zmiana początku, — 53 — — 55. Zalen kierun- 
ków osi, — 56. Zmiana początku i kierunków osi. — 57. Wzory Euler'a. — 58. 

Zmiana spółrzędnych płaszczyzny. — 59. Zmiana spółrzędnych linii prostćj, — 


Ćwiczenia (59)—(64). 
ROZDZIAŁ VI. WYPROWADZENIE RÓWNAŃ KILKU POWIERZCHNI 
Z IÓH OKREŚLENIA . . . - : ic . . „ str. 355—368. 


60. Kula. — 61 — 62. Stożek. — 63—64. Walec, — 65— 66. Powioczikiką obro- 
towa. — 67 — 71. Powierzchnie prostolinijowe. — Ćwiczenia (65)—(80), 
ROZDZIAŁ VII. O WRONA. OGÓLNYCH POWIERZCHNI STO- 
PNIA 2-GO . . . . . + + „ afr. 369—389. 
72. Równanie powierzchni st. 2-g0 we + spóląkijch E i ZPN tćj po- 
wierzchni płaszczyzną i liniją prostą, — 73 — 75, Płaszczyzna biegunowa punktu 
względem pow. st. 2-g0. — 76, Płaszczyzna styczna i linija normalna, — 77. 
Stożek styczny, — 78, Środek; pow. st. 2-go z jednym środkiem w odległ. skończ. 
lub w nieskończoności, pow. st. 2-go z prostą luh z płaszczyzną środków 
w odległ, skoń, lub w nieskończoności. — 79. Stożek asymptotyczny, — 80, Pła- 
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PRZEDMOWA. 


Wobec nadzwyczajnych postępów, jakie nauka o przestrzeni 
wogóle, a gieometryja analityczna wszczególności, poczyniła wciągu 
bieżącego wieku, wobec mnóstwa teoryj i metod analityczno-gieo- 
metrycznych, z których każda posiada właściwe sobie zalety, zape- 
wniające jéj wyższość nad innymi w pewnym zakresie zagadnień, 
napisanie dobrój książki elementarnćj o gieometryi analitycznój, 
któraby odpowiadała obecnemu stanowi tój nauki, jest dziś zada- 
niem niełatwym. Niedość bowiém pozbiórać z lepszych dzieł 
rzeczy wiadome, ale potrzeba prawdy znane odnióść do najwła- 
ściwszego początku i wyłożyć je zapomocą jednolitego sposobu 
postępowania; słowem, szczegóły nauki należy tak z sobą po- 
wiązać, aby one złożyły się na całość organiczną. Nadto baczyć 
należy, aby rachunek, lubo on jest właściwym środkiem badania, 
nie zasłaniał sobą prawd gieometrycznych, które przy jego pomocy 
wydobyć zamierzamy; dlategotóż wszelkie działania rachunkowe 
powinny być przeprowadzane w sposób najprostszy, aby nie sam ra- 
chunek, lecz cały tok rozumowań, jakie on zastępuje, zajmował 
nasz umysł. Walczenie bowićm samym rachunkiem, zostawiające 
rozum w bezczynności, sprawia ten skutek, że po przeczytaniu 
książki i sama nauka wypada z pamięci. Nakoniec, chociaż spośród 
teoryj analityczno-gieometrycznych jedne znalazły większe a inne 
mniejsze zastosowanie w praktyce, pomimo tego, dając słuszną prze- 
wagę pióćrwszym, nie można zapominać o drugich; albowićm, cho- 
ciażby w obecnym czasie nie wyciągnęła z nich praktyka pożytku bes- 
pośredniego, korzyść ich naukowa, przez rosszórzenie naszych o prze- 
strzeni wiadomości, jest niezaprzeczona. Książka”więc elementarną 
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o gieometryi analitycznćj powinna w zarysie podać obraz dokładny 
spółczesnego stanu tój umiejętności, teoryje najważniejsze wyłuszczać 
z wszelką gruntownością i nie pomijać mniéj narazie ważnych, jeżeli 
one zawiórają źródło nowych poglądów i dalszych postępów. Albo- 
wióm, jak Gergonne, jeden z najzasłużeńszych gieometrów, słusznie 
powiedział, »naród, któryby uprawiał umiejętności jedynie ze 
względu na ich zastosowania praktyczne i bespośrednie, nie może 
sobie pochlebiać, aby one pośród niego długo kwitnąć mogły«. 

Tymi zasadami kierowałem się w moich wykładach gieometryi 
analitycznój początkowo w b. Szkole Głównćj w Warszawie, a na- 
stępnie w Szkole Politechnicznćój i w Uniwersytecie we Lwowie; 
one mi również przewodniczyły przy układaniu téj książki, która 
owym wykładom początek swój zawdzięcza. 

Przeznaczając tę książkę jako podręcznik dla studentów tak 
uniwersytetów, jak i wyższych zakładów naukowych technicznych, 
do piórwszćj nauki gieometryi analitycznój, ograniczyłem się w niéj 
rozważaniem linij i powierzchni algiebraicznych, albowióm badanie 
cokolwiek gruntowniejsze linij i powierzchni przestępnych wymaga 
użycia rachunku nieskończonościowego, który się dopićro po gie- 
ometryi analitycznój w tych szkołach wykłada. Atoli i w tym ogra- 
niczonym zakresie nie można było wyjść poza zagadnienie styczności, 
gdyż zagadnienia ponad tymi stojące, jak teoryja krzywizny i pomiar 
długości łuków, powierzchni i objętości brył, bez obszernych wiado- 
mości z rachunku różniczkowego i całkowego nie mogą być wyłożo- 
ne. Pomimo takiego ograniczenia treści, dzieło to przybrało znaczne 
rozmiary; nie mogło jednak stać się inaczćj, jeżeli najgłówniejsze 
z nowszych metod badania miały być, choć w tym zakresie, należy- 
cie uwzględnione. 

Nie ubiegając się za oryginalnością, która zresztą w wykładzie 
elementarnym nauki tylko do pewnego stopnia jest możebna, lecz 
starając się o jak największą swój pracy użyteczność, i pragnąc, aby 
ona mogła rozniecić w czytelniku zamiłowanie do tćj gałęzi nauk 
matematycznych i pobudziła go do samodzielnych na tym polu po- 
szukiwań, korzystałem przy układaniu téj książki nietylko z licznych 
monografij, zamieszczonych w różnych czasopismach, a osobliwie 
w »Nouvelles annales de mathómatiques«, ale nadto z wielu naj- 
przedniejszych podręczników niemieckich i angielskich. Najwię- 
cćj w tym względzie pomocnymi były mi dzieła : 
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Ottona Hesse'go: »Vorlesungen über analytische Geometrie 
des Raumes« (Lipsk, 1861), 
George'a Salmon'a: »A Treatise on conic sections« (wyd. 6-te, 
Londyn, 1879), 


tegoż: »A Treatise on the higher plane curves« 
(wyd. 3-ie, Londyn, 1879), 
tegoż: »A Treatise on the analytic geometry of 


three dimensions« (wyd. 3-ie Londyn, 1874), 
Williama Allena Withworth'a: »Trilinear coordinates« (Cam- 
bridge, 1866), 
Todhunter'a: A Treatise on the plane coordinate geometry « 
(wyd. 6-te, Londyn, 1880), 
Percival'a Frost’a: »Solid geometry« (wyd. 2-ie, Londyn, 1875), 
Józefa Wolstenholme’a: »Mathematical problems« (wyd. 2-ie, 
Londyn, 1878), 
Ferdynanda Lindemann’a: »Vorlesungen über Geometrie von 
Alfred Clebsch« (Lipsk, 1876), 
Ryszarda Heger'a : » Analytische Geometrie« w »Handbuch der 
Mathematik« Schlómilch'a (Wrocław, 1881). 
Wymienienie szczegółowe, co z każdego z tych dzieł przenio- 
słem do swój książki, a co należy uważać za owoc moich studyjów, 
uważam za rzecz zbyteczną i niełatwą. Światły czytelnik, któremu 
nie będą obcymi owe dzieła, bezwarunkowo najlepsze dziś w tym 
dziale nauki, sam to dostrzeże, a przyzna, że cokolwiek z nich wyją- 
łem, uprzednio na swój sposób przerobiłem ; starałem się bowićm tak 
je wyzyskać, aby swój pracy zapewnić jak największą użyteczność, 
o co mi głównie chodziło. Najwięcćj zaczerpnąłem z dzieł Hesse'go 
i Salmon'a, z których piórwsze zaleca się wielką wytwornością 
wykładu, a drugie bogactwem treści przewyższają wszystkie inne. 
Aby czytelnikowi dać możność wypróbowania własnych sił 
w stosowaniu wyłożonych teoryj, dołączyłem do każdego rozdziału 
odpowiednio dobrane zadania do ćwiczeń, a odpowiedzi i krótkie 
wskazówki rozwiązywania tych zadań, które przy stopniowym czy- 
taniu książki przedstawiaćby mogły pewne trudności, zamieściłem 
na końcu każdój z dwu części, z których się ta książka składa. 
Niektóre z tych ćwiczeń zawiórają teoryje ważne, których wszakże, 
aby nie zwiększać objętości dzieła, nie mogłem umieścić w samym 
tekscie. i 
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Nakoniec sam wykład poprzedziłem krótką historyją rozwoju 
gieometryi analitycznój, osnutą na podstawie znakomitćj pracy 
Chaslesa: »Apercu historique sur origine et le développement 
des méthodes en góomóćtrie« i jego sprawozdaniu, wygotowanym 
dla ministerstwa oświaty we Francyi, o postępie gieometryi w bie- 
żącym wieku, »Rapport sur les progrés de la góomótrie« (Paryż, 
1870). A nadto, po tym ogólnym zarysie historycznym, umieści- 
łem obszerniejszą cokolwiek wzmiankę o tych matematykach 
polskich, którzy gieometryją analityczną u nas uprawiali, jój 
znajomość roskrzewiali i chociażby skromnym przyczynkiem do jój 
budowy się przyłożyli, 

Kończąc tę krótką przedmowę poczuwam się do miłego obo- 
wiązku wynurzenia najserdeczniejszego podziękowania zacnemu 
Koledze i Przyjacielowi Drwi Maryjanowi Baranieckiemu, który 
mnie do ogłoszenia tój pracy zachęcił, ważnymi sprostowaniami ją 
udoskonalił i nad poprawnym jój wydaniem troskliwie czuwał. 


Pisałem we Lwowie w listopadzie r. 1883. 
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GABINET MATEMATYCZNY 
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego 


KRÓTKI RYS 


ROZWOJU GIEOWETRYĆ ANALITYCZNEJ. 


Historyja poucza, że żadne z odkryć naukowych, które zmieniło postać 
pewnćj umiejętności i na nowe pchnęło ją tory, nie było dziełem jednój 
chwili, lecz pracą wieków zwolna się przygotowywało, dopóki nie zjawił się 
gienijusz, który, objąwszy bystrym LS dotychczasowy pochód umie- 
jętności, przez szczęśliwe zbliżenie i skojarzenie myśli swych poprzedników 
do dalszych badań nowćj nie utorował drogi. Taksamo rzecz mg ma z gieo- 
metryją analityczną. Lubo wielki pomysł spółrzędnych jest wyłączną wla- 
snością DESCARTES'Aa, który go po raz pićrwszy przedstawił w swćj gieometryi, 
wydanćj r. 1637 w Leodyjum, to jednak inne podstawowe myśli, na których 
spoczywa wspaniała budowa nauki DescaRrES'a, jak badanie własności miej- 
sca gieometrycznego punktu przez przekształcenie związku pomiędzy pewny- 
mi wielkościami, wyrażającego własność tego miejsca charakterystyczną, czyli 
jego okróślenie, tudzież wprowadzenie od algiebraicznego jako środka 
badania, jaż są złożone w pracach jego poprzedników. Chcąc więc dać obraz 
początku i rozwoju gieometryi analitycznćj, nie można zaczynać jéj dziejów 
od chwili pojawienia się gieometryi DEscaRTES'a, lecz należy wprzód prze- 
bićc dzieje umiejętności matematycznych od piórwszych ich zawiązków, aby 
wydobyć na jaw te prace, owę epokę poprzedzające, w których tkwią pićrwsze 
zawiązki tćj nowćj nauki. 

rzebiegając historyją umiejętności matematycznych, spostrzegamy 
pićrwszy zaród gieometryi analitycznój u starożytnych Greków, owego dzi- 
wnie utalentowanego narodu, który nietylko położył podwaliny do wszystkich 
sztuk i umiejętności, ale i wiele z nich, między innymi gieometryją, doprowa- 
dził do bardzo wysokiego stopnia udoskonalenia. 

Evkuies (około r. 285 przed Chr.), uczeń szkoły PLATONA i pićrwszy 
szkoły aleksandryjskićj przedstawiciel, według świadectwa jednego z później- 
szych gieometrów greckich (PRoczus w V wieku po Chr.), »zebrał elementy 
gieometryi, uporządkował wiele rzeczy znalezionych przez EKUuDOKSYJUSZA, 
udoskonalił to, co był zaczął TeoTETEs, i dowiódł tego, co dotychczas nie- 
dostatecznie było udowodnione. Jeżeli więc duch grecki już w tćj epoce 
wzniósł się do badania figur gieometrycznych metodą zbliżoną do metody 
DESCARTES'a, to ślady tego powinny się dać odnalóść w dziełach EUKLIDESA. 
Głównym dziełem EVKLIDESA jest trzynaście ksiąg jego Elementów, do któ- 
rych pospolicie dołącza się dwie księgi o pięciu bryłach foremnych, przypisy- 
wane HYPSIKLESOWI, o 150 lat późniejszemu gieometrze aleksandryjskiemu. 
Oprócz tego dzieła (którego przekład polski, obejmujący 6 ksiąg początko- 
wych i księgi 11-tą 1 12-tą, dokonany przez Józefa CZECHA, wyszedł *w,dwu 
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wydaniach w Wilnie w r. 1807 i 1817) i księgi p. t. Dane, są nam znane ty- 
tuły jeszcze trzech innych dzieł EUKLIDESA, a mianowicie: cztóry księgi 
o przecięciach stożkowych, dwie księgi o miejscach na powierzchni i nakoniec trzy 
księgi poryzmów, które wszakże z wielką dla nauki szkodą zaginęły. 

PAPPUs, gieometra grecki późniejszćj daty (wieku IV po Chr.), powiada 
w swych »zbiorach matematycznych« (PaPPI Alexandrini mathematicae colle- 
ctiones, a Frederico CoMMANDINO in latinum conversae, et commentariis illustratae, 
w Pizie 1588, toż w Bononii 1660, in fol.), że trzy księgi poryzmów odzna- 
czały się zadziwiającą bystrością i głębokością poglądów i że były nader 
użyteczne przy rozwiązaniu najzawilszych zagadnień, odnoszących się do po- 
szukiwania miejsc gieometrycznych. W tych zbiorach, zawićrających roz- 
maite odkrycia najsławniejszych gieometrów i wielkie mnóstwo twierdzeń 
ciekawych i podań pormocniosyoh, mających ułatwiać czytanie ich dzieł, po- 
daje Parrus 38 podań, potrzebnych do zrozumienia dzieła EUKLIDESA 0 po- 
ryzmach. Rozmaici matematycy w XVII i XVIII stuleciu, znakomici 
znawcy gieometryi starożytnych, jak Fermar (1590—1663), HALLEY 
(1656 — 1742) i Srmsos (1687 — 1768), usiłowali odgadnąć rzeczywiste zna- 
czenie poryzmów; wszakże dopióro CHAsLEs'owi, jednemu z największych 
Here in he obecnego wieku, udało się przebić pomrokę, pokrywającą tę 

westyją. 

Na podstawie ścisłéj analizy wskazówek PapPusa dochodzi CHASLES 
w swój historyi gieometryi, Aperçu historique sur Porigine et le développement des 
méthodes en géométrie (2-gie wyd. w Paryżu r. 1875), tudzież w znakomitym 
studyjum: Les trois livres de porismes @ EUCLIDE, rétablis pour la premiere fois, 
daprès la notice et les lemmes de Paprus et conformement au sentiment de R. 
SIMSON sur la forme des énoncés de ces propositions, par CHasLEs (w Paryżu 
jad yk do wniosku, że zbiór poryzmów był zestawieniem rozmaitych wła- 
sności lub rozmaitych wyrażeń linij krzywych (prostych i kołowych w dziele 
EKvukuEsA), przedstawiającym zarazem przekształcenia tych własności je- 
dnych na drugie, czyli, że poryzmy były poniekąd równaniami tych krzywych 
i służyły starożytnym do rozwiązania zagadnienia następującego: >wyzna- 
czywszy miejsce gieometryczne zapomocą wykróślenia spólnego wszystkim 
jego punktom, lub zapomocą pewnego układu spółrzędnych, odnalćść inne 
wykróślenie lub inny układ spółrzędnych, któryby czynił zadość wszystkim 
punktom tego miejsca i dał poznać jego naturę i jego położenie«. 

Starożytni bowićm nie posiadali, jak my od czasów DESCARTES'a, możno- 
ści porównywania z sobą miejsc, do jakich dochodzili w swych poszukiwa- 
niach gieometrycznych. Dla nas dość wyrazić miejsce we spółrzędnych, aby 
poznać bespośrednio jego naturę, a rozbiór jego równania pouczy nas o jego 
osobliwościach i o stanowisku śród familii miejsc, do jakićj należy. Staroży- 
tni, przeciwnie, nie posiadali takiego postępowania ogólnego i jednolitego, 
wskutek czego musieli wynajdywać rozmaite środki pomocnicze, aby rospo- 
znać związek miejsca, po raz pićrwszy napotkanego, z innymi miejscami, już 
znanymi. Tymi środkami mogły być tylko zmiany w opisaniu, czyli we spół- 
rzędnych miejsca (biorąc wyraz spółrzędne w znaczeniu najogólniejszym), 
aby przez to dojść do sposobu opisania prostszego, lub nawet tożsamościo- 
wego ze sposobem opisania miejse znanych. 

Z tego przedstawienia rzeczy wynika, że nauka poryzmów zastępowała 
u starożytnych analizę DEscARTES'a, która w swych zastosowaniach jest jeno 
poryzmem ciągłym, zawsze téj samćj natury, a kształtu nader dogodnego dla 
celów, jakim służy, Jakoż, zadaniem tćj analizy jest także: z warunków 
miejsca wyciągnąć wyrażenie nowe tego miejsca, któreby było nam znane, 
a przez swe związki z elementami, do których się je odnosi, dozwoliło z łatwo- 
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ścią poznać naturę i położenie tego miejsca. Słowem, nauka poryzmów była 
rzeczywistą gieometryją analityczną starożytnych, różniącą się od nauki DE- 
SOARTES'a jedynie brakiem symbolów i sposobów algiebraicznych, i prawdo- 
podobnie, gdyby była nas doszła, znalezionoby w nićj pićrwszy zarodek dzi= 
siejszej gieometryi analitycznćj. 

ubo dopićro po KuKLIDEsIE pojawili się najznakomitsi gieometrowie 
greccy: ARCHIMEDES (Oeuvres d ARCHIMEDE, traduites littéralement, avec uh 
commentaire par F. PEYRARD, w Paryżu r. 1807, in RZ (287 — 212 przed 
Chr.), który swą »metodą wyczerpywania« (methodus exhautionis) uprzedził 
i przygotował wielkie odkrycie rachunku nieskończonościowego, i Avork 
NIUS Z PERGI (APOLLONIN PERGAEI conicorum libri octo, edidit HALLEY, Oxoniae, 
1710, in fol.) (około 247 przed Chr.), autor 8 ksiąg przecięć ostrokręgu: 
wszelako ani ci gieometrowie, anitćż ich następcy nie stworzyli gieometryi 
analitycznój w duchu DEscARTES'a, gdyż popićrwsze, rachunek algiebraiczny 
zaczął być uprawiany dopićro w epoce, kiedy umiejętność grecka chyliła się 
do upadku (przez DIOFANTOSA Z ALEKSANDRYI W wieku Ń po Chr.), a po- 
wtóre, chociażby algiebra wcześnićj im była znaną, charakter metody bike: 
wćj Greków nie dopuściłby skojarzenia algiebry z gieometryją, a dopićro ze 
skojarzenia tych dwu gałęzi matematyki mogła wyniknąć gieometryja anali- 
tyczna DESCARTES'a. 


Do końca zeszłego wieku mniemano, że Arabom zawdzięczamy wielki 
pomysł posługiwania się algiebrą w poszukiwaniach gieometrycznych. Lecz 
na początku bieżącego stulecia oryjentaliści angielscy, TAYLOR, STRACHEY 
i CoLEBROOKE, poznawszy dzieła matematyczne dwu autorów indyjskich, 
BRAHMEGUPTY i BHASKARA AKARJA (z których piérwszy żył w wieku VI, 
a drugi w wieku XII naszćj ery), znaleźli w nich źródło tćj metody. Nie 
znając tych dzieł, musimy się tu ograniczyć podaniem wniosków, jakie CHAS- 
LES w swój historyi gieometryi (Aperçu i t. d., Note XII) wyciągnął z nader 
gruntownćj ich analizy. 

Wedlug opinii CHAsLES'a, Indusowie posługiwali się algiebrą dla skró- 
cenia i ułatwienia dowodzeń swych twierdzeń gieometrycznych, a gieometryją 
dla udowodnienia swych prawideł algiebraicznych i dla uwidocznienia, zapo- 
mocą figur, wypadków analizy. To połączenie tych dwu działów umiejętno- 
ści matematycznych występuje jaśnićj w dziełach BHAskARY, aniżeli w BRAH- 
MEGUPTY (prawdopodobnie dlatego, że dzieło BRAHMEGUPTY jest zwięźlejsze, 
zawióra daleko mnićj prawideł algiebry i wcale ich nie dowodzi); a z do- 
szłych do nas wywodów wolno się domniemywać, że u Indusów oba te działy 
matematyki dosięgły wysokiego rozwoju. Nie możemy podawać licznych 
przykładów, zaczerpniętych z dzieł tych matematyków, jakimi CHASLES po- 
pićra to twierdzenie, wszakże nie możemy się powstrzymać, aby nie wspo- 
mnićć o sposobie dowodzenia twierdzenia PITAGORASA i o sposobie rozwią- 
zania, w liczbach wymiernych, równania nieoznaczonego stopnia 2-go. — Co 
do pićrwszego, BHASKARA krćśli wewnętrznie na bokach kwadratu cztóry 
trójkąty prostokątne sobie równe, których przeciwprostokątne są bokami kwa- 
dratu, i powiada: »patrzcie«. Istotnie, widok figury wystarcza, aby okazać, 
że pole kwadratu jest równe sumie pól cztórech trójkątów (czyli cztéry razy 
wziętemu polu jednego z nich), zwiększonćj polem małego kwadratu, którego 
bok jest różnicą ramion kąta prostego w każdym z tych trójkątów. Jakoż, 
oznaczając przez e przeciwprostokątną każdego z trójkątów, zaś przez aib 
pozostałe jego boki, mamy ana + (a — bL)? =2ab + (a —b)?, czyli 
ca=a? +-bż, co było do okazania, — Co się zaś tyczy rozwiązania równania 
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nieoznaczonego stopnia 2-go ax + by + c=szy w liczbach wymiernych, 
BHASKARA okazuje zapomocą figury, przedstawiającćój znaczenie gieometry- 
czne tego równania, że to równanie daje się przekształcić na następujące: 
ab+ ce 


, 
n 


(z —b) (y — a) =ab + c, skąd wnosi, że wziąć można v=b + n, y=a + 
gdzie n jest liczbą dowolną. 

Na podstawie analizy dzieł tych gieometrów indyjskich, tak różniących 
się metodą od dzieł greckich, wnosi CHASLEs, że przystosowanie algiebry do 
gieometryi jeż pomysłem Indusów i pochodzi z czasów daleko wcześniej- 
szych, aniżeli wiek BHASRARY, tymwięcćj, że występuje ono także w dziełach 
Arabów już z wieku IX, a nie ulega wątpliwości, że Arabowie mogli ten spo- 
sób postępowania, wcale nieużywany przez Greków, zaczerpnąć jedynie ze 
zródeł indyjskich. 

Z tego, cośmy dotychczas powiedzieli, okazuje się, że dwie podstawowe 
myśli, których połączenie szczęśliwe doprowadziło Descartesa do odkrycia 
metody spółrzędnych, już są złożone w dziełach gieometrów, znacznie wy- 
przedzających wiek DESCARTES'a; a mianowicie, zawdzięczamy gieometrom 

reckim sposób badania własności miejsc wyj b gi a gieometrom in- 
dyjekita wprowadzenie algiebry jako narzędzia do badań gieometrycznych. 


Przez długi przeciąg czasu, bo od wieku VIII aż do XII, kiedy Euro- 
pa w grubych ciemnościach była pogrążona, jedynie Arabowie Bagdadu 
1 Korduby zajmowali się uprawą umiejętności. Począwszy od wieku VIII, 
jos anowaniem oświeconych książąt z domu ABASssIDóW, przyswoili oni s50- 

ie dotychczasowe zdobycze naukowe umysłu ludzkiego tak ze źródeł gre- 
ckich, jak i indyjskich, i za ichto pośrednictwem Europa dowiedziała się 
o nich jeszcze przedtym, nim ze źródłami oryginalnymi zapoznać się mogła. 
Nie naszym jest zadaniem rostaczać szczegółowy og działalności nauko- 
wój Arabów; ograniczymy się jedynie tym, co w ścisłym związku zostaje z od- 
kryciem gieometryi analitycznój. 

Wiek IX po Chr. jest wiekiem największego rozwoju nauk matematy- 
cznych u Arabów. Wtedy trzćj bracia, MuHAaMMED, Hamer i HASAN, syno- 
wie MusY BEN SZARERA, szczególnićj wsławili się przekładami rozma- 
itych dzieł greckich i indyjskich, oraz własnymi pracami we wszystkich dzia- 
łach matematyki. Najważniejszym dla nas jest traktat algiebry MUHAMMEDA, 
albowićm jest on tym dziełem, z którego Europa czerpała pićrwsze wiadomo- 
ści a zycji dlatego kilka słów o nim powiemy. 

tym dziele używa MuHamMED, podobnie jak Indusowie, gieometryi, 
aby wykazać pewność działań algiebry ; uwagi godnym jest przedewszystkim 
sposób, jakim dowodzi tą metodą, prawideł na rozwiązanie równania stopnia 
2-go. Autor rozróżnia trzy przypadki równania stopnia 2-go, które, używa- 
jąc dzisiejszych znaków, tak przedstawić można: 


aa? + bz —c=0, ax? —bc—c=0 i aa? —ba + c=0, 


(naturalnie spółczynniki a, b, c są u niego liczbami wymienionymi); czwar- 
tym przypadkiem, aa? + bæ + c==0, w którym wszystkie trzy spółczyn- 
niki są dodatnie, nie zajmuje się wcale. "Tych równań wynajduje tylko pier- 
wiastki dodatne, a ujemne odrzuca, jako nie mające żadnego znaczenia. 
W przypadku trzecim, kiedy oba pierwiastki są dodatne (wrazie, gdy są rze- 
czywiste), powiada, że należy obliczyć obadwa, a potym zbadać, który z nich 
odpowiada zagadnieniu. Dzieło MvnamsEDA zawićra nadto (podobnie jak 
dzieła indyjskie) część gieometryczną o pomiarze pól. Natomiast nie znaj- 
dujemy w nim nic o równaniach nieoznaczonych nietylko stopnia 2-go, ale 
nawet 1-go, lubo skądinąd wiadomo, że Arabowie i tymi równaniami podług 
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wzorów indyjskich się zajmowali, jak również nie znajdujemy sposobu gieo- 
metrycznego rozwiązania równania stopnia 3-go kształtu x? — az — b= 0, 
zapomocą dwu paraból, które zawićra urywek algiebry arabskićj, jaki od- 
krył SćpruiLor. Przyczynę tego uszczuplonego zakresu podaje sam autor 
w przedmowie, z którćj się dowiadujemy, że to dzieło, napisane na roskaz 
kalifa AL MaMuNA, miało jedynie ułatwić te działania, które się trafiają 
w życiu codziennym. 


To dzieło, uważane za elementarne w wieku IX, było w 700 prawie lat 
późnićj dla Europejczyków Ars magna i onoto stanowiło podstawę i początek 
dalszych odkryć w naukach matematycznych. Jakoż, wszyscy historycy umie- 
jętności matematycznych zgadzają się na to, że znajomość algiebry rospo- 
wszechnił w Europie KAMIL LEONARD z Pizy (w początkach wieku XV), 
zwany FIBONACCI, poznawszy ją u Arabów, a pićrwsze dzieło drukowane: 
Summa de arithmetica et geometria Łukasza PACCIOLI, zwanego DE BURGO, z ro- 
ku 1494, zawićrające prawidła rachunku algiebraicznego, nie wychodzi po- 
za to, co znajdujemy w dziele MUHAMMEDA. 

Nie możemy śledzić szczegółowo rozwoju algiebry po jćj wprowadzeniu 
do Europy; powiemy tylko, że, lubo zaraz w pićrwszych chwilach, nowością 
rzeczy zachwyceni, liczni matematycy, naprzód włoscy, jak: SCIPI0, FERREO, 
TARTATGLIA, CARDAN, FERRARI i BOMBELLI, do lepszego uzasadnienia prawd 
znanych się przyłożyli i pewne przyczynki do téj nauki wnieśli (jak np. roz- 
wiązanie algiebraiczne równania stopnia 3-go), to jednak, aż do czasów 
VIiETE'a (1540 — 1603), algiebra, wykonywająca wszelkie działania jedynie 
na liczbach szczególnych, nie miała tćj cechy ogólności, aby dała się użyć 
jako środek do badania własności figur gieometrycznych. Dopićro przez 
gienijalny pomysł oznaczania wszelkich liczb, tak wiadomych jak i niewiado- 
mych, znakami ogólnymi i przez zastosowanie tego do rozwiązania równań 
stopnia 2-go i 3-go, VIETE zrobił pićrwszy krok na drodze ściślejszego zwią- 
zku algiebry z gieometryją, który z czasem doprowadził do wielkiego odkry= 
cia DESCARTES A. 

Jakoż, wskutek tego uogólnienia VrETE'a, algiebra stała się narzędziem 
dogodnym do badania własności linij krzywych. Wiadomo, że każda wła- 
sność linii krzywćj zależy na tym, iż pewne wymiary pozostają w okróślonym 
stosunku do innych wymiarów. Tak np., w kole kwadrat, wystawiony na pro- 
stopadłćj, spuszczonój z punktu obwodu na średnicę, jest równoważny prosto- 
kątowi, zbudowanemu na obu jéj odcinkach. Oznaczając przez y liczbę je- 
dnostek długości zawartych w tćj prostopadłćj, a przez z i 2a— z liczby je- 
dnostek zawartych w obu odcinkach średnicy, któréj długość równa się 2a, 
mamy równanie yż =z(2a— x), wyrażające powyższą własność koła, czyli 
równanie koła, a przez rozbiór tego równania można znalóść wszystkie inne 
jego własności. Istotnie, tym sposobem matematycy spółcześni DESCARTES'0- 
wi (1596— 1650), jak Fermar (1590— 1653) i RoBERVAL (1602—1673), 
jeszcze przed pojawieniem się jego gieometryi, badali własności kilku krzy- 
wych, wziętych pojedyńczo, i zawsze metodami od siebie różnymi, nie przed- 
stawiającymi żadnego z sobą związku. Dopićro gieometryja DESCARTES'a, 
przez wprowadzenie metody spółrzędnych, dała tym badaniom kierunek na- 
leżyty. Ona bowićm wprowadziła sposób postępowania jednolity, a zara- 
zem tak ogólny, że dozwala przedstawiać własności ogólne nie jednój krzy- 
wéj, ale całćj familii linij krzywych jednym wzorem, wskutek czego, wypro- 
wadziwszy z tego wzoru własność jednćj krzywćj, znajdujemy jednocześnie“ 
birni odpowiednie wszystkich innych linij krzywych, które do téj familii 
należą. 
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Dzieło DescartTES’a, Géométrie, wyszło, jak już powiedzieliśmy, w roku 
1637 w Leodyjum; składają je trzy księgi, w obszerności ogólnćj 104 kar- 
tek małéj ćwiartki, 

W księdze piórwszćj autor pokazuje naprzód, jak można przedstawić 
gieometrycznie działania zasadnicze arytmetyki: dodawanie, odejmowanie, 
mnożenie i dzielenie, a następnie przechodzi do wykróślenia równań stopnia 
1-go i 2-go, i tu wyjaśnia po raz pićrwszy znaczenie pierwiastków ujemnych. 

W drugićj księdze zajmuje się autor t. z. zagadnieniami wyższego sto- 
pnia i teoryją linij Sarei Starożytni rozróżniali trzy rodzaje zagadnień : 
płaskie, bryłowe i linijowe. Piérwsze rozwiązywali zapomocą linii prostéj 
i koła, drugie zapomocą przecięć stożkowych, a trzecie zapomocą krzy- 
wych wyższych, które dla odróżnienia od przecięć stożkowych, występujących 
na figurze gieometrycznćj, a więc »gieometrycznych«, nazwali »mechaniczny - 
mie. Autor następnie pokazuje, jak w algiebrze zagadnieniom płaskim od- 
powiadają równania stopnia 1-go i 2-go, bryłowym równania stopnia 3-go, 
a linijowym równania stopnia 4-go i stopni wyższych. Nakoniec przechodzi 
do opisania swego układu spółrzędnych, zapomocą którego tak gienijalnie 
sprowadził badanie własności linij krzywych do badania własności równań 
algiebraicznych. Linije krzywe, które Descartes brał pod uwagę, wyłącznie 
są takie, iż równania ich są algiebraiczne stopnia skończonego. Te krzy- 
we nazywa on »gieometrycznymi«, a wszystkie inne »mechanicznymi«; dopićro 
późnićj LierBNrrz nazwał pićrwsze »algiebraicznymie, a drugie »przestę- 
pnymie. 

W trzecićj księdze traktuje Descartes o niektórych własnościach ró- 
wnań algiebraicznych, a potym przechodzi do rozwiązania sławnych zaga- 
dnień starożytności: podwojenia sześcianu i podzielenia kąta na trzy równe 
części, przyczym dowodzi, że wszelkie zagadnienia stopnia 3-go dają się do 
tych dwu sprowadzić, co zresztą już Viète był poznał. Najwięcćj wszakże 
wagi przywiązał DESCARTES do swćj metody stycznych. Dla starożytnych 
styczna byłato prosta, która z krzywą ma jeden punkt spólny; dopićro Des- 
CARTES i współczesny mu FERMAT uważali ją jako granicę siecznćj, którćj 
dwa punkty przecięcia się z krzywą schodzą się z sobą razem w jednym pun- 
kcie styczności. Jest to określenie dzisiaj powszechnie używane; jednak dzi- 
siejszy sposób wyznaczenia linij stycznych nie jest sposobem DESCARTES'a, 
lecz więcćj się zbliża do sposobu FERwaT'a. 

Do rospowszechnienia gieometryi DEscaRTES'a głównie przyczynili się 
ówcześni młodzi matematycy holenderscy; spółczesny bowióćm znakomity fran- 
cuski uczony, Fermar, lubo miał być w posiadaniu metody spółrzędnych 
jeszcze przed ogłoszeniem tego wynalazku przez DEscaRTES'a, w swych po- 
szukiwaniach gieometrycznych zbliżał się więcéj do metody starożytnych, 
a RoBERYAL nawet odmawiał metodzie DEsCARTES'a tych zalet, jakie rze- 
czywiście posiadała, i dopićro na schyłku życia do nićj się zwrócił; inni zaś, 
z wyjątkiem DE BEAUNE'go, zrażeni zwięzłością i ciemnością przedstawienia 
dzieła DEscARTES'a, doniosłości nowo metody wcale nie pojmowali. 

W gronie uczonych holenderskich, którym gieometryja analityczna za- 
wdzięcza tak swe rospowszechnienie, jak i dalsze postępy, pićrwsze miej- 
sce zajmuje Franciszek von SCHOOTEN (16.. — 1659), profesor w Leo- 
djyum, który gieometryją DescaRTEs'a przełożył na język łaciński i ra- 
zem ze swym komentarzem wydał w r. 1649. [Drugie tego przekładu wyda- 
nie wyszło w r. 1859, razem z komentarzem dawnićj napisanym przez DE 
BEAUNEgo.] Głównym wszakże dziełem SCHOOTEN'A są jego Exercitationes 
mathematicae z roku 1646, w których metodę DeEscaRTEsa stosuje do wielu 
nowych i trudnych zagadnień gieometryi wyższéj. Nadto SCHOOTEN napisał 
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rosprawę: De organica sectionum conicarum descriptione, w któréj uczy rozma- 
itych sposobów króślenia tych krzywych zapomocą ruchu ciągłego. SCHOOTEN 
jest dla nas ważny z tego także powodu, że pićrwszy zwrócił uwagę świata 
uczonego na pracę naszego ziomka Macieja GŁOSKOWSKIEGO: Geometria pere- 
grinans (wydaną w Gdańsku, prawdopodobnie w r. 1646), w którćj tenże po- 
daje kilkanaście zadań z gieometryi praktycznój, żądając, aby je rozwiązano 
używając tylko linijału. 

Po ScHooreN ie zasługują na wzmiankę Suze (1623 — 1685), HupDE 
(1640 — 1704), pz Wrrr (1625—1672) i nakoniec HuxvGeNs (1629 -— 1695), 
jeden z największych myślicieli w wieku XVII. 

Pićrwsi dwaj stosowali metodę DEscAaRTES'a do nowych zagadnień 
i poza się do jéj postępu także przez udoskonalenie nauki o równaniach 
algiebraicznych; Wrrr obmyślił nową teoryją przecięć stożkowych, polega- 
jącą na rozmaitych opisaniach tych krzywych na płaszczyźnie bez wprowa- 
dzania stożka, a HuYGENs, lubo z większym zamiłowaniem uprawiał gieo- 
metryją starożytnych i za jéj pomocą w swym Horologium osciłatorium poło- 
żył podwaliny do teoryi cyklojdy i do teoryi krzywych rozwijających (evoluta, 
t. j. miejsce punktu przecięcia się dwu sąsiednich normalnych do krzywćj da- 
nćj), to jednak, powagą swego imienia i niektórymi zastosowaniami metody 
JDescaRTES'a, niemało się do jéj szybszego rospowszechnienia przyłożył. 

Obok tych badaczów należy wymienić jeszcze matemat ka angielskiego 
WauLuis'a (1616—1703), który napisał pićrwszy traktat M EEr przecięć 
stożkowych podług metody DescaRTES'a, a w swéj Arithmetica infinitorum 
zrobił zastosowania do archimedesowćj metody wyczerpywania, wznowio- 
néj przez CAVALIERI (1598 — 1647) pod nazwą »metody niepodzielnych«, i po- 
czynił ważne postępy w traktowaniu tych zagadnień gieometryi, które dziś 
należą do rachunku całkowego; tudzież uczonego niemieckiego M scniRNaAU- 
SEN'a (1651 — 1708), sławnego między innymi z badań nad linijami kausty- 
cznymi, t. j. nad obwiedniami promieni światła odbitych lub załamanych. 

Matematycy, których wymieniliśmy, jako pićrwszych krzewicieli metody 
DrscaRTES'a, stosowali ją jedynie do linij krzywych płaskich, lubo DEscaR- 
TES, objąwszy doniosłość i potęgę spółrzędnych, mai ich użycie także 
w teoryi krzywych skośnych. Zdaje się, mimo tego, że dopiéro po upływie 
zgórą pięćdziesięciu lat zaczęła się rozwijać gieometryja analityczna w prze- 
strzeni. OHASLES w swćj historyi gieometryi wskazuje, iż matematyk fran- 
cuski PARENT (1666—1716) był pićrwszym pracownikiem na tym polu 
[w roku bowićm 1700 miał on przedstawić powierzchnią przez równanie 
z trzema zmiennymi w rosprawie, czytanćj w akademii nauk], a CLAIRAULT 
(1713 — 1765) był pióćrwszym, który w Traité des courbes à double courbure 
z roku 1731 wyłożył w sposób metodyczny teoryją spółrzędnych w przestrze- 
ni z zastosowaniem jéj do powierzchni krzywych 1 do linij krzywych skośnych. 


W pół wieku po ogłoszeniu gieometryi DEscAaRTES'a powstał nowy al- 
gorytm, którego odksysie stanowi doniosłą epokę w historyi rozwoju nauk 
matematycznych; mówimy o rachunku wielkości nieskończenie małych, czyli 
rachunku różniczkowym i całkowym. Zasługę tego odkrycia przypisują 
jedni NewroN'owi (1684), inni LErBNirz'owi (1687). Nie wdając się w szcze- 
góły toczącego się dotąd sporu, któremu z tych gienijalnych mężów owo od- 
krycie przypisać należy, powiemy tylko, że jeżeli NEwroN poddał jednolite- 
mu postępowaniu teoryje swych poprzedników, odnoszące się do prowadzenia 
stycznych, największości i najmniejszości (FERMAT, BARROW), jak również do 
pomiaru długości łuków i powierzchni ograniczonćj linijami krzywymi (CA- 
VALIERJ, WALLIS), to jednak yt EEEE nie uwydatniały się jeszcze 
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pera nowego rachunku tak jasno, aby go można było z łatwością używać. 
EIBNITZ zaś, przez szczęśliwie pomyślane postawienie zasad téj metody, odra- 
zu ją ujął w pewien systemat i uczynił sihis do dalszego a szybkiego roz- 
woju, robiąc z niéj tymsamym najpotężniejszy środek badania, mający nieba- 
wem opanować cały obszar umiejętności matematycznych. 

ielkość tego odkrycia tak była uderzająca, dzielność rachunku nie- 
skończenie małych zaraz w piórwszych zastosowaniach okazała się tak potę- 
żną, że najznakomitsi matematycy w ciągu całego wieku XVIII, jak sami 
wynalazcy NEWTON i LEIBNITZ, bracia BERNOUILLI, MACLAURIN, TAYLOR, 
D'ALEMBERT, EULER, LiEGENDRE i LAGRANGE, prawie wyłącznie jego dosko- 
naleniu poświęcili swe usiłowania. Zwracając się do gieometryi, możemy 
powiedzićć, że wszelkie metody gieometryczne, z małymi wyjątkami, poszły 
na chwilę w zapomnienie, a jedynie gieometryja analityczna, rzeczywista tego 
nowego rachunku podwalina, rosszćrzyła w tym okresie swe szranki, gdyż ten 
nowy rachunek dozwolił przystąpić do rozwiązania takich zagadnień, w któ- 
rych rachunek algiebraiczny, czyli rachunek ilości skończonych, był za słaby, 
jak np. do teoryi krzywych przestępnych i teoryi krzywizny linij i powierz- 
chni krzywych. Nie możemy wymieniać szczegółowo prac, które stały się 
fundamentem, na jakim wzniosły się teoryje, odpowiednie tym zagadnieniom 
gieometrycznym, gdyż rzecz ta więcćj do historyi PM nieskończenie 
małych należy; dlatego ograniczymy się wykazaniem tych postępów, jakie 
w wieku XVIII uczyniła gieometryja analityczna, posługująca się samą al- 
giebrą, zasiloną r Ega wzorem TAYLOR'a (Methodus incrementorum, 1715), 
zaczerpniętym z analizy nieskończenie małych. 

a piórwszym miejscu położyć należy prace samego NEwToN'a, który 
pićrwszy zastosował metodę ralas do poszukiwania własności ogól- 
nych i charakterystycznych linij krzywych algiebraicznych. Jemuto za- 
wdzięczamy cztéry twierdzenia, któreśmy umieścili w części pićrwszój jako 
ćwiczenia 210, 211, 216 i 217, a z których dwa pićrwsze, w przystosowaniu do 
przecięć stożkowych, udowodniliśmy w art. 117 i118. NewroN podał te 
twierdzenia w swym dziele: Enumeratio linearum tertii ordinis (1607), którego 
głównym zadaniem jest wyznaczenie ilości wszystkich krzywych rzędu trze- 
ciego. NEwroN znalazł 72 rozmaite rodzaje krzywych rzędu 3-go (tę 
ilość powiększył następnie STIRLING cztórema), które się roskładają na 5 dzia- 
łów, albowićm, podobnie jak koło, postawione naprzeciw punktu świćcącego, 
daje przez swój cień wszystkie krzywe rzędu 2-go, taktóż istnieje pięć krzy- 
wych rzędu 3-go (paraból rozbieżnych), które tym samym sposobem dają 
wszystkie krzywe rzędu 3-go. Dzieło jest zakończone opisaniem organicznym 
krzywych stopnia 2-go, które daliśmy w części pićrwszćj jako ćwiczenie 36. 
Ca te twierdzenia były wypowiedziane bez dowodu; ich dowody po- 
dali STIRLING i OLAIRAULT. 

Godnym spółzawodnikiem Newrox’a na polu badań własności linij 
krzywych algiebraicznych był MAcLaAuRns (1698 — 1746), który w tym przed- 
miocie ogłosił dwa dzieła: Geometria organica, sive descriptio linearum curvarum 
universalis i De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus. 
W piérwszym z nich znajdujemy owo ciekawe twierdzenie, któreśmy umieścili 
w części piérwszéj jako ćwiczenie 219; atoli daleko większym mistrzowstwem 
odznacza się druga z tych prac, polegająca całkowicie na dwu twierdzeniach, 
z których jedno dowiódł był Cores (ćwiczenie 215 w części pićrwszćj), a inne 
(ćwiczenie 218) jest uogólnieniem twierdzenia NEwroN'a (ćwiczenie 217). 
MAaCLAURIN, podobnie jak i NEwToN, należy do tych niewielu gieometrów 
wieku XVIII, którzy z zamiłowaniem uprawiali także gieometryją staroży- 
tnych i jéj metody stosowali do najzawilszych zagadnień, chcąc niejako oks- 
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zać, że ite metody zdolne się wznićść do tego stopnia doskonałości, jaką 
w przekonaniu ówczesnym posiadała jedynie analiza nieskończenie małych. 
Praca MACLAURIN'a nad figurą ziemi, w którćj on z taką prostotą rozwiązuje 
zagadnienie o przyciąganiu elipsojdy obrotowćj na punkt położony na jéj 
powierzchni, lub wewnątrz tćjże, oraz cała osnowa Philosophiae naturalis 
principia mathematica NeEwTos'a zawićrają liczne zagadnienia, których 
ówczesna analiza rozwiązać nie zdołała, a które ci mistrzowie rozwiązali je- 
dynie zapomocą gieometryi czystćj. 

Do rozwoju analizy DescaRTEs'a w wieku XVIII, oprócz dwu powyż- 
szych mężów, przyczyniło się wielu innych matematyków pićrwszorzędnych, 
a wszczególności Jan Paweł DE Gua (1712 — 1786), Eurer (1707 — 1783), 
CRAMER E E Warne (1734 — 1798). 

De Gua podał w znakomitym dziele (Usage de Tanalyse de DESCARTES 
pour dćcowvrir les propriétés des lignes géométriques de tous les ordres, 1740) sposób 
wyznaczenia stycznych, asymptot i punktów osobliwych (wielokrotnych, od- 
osobnionych, zwrotu i przegięcia) krzywych płaskich wszelkich rzędów, oraz 
pićrwszy okazał, zapomocą zasad perspektywy, że niektóre z tych punktów 
mogą się znajdować w nieskończoności. To dało wyjaśnienie a priori osobli- 
wój analogii między rozmaitymi rodzajami punktów i rozmaitymi rodzajami 
gałęzi nieskończonych, analogii, do którćj doprowadził go uprzednio rachu- 
nek. Zamiarem tego badacza było dowiedzenie, że analiza DESCARTES’ 
może być używana z takim samym skutkiem, jak rachunek różniczkowy 
w większćj części poszukiwań w teoryi krzywych gieometrycznych. Analizę 
nieskończenie małych uważał za pożyteczną jedynie do rozwiązania zaga- 
dnień gieometryi pomiaru, wchodzących w zakres rachunku całkowego, 
iw r eds otyczących krzywych mechanicznych. 

ULER swym dziełem JIntroductio in anałysin infinitorum (1748), jeszcze 
więcćj rosszćrzył zakres badań gieometryi analitycznćj. W pićrwszym tomie 
tego dzieła wyłożył teoryją rachunku algiebraicznego, a w drugim przystoso- 
wał ją do gieometryi linij krzywych płaskich (algiebraicznych i niektórych 
przestępnych), oraz do gieometryi powierzchni krzywych. Część pićrwsza 
tomu drugiego zawićra w 22 rozdziałach wykład gieometryi analitycznój pła- 
skićj w takićj ogólności, jakićj się doówczas w żadnym dziele nie spotykało; 
osobliwie poszukiwania gałęzi nieskończonych i asymptot odznaczają si 
szczegółowością w opracowaniu, gdyż na nich oparł następnie swój podzia. 
krzywych rzędu 3-go i 4-go na rodzaje. Zasada tego podziału jest następu- 
jąca. Wiadomo, że kierunek asymptot zależy od zbioru wyrazów stopnia 
najwyższego w równaniu linii krzywćj. Otóż, stosownie do tego, czy czyn- 
niki pierwiastkowe tego zbioru wyrazów są wszystkie rzeczywiste, czy częścio- 
wo rzeczywiste a częściowo urojone, czy czynniki rzeczywiste są wszystkie od 
siebie różne, czytćż pośród nich znajdują się równe sobie, mogą być rozmaite 
przypadki, a w każdym przypadku jeszcze, stosownie do kształtu gałęzi 
asymptotycznych, rozmaite rodzaje krzywych. Tym sposobem wszystkie krzy- 
we rzędu 3-go podzielił KuLER na 16 rozmaitych rodzajów, z których każdy 
zawićra jeszcze pewne odmiany, a krzywe rzędu 4-go na 146 rodzajów, z któ- 
rych każdy zawićra jeszcze po większćj części kilka odmian, znacznie się mię- 
dzy sobą różniących. W tćj części znajdujemy także pićrwsze poszukiwania 
krzywych homotetycznych, czyli podobnych i podobnie położonych, i nowe 
poglądy o powinowactwie (affinitas) linij krzywych, zawićrającym homotezyją 
Jako przypadek szczególny. Część druga znacznie krótsza, obejmuje bowióm 
6 zołdsiąłów, zawićra oprócz ogólnych uwag o przedstawianiu powierzchni 
krzywych zapomocą równań z trzema zmiennymi, o podziale tych powierzchni 
na rzędy i oich przekrojach płaskich, teoryją zmiany spółrzędnych w prze- 
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strzeni, w którćj spotykamy poraz poem, podane wzory (art. 57 części dru- 
gićj), razem z modyfikacyją potrzebną, aby otrzymać równanie przekroju pła- 
skiego powierzchni (art. 110 części drugićj), i dyskusyją równania stopnia 
2-go. Tutaj pokazał EULER po raz pićrwszy, że takie równanie przedstawia, 
oprócz walców i stożków, pięć powierzchni, z których trzy posiadają środek, 
a dwie go nie mają. W rozdziale ostatnim mówi pokrótce o przecięciu się 
dwu powierzchni i o krzywych stąd wynikających. 

W innćj pracy (ogłoszonćj w Memoires de V Académie de Berlin, 1760) 
EULER przystąpił pićrwszy do badania krzywizny powierzchni krzywych, 
i tam znajduje się ów sławny wzór, wyrażający promień krzywizny jakiego- 
kolwiek przekroju normalnego w funkcyi promieni krzywizny dwu przekro- 
jów normalnych głównych, podawany dotychczas w zastosowaniach rachunku 
różniczkowego do gieometryi. = 

CRAMER w swój pracy: Introduction à Uanalyse des lignes courbes algć- 
briques (1750) wyłoż l jeszcze szczegółowićj i obszernićj teoryją linij krzy- 
wych algiebraicznych. To dzieło jeszcze dzisiaj może służyć za wstęp „A 
różnych poszukiwań w tćj obszernćj i ważnćj gałęzi gieometryi. 

WAaRING złożył owoce swych badań w dwu dziełach: Miscellanea analy- 
tica de aequationibus algebraicis et curvarum proprietatibus (1762) i Proprietates 
geometricarum curvarum (1772), a nadto w licznych rosprawach, zamieszczo- 
nych w Philosophical Transactions (od 1763 do 1791), w których dalćj posunął 
badania nad teoryją krzywych algiebraicznych. 

Nie możemy téj epoki rozwoju gieometryi analitycznćj godnićj zamknąć, 
jak robiąc tu wzmiankę o, Rachunku algiebraicznego teoryi, przystosowanćj do 
linij krzywych, dziele Jana ŚNIADECKIEGO, wydanym w dwu tomach w Krako- 
wie (1783), które, lubo przeznaczone do nauki szkolnćj tego przedmiotu, chlu- 
bnie się wyróżnia pośród podręczników dawniejszych, a jeszcze i dziś za wzór 
niedościgniony służyć może. Dzieło to bowićm streszcza wszelkie odkrycia do 
chwili jego wyjścia znane, i wiele teoryj, jak np. teoryją asymptot i wogóle 
gałęzi nieskończonych, w daleko lepszym świetle przedstawia, aniżeli najle- 
psze dzieła mistrzów poprzednio wymienionych; nie prowadzi ono poza gra- 
nice tych odkryć, ale jest sumiennym i dokładnym odzwierciedleniem ówcze- 
snego stanu tój gałęzi nauk matematycznych. Wspomnićć jeszcze musimy, 
że wykład teoryi linij krzywych rzędu 2-go, po uczynieniu pewnych dodatków, 
byłby jeszcze dzisiaj jednym z najlepszych w tym przedmiocie. 


Przechodzimy teraz do ostatniego okresu historyi rozwoju gieometryi 
analitycznćj, zainaugurowanego wiekopomnymi dziełami MosGE'a i CAR- 
NOT'a, które wywarły przeważny wpływ na kierunek badań gieometrycznych 
w tym okresie, a przeto stały się powodem wzbogacenia analizy I[DESCARTES'a 
nowymi metodami, daleko ogólniejszymi od poprzednio używanych. Jakoż, 
dzieła tych dwu matematyków ROAR: badania w nowym kierunku, które 
z czasem utworzyły gieometryją syntetyczną, nie posługującą się ani symbo- 
lami, ani działaniami algiebraicznymi, jakićj ślady KRATA się już w cen- 
nych »Zbiorach matematycznych« wzmiankowanego powyżćj PAPPus'a, a pićr- 
wsze początki w utworach całego szeregu gieometrów wieku XVII i XVIII, 
jak PascaL (1623 — 1662), DEsaRGuEs (1593 — 1662), DE LA Hike (1640 — 
1718), NEWTON, MACLAURIN, Simson (1687 —1868), Srewanr (1717 —1785) 
i LamMBERr (1728 — 1777). 

Mimo całój potęgi analizy DEScARTES'a, gieometryja syntetyczna, ugrun- 
towana pracami MoNGE'a i Carnota, a udoskonalona przez ich następców, 
jak PONCELET, STEINER i CHAsLEs, zdołała ją wyprzedzić w odkrywaniu co- 
raz nowych prawd gieometrycznych. To dało powód i bodźca pracownikom 
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na polu gieometryi analitycznój do obmyślenia nowych metod, któreby wzmo- 
eniły jéj środki badania, aby tym sposobem dotrzóć tam, dokąd dawne me- 
tody dojść nie dozwalały. Lubo nie może być naszym zadaniem pisanie hi- 
storyi początku i rozwoju gieometryi syntetycznćj, wszakże z uwagi, że twier- 
dzenia zasadnicze i wiele prawd nowszych, poraz pićrwszy otrzymanych me- 
todami gieometryi syntetycznćj, weszło już dzisiaj w zakres gieometryi anali- 
tycznćj, nie podobna już teraz, mówiąc o postępach gieometryi DEScARTRS'a, 
nie wzmiankować o postępach gieometryi syntetycznćj. 

MosGE swą gieometryją wykrćślną (Gćometrie descriptive, 1800), w któ- 
rćj, uogólniając wszelkie działania gieometryczne, nastręczające się doówczas 
w kamieniarce, ciosiołce, perspektywie i t. d., sprowadził je po raz piórwszy 
do niewielu zasad oderwanych i niezmiennych, a do wykrćśleń łatwych i za- 
wsze pewnych, przyczynił się w dwu kierunkach do rozwoju gieometryi 
wogóle. Popićrwsze, przez naturę swych działań, które mają za cel ustano- 
wienie odpowiedniości zupełnćj i pewnćj między figurami rzeczywiście na 
płaszczyźnie wykróślonymi, a ciałami pomyślanymi w przestrzeni, oswoiła 
gieometryja wykrćślna z kształtami tych ciał i dozwoliła wyobrazić je sobie 
dokładnie i szybko, przez co niejako zdwoiła nasze środki poszukiwania w ba- 
daniu przestrzeni. Powtóre, przez swe zasady i związek, który ustanawia mię- 
dzy figurami o trzech wymiarach a figurami płaskimi, stała się ona prawdzi- 
wym narzędziem w poszukiwaniach i dowodzeniach w gieometryi syntetycznej, 
a swym postępowaniem, które w gieometryi praktycznćj jest tym, co cztóry 
działania arytmetyczne przy zagadnieniach liczebnych, dostarczyła środka 
nowego przy rozwiązywaniu zagadnień, których dotknąć się nie mogła gieo- 
metryja DESCARTES'a, tak potężna w innych razach, z powodu, iż algiebra 
nie dozwala pokonać trudności rachunkowych. 

Mosce sam dał nam w swój gieometryi wykróślnćj piórwsze przy- 
kłady użyteczności związku ścisłego między figurami o trzech wymiarach 
a figurami płaskimi; tym bowićm sposobem dowiódł on pięknych twierdzeń, 
które stanowią obecnie teoryją biegunów krzywych rzędu 2-go, własności 
środków podobieństwa trzech kół, branych po dwa, rosciągnionćj następnie 
a hd rzędu 2-go homotetyczne, i wielu innych zagadnień gieometryi 
płaskićj. 

Nim przejdziemy do wykazania zasług, jakie położył CARNor, musimy 
na tym miejscu wspomnićć o drugim dziele MoNGz'a, Application de Panalyse 
a la géométrie, którego pićrwsze wydanie p. t. Feuilles de Vanalyse appliquće 
à la géométrie wyszło w r. 1795, a piąte i zarazem ostatnie z notami Iurou- 
VILLE'a w r. 1850. Jeżeli gieometryja wykróślna była doniosłą w zestawieniu 
z gieometryją analityczną, to ostatnie dzieło bespośrednio na rozrost gieome- 
tryi analitycznój wpłynęło, rosszćrzając zakres jéj badań. Powiedzieliśmy, 
że FuLER pićrwszy zastosował rachunek różniczkowy do badania krzywizny 
powierzchni; otóż, MoNGE posunął te badania dalćj i odkrył istnienie linij 
krzywiznowych na powierzchni, dowiódszy, że przez każdy punkt na powierz- 
chni krzywéj przechodzą zawsze dwie linije takie, iż kolejne normalne do po- 
wierzchni w punktach każdćj z tych krzywych wzajemnie się przecinają. 
Tym dziełem posunął MoNGE także samę analizę nieskończenie małych w je- 
dnym z najtrudniejszych jéj działów, w całkowaniu równań różniczkowych 
czątkowych, a mianowicie przez podwójne wyrażenie analityczne pewnych 
familij powierzchni, zapomocą równania różniczkowego, wyprowadzonego 
z4 własności, odnoszących się do ich płaszczyzn stycznych, linij normalnych, lub 
krzywizny, i zapomocą równania skończonego, wyprowadzonego ze sposobu 
tworzenia tych powierzchni. Otóż, to ostatnie równanie, zawićrające funkcyje 
dowolne, jest rozwiązaniem ogólnym pićrwszego. 
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CaRNOT'a dzieła: Géométrie de position (1803) i Essai sur la théorie des 
transversales przedstawiają uzupełnienie gieometryi wykréślnéj MosGr'a i wraz 
z nią stanowią podstawę dzisiejszćj gieometryi syntetycznćj. Jakoż, między 
figurami uważanymi w gieometryi i ich elementami istnieją dwa rodzaje 
związków: jedne odnoszą się do ich kształtów i położeń; są to związki wy- 
krćślne lub opisowe; inne dotyczą ich wielkości i zowią się metrycznymi. 
'Tak np. twierdzenie: »jeżeli około punktu stałego, wziętego na płaszczyźnie 
linii krzywćj rzędu 2-go, będziemy obracali prostą (poprzeczną), i jeżeli przez 
dwa punkty, w których ona krzywą spotyka, w każdym z jéj położeń popro- 
wadzimy styczne do tój krzywćj, natenczas punkt przecięcia się tych dwu 
stycznych będzie się znajdował na prostćj stałćj, biegunowćj punktu stałe- 
go«, wyraża własność wykrćślną krzywćj rzędu 2-go, czyli związek wykróślny 
między punktem a jego biegunową. Jeżeli zaś to twierdzenie tak wypowie- 
my: »wziąwszy na każdćj poprzecznćj punkt, harmonicznie sprzężony z pun- 
ktem stałym względem obu punktów, w których ta poprzeczna przecina krzy- 
wą rzędu 2-go, to ten punkt będzie leżał na biegunowćj punktu stałego«, 
mićć będziemy własność metryczną krzywćj rzędu 2-go, czyli związek metry- 
czny między E Rgs a jego biegunową. Te dwa rodzaje własności figur 
wystarczają, każda zosobna, do rozwiązania wielkićj ilości twierdzeń; wszakże 
kc pożyteczna, a często nieuchronna, rozważać jednocześnie tak jedne jak 
i drugie. 

Są więc dwa rodzaje metod w gieometryi syntetycznćj: metoda własno- 
ści wykróślnych i metoda własności metrycznych. Poprzednicy MosGr'a 
i CARNOT'9, DESARGUES, PASCAL, LA HIRE, używali obu rodzajów związków: 
wykrćślnych, posługując się perspektywą w celu przeształcenia figur, i me- 
trycznych, stosując proporcyją harmoniczną, związek inwolucyi i rozmaite 
inne twierdzenia, należące do teoryi poprzecznych. Gieometryja wykróślna 
MosGE'a stosuje piórwszą z tych dwu metod, a gieometryja położenia CAR- 
NOT'a ma za zadanie zbliżenie i porównanie obu sposobów uwidocznienia 
związków między wielkościami gieometrycznymi. 

Nie możemy rozbićrać wielu ważnych twierdzeń, którymi CARNOT wzbo- 
gacił gieometryją. Ograniczymy się tylko uwagą, że jego gieometryja poło- 
żenia zawióra nader szczęśliwy pomysł o naturze wielkości dodatnych i uje- 
mnych, który dozwala uogólniać każde twierdzenie tak, iż jedno dowodzenie 
wystarcza, jakiekolwiek byłyby położenia rozmaitych części figury, gdy przed 
tym każde twierdzenie wymagało tylu dowodzeń, ile mogło być odmiennych 
położeń punktów i linij figury. Teoryja zaś poprzecznych CARNor'a, wyłożo- 
na już w zarysie w jego gieometryi położenia, wysnuwa cały szereg związków 
metrycznych z twierdzenia (art. 59 w części pićrwszćj) o sześciu odcinkach, 
wyznaczonych na bokach trójkąta przez prostą tę boki przecinającą, twier- 
dzenia, na którym ProLomevsz (125 po Chr.) oparł swą trygonometryją, 
izawićra owę własność ogólną krzywych algiebraicznych, którąśmy podali 
jako ćwiczenie 212, a w zastosowaniu do krzywych rzędu 2-go udowodnili 
w art. 119 części pićrwszćj. 

Powiedzieliśmy, że MoNGE i CARNOT rospoczęli nową erę w historyi 
nauki w przestrzeni. Istostnie, ichto dzieła sprawiły, że gieometryja synte- 
tyczna, długo zaniedbana, zaczęła się odtąd szybko rozwijać i niebawem wy- 
przedziła w odkrywaniu nowych prawd gieometryją analityczną, tak, iż zwo- 
lennicy tój ostatnićj musieli rozwinąć wszelkie zasoby nowoczesnćj analizy, 
aby objąć i opanować zdobycze, nagromadzone jedynie przy pomocy metod 
gieometryi łn rzędu Z powodu wpływu, jaki rozwój gieometryi syntety- 
cznój wywarł w bieżącym wieku na rozwój gieometryi analitycznćj, nie podo- 
bna odtąd dziejów jednćj odłączyć od dziejów drugićj; wszakże różnorodność 
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i niezmierny ogrom prac, dokonanych w jednym i drugim kierunku, niech 
nas wytłómaczą z tego, że ograniczymy się na ogólnikowym przedstawieniu 
najważniejszych momentów w ich rozwoju. 

Założeniu szkoły politechnicznćj (1795), w któréj uczyli tak znakomici 
mężowie, jak MoNGE i LAGRANGE, a następnie założeniu pićrwszych czasopism 
matematycznych, jak Correspondance sur Vécole polytechnique, a nadewszystko 
GERGONNE'a Annales de mathématiques (1810), które młodym badaczom da- 
wały możność ogłaszania szybkiego płodów swego talentu, zawdzięcza Fran- 
cyja swe wybitne stanowisko naukowe w początkach bieżącego stulecia. Cały 
zastęp matematyków francuskich wystąpił do szlachetnego spółzawodnictwa, 
wzbogacając naukę i okrywając sławą swą ojczyznę. Na czele raźnego ruchu 
naukowego stanęli, jedni z pićrwszych, DuPrs i PoNCELET. Dors, uczeń 
MoNGE'a, w swych pracach: Développements de géométrie (1813) i Applications 
de géom. et de mécanique (1822) posunął daléj badania MosGE'a nad krzywizną 
powierzchni. W pićrwszym z tych dzieł wzbogaca teoryją krzywizny powierz- 
chni ważnym pomysłem stycznych sprzężonych i szczegółowymi rostrząsania- 
mi, które rosświetliły pićrwsze badania na tym polu, dokonane przez EvLER'a, 
i niezmiernie ważnym twierdzeniem o układzie potrójnym powierzchni orto- 
gonalnych, orzekającym mianowicie, że takie powierzchnie przecinają się we- 
dług linij krzywiznowych. Zastosowanie tego twierdzenia do powierzcbni 
rzędu 2-go dało początek teoryi powierzchni spółogniskowych i teoryi linij 
ogniskowych, Wykrycie istnienia linij ogniskowych, jako granie układu po- 
wierzchni rzędu 2-go spółogniskowych, jest tóż zasługą DuPIN'a. W drugim 
dziele DuPrN stosuje teoryje, wyłożone w pićrwszym, do nader ważnych za- 
gadnień, jak stałość równowagi ciał pływających, teoryja przypływu i odpły- 
wu i t. d.— W obu dziełach używa Durr naprzód gieometryi syntetycznćj, 
a następnie gieometryi analitycznój jako środka badania; dlategotóż te prace 
dały nowego bodźca do uprawiania metod gieometrycznych. 

PoNCELET wzbogacił gieometryją syntetyczną nową metodą. Jakoż, 
w swym dziele Traitć des proprićtćs projectives des figures (którego wydanie 
z roku 1866 zawićra w dodatku wszyskie następne prace tego autora) przed- 
sięwziął on ustanowić pewne związki między dwiema figurami, z których je- 
dna jest perspektywą drugićj. W perspektywie leżą obie figury na dwu 
różnych płaszczyznach; gdy obierzemy jednę z tych płaszczyzn za nierucho- 
mą, a drugą obrócimy około spólnćj krawędzi obu, to te figury będą jeszcze 
w perspektywie, t. j. proste, które łączą punkty odpowiednie obu, będą się 
„biegały w jednym i tym samym punkcie przestrzeni. To samo ma miejsce 
i wtedy, gdy płaszczyzna obracająca zejdzie się z nieruchomą. Otóż, w tym 
położeniu rozważa PONCELET obie figury i nazywa takie dwie figury homolo- 
gicznymi; punkt zbiegania się prostych, które łączą odpowiednie punkty obu 
figur, środkiem homologii, a krawędź spólną obu płaszczyzn osią homologii. 
Ten sposób postępowania dozwala sprowadzić poszukiwanie własności jednój 
figury do poszukiwania własności drugićj figury, np. krzywych rzędu 2-go do 
koła, i tymto sposobem wykrył PoNcELEr wiele nowych własności krzywych 
rzędu 2-go. Wspomnę tu tylko o teoryi biegunowych wzajemnych, które 
dały początek zasadzie, nazwanćj przez GERGONNE'a (1827) zasadą dwoisto- 
ści, jak również o teoryi ognisk, które PoNCELET uważa jako przecięcie się 
stycznych do krzywój rzędu 2-go, wyprowadzonych z dwu punktów urojo- 
nych koła, leżących w nieskończoności, a któreto okróślenie ognisk rosszć- 
rzył następnie PLGCKER (1837) na wszelkie krzywe algiebraiczne. PoNCELEr 
rosciągnął także swą teoryją figur homologicznych na figury o trzech wymia- 
rach i za ich pomocą okazał, że przez liniją przecięcia się dwu powierzchni 
rzędu 2-go przechodzą — mówiąc wogólności — cztóry stożki rzędu 2-go. 
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Pomijając innych badaczów francuskich, którzy oddzielnymi odkryciami 
wz bogacili naukę przestrzeni w pićrwszćj ćwierci tego wieku, jak HACHETTE, 
kontynuator MoNGE'a na polu gieometryi wykróślnćj i gieometryi analitycznćj, 
LrvET, BRIANCHON, BINET, zasłużeni swymi pracami w zakresie gieometryi 
analitycznćj linij i powierzchni rzędu 2.go, RopkievEs, który wyprzedził 
Gaussa w badaniu krzywizny całkowitćj powierzchni krzywych, i LAMÉ, 
którego prace nad spółrzędnymi krzywolinijowymi (zebrane późnićj w dziele 
Leçons sur les coordonnées curvilignes et.leurs diverses applications, 1859) rozwi- 
nęły i zużytkowały teoryją układu potrójnego powierzchni ortogonalnych, 
przechodzimy wprost do rzeczywistych twórców gieometryi nowoczesnćj, 
STEINER'a i CHASLES'a. 

Obaj ci uczeni rospoczęli swą działalność naukową w sławnych roczni- 
kach G'eRGONNE'a, a celem ich usiłowań było odszukanie i wyłuszczenie tych 
myśli podstawowych, z których, jak z istotnego źródła, wypływają wszystkie 
prawdy gieometryczne. 

Liczne prace STEINER'a, porozrzucane po czasopismach (GERGONNFE'a, 
ORELLE'go i LIOUVILLE'A, tudzież ogłaszane w pamiętnikach akademii ber- 
lińskićj, zebrał WereRsTRass i ogłosił w 1881 — 1882 p. t. Jakob STEINER'S 
gesammelte Werke, W tomie pićrwszym tój publikacyi jest zamieszczona pra- 
ca, wydana po raz pićrwszy w r. 1832: Systematische Kntwickelung der Abhän- 
gigkeit geometrischer Gestalten, w którćj autor naszkicował niejako program 
gieometryi nowoczesnćj; dlatego szczegółowićj nieco wyłożymy główną myśl 
tego dzieła. 

Autor zamierzył wykazać w tym dziele, że właściwą podstawą gieome- 
tryi są następujące utwory zasadnicze: a). linija prosta, którą uważa jako 
szereg punktów rosciągający się, począwszy od pewnego z nich, w dwu kie- 
runkach sobie przeciwnych do nieskończoności; b). pęk promieni na płaszczy- 
żnie, t. j. nieskończoność linij prostych na płaszczyźnie, wychodzących z je- 
dnego punktu, środka pęku; c). płaszczyzna, jako zbiór nieskończonćj ilości 
prostych (szeregów prostolinijowych punktów) i punktów (środków pęków 
promieni na płaszczyźnie); d). pęk płaszczyzn, t. j. nieskończoność pła- 
szczyzn, przecinających się według spólnćj krawędzi, osi pęku; e). pęk pro- 
mieni w przestrzeni, zawićrający w sobie nieskończenie wiele pęków promieni 
na płaszczyźnie i nieskończenie wiele pęków płaszczyzn (albowićm przez śro- 
dek tego pęku przechodzi nieskończenie wiele promieni, leżących na jednćj 
płaszczyźnie, o dowolnym kierunku, i podobnie wszystkie płaszczyzny, które 
przechodzą przez jeden którykolwiek z jego promieni, tworzą pęk płaszczyzn). 

Rozważanie tych pięciu utworów zasadniczych, przez odnoszenie jednych 
do drugich tak, aby elementy dwu utworów do siebie odniesionych wzajemnie 
sobie odpowiadały, jest źródłem wszelkich prawd gieometrycznych. ice 
gólności, odnosząc do siebie i niejako sobie przeciwstawiając: a). proste i pę- 
ki promieni na płaszczyźnie; b). proste i pęki płaszczyzn; c). pęki promieni 
płaskie i pęki płaszczyzn; d). płaszczyzny i pęki promieni w przestrzeni, 
przez jednoczesne badanie obu rodzajów przeciwstawianych sobie utworów 
otrzymuje się za każdym razem po dwa twierdzenia, pośród których są tóż 
takie, które sobie odpowiadają według zasady dwoistości, 

Nie podobna wyliczyć wszystkich odkryć, do jakich ta metoda dopro- 
wadziła STEINER'a; ograniczymy się tylko uwagą, że ona nietylko się utrzy- 
mała w gieometryi syntetycznćj, ale przeszła następnie i do gieometryi anali- 
tycznej. 

Godnym spółzawodnikiem STEINER'a w ugruntowaniu metod gieome- 
tryi nowoczesnój był CHASLEs, jeden z najgienijalniejszych i najuczeńszych 
badaczów, któremu równych niewielu historyja gieometryi wykazuje. Pićrw- 
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szym większym dziełem tego uczonego była wymieniona już historyja gieo- 
metryi, któréj pićrwsze wydanie wyszło w r. 1837, a drugie (niezmienione) 
w r. 1875. Ponieważ w tym dziele złożył CHasLEs pićrwsze początki prawie 
wszystkich swych prac późniejszych, jak np. Traité de góometrie supérieure 
(1852) i Traité des sections coniques (1865), przeto szczegółowićj je rozbierzemy. 
istoryja gieometryi CHaAsLEs'a składa się z trzech części. Pićrwsza 
jest wykładem historycznym początku i rozwoju rozmaitych gałęzi gieome- 
tryi od pićrwszych tój nauki zawiązków do czasów MoNGE'a i CARNOT'a. Na 
tym głównie wykładzie, a w części i na ogłoszonym w końcu zeszłego wieku 
2-im wyd. dzieła MoNTucLa: Histoire des mathématiques (4tomy) oparliśmy nasz 
rys historyczny. — W drugićj części znajdują się przypiski, zawiórające rozwi- 
nięcie histroryczne różnorodnych zagadnień, zawartych w dziełach różnych 
gieometrów, będących zarodkiem późnićj odkrytych prawd gieometrycznych. 
Trzecia część zawićra dwie rosprawy: o zasadzie dwoistości i o zasadzie je- 
dnokróślności; ta część trzecia dała powód do napisania całego dzieła. 
Z przypisków wymienić należy naprzód III, w którym CHasLes wykazuje 
znaczenie istotne poryzmów KuKLIDESA. Myśli tu rzucone rozwinął on na- 
stępnie i nawet odtworzył prawdopodobną osnowę dzieła EUKLIDESA w pracy 
już powyżćj wspomnionćj (Les trois livres de porismes d BucLIDE....). — 
W przypisku IX znajdujemy okrćślenie i własności główne stosunku niehar- 
monicznego cztćrech punktów i cztóćrech promieni, t. j. tego stosunku, któ- 
ryśmy, idąc za MoeEBius'em, spółczesnym matematykiem, nazwali stosunkiem 
podwójnego podziału. Tu okazuje CaasLEs, że twierdzenie o niezależności 
stosunku podwójnego podziału cztórech punktów przecięcia się poprzecznój 
z cztórema promieniami pęku od położenią téj poprzecznćj było znane już 
PapPpusowi. — Przypisek X poświęcony wyłożeniu teoryi inwolucyi. CHASLES 
okazuje znowu, że już PAPPUs znał inwolucyją trzech par punktów, w których 
poprzeczna przecina dwie pary boków przeciwległych i parę przekątnych czwo- 
roboku, że następnie DESARGUES uogólnił to twierdzenie, podstawiwszy zamiast 
pary przekątnych krzywą rzędu 2-go, opisaną na czworoboku. — W przypi- 
skach XV i XVI wyprowadza CHASsLEs ze wspomnianego dopićroco twier- 
dzenia DEsARGUES'a owe twierdzenia, któreśmy udowodnili w art. 51 części 
pićrwszćj, a które prowadzą do opisania krzywych rzędu 2-go zapomocą dwu 
jędnokrćślnych szeregów punktów lub pęków promieni; z nich wyprowadzić 
można nieomal wszystkie własności krzywych rzędu 2-go. — Przypisek 
XXVIII zawióra rozwiązanie zagadnienia: »gdy dane są cztćry powierzchnie 
rzędu 2-go, wpisane w jednę powierzchnią tegoż samego rzędu U, znalóść 
inną powierzchnią rzędu 2-go, wpisaną także w U, a styczną do owych czté- 
rech powierzchni danych«, Jako przypadek szczególny zjawiają się tu za- 
gadnienia o kuli stycznój do cztóćrech kul danych (dość bowióćm przyjąć, że 
U sprowadza się do płaszczyzny koła urojonego w nieskończoności), oraz ogól- 
niejsze o powierzchni rzędu 2-go, stycznój i homotetycznćj z cztórema innymi 
powierzchniami rzędu 2-go. — Przytaczamy nakoniec przypisek XXXI, 
w którym CHasLEs wyłożył wiele nowych własności powierzchni rzędu 2-go, 
a między innymi teoryją krzywych ogniskowych. Lubo już Durr wpadł na 
te krzywe, a następnie matematyk niemiecki MaGNos w tomie XVI roczni- 
ków GERGONNE'a dowiódł istnienia i własności prostych ogniskowych w sto- 
żku rzędu 2-go, wszakże dopićro CHASLEs i spółczesny mu uczony dubliński 
Maoc-CuLLAGH wykazali ich rzeczywiste znaczenie i związali je z teoryją po- 
wierzchni rzędu 2-go spółogniskowych. 
Pominąć musimy inne przypiski niemnićj ważne, jak np. XXVI, w któ- 
rym rzuca CHASLEs trafne myśli o wielkościach urojonych w gieometryi, 
a przechodzimy do części trzecićj. Przekształcanie figur gieometrycznych 
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jednych na inne i wyprowadzenie własności jednych z własności innych jest 
jednym z najdzielniejszych środków w badaniach gieometrycznych. W téj 
części uzasadnia CHASLEs dwie metody takiego przekształcenia: metodę, po- 
legającą na zasadzie dwoistości, t.j. zależności między dwiema figurami, 
w których punktom i płaszczyznom jednćj odpowiadają odpowiednio pła- 
szczyzny i punkty drugićj, i metodę, polegającą na zasadzie jednokróślności, 
t. j. zależności między dwiema figurami, w których równanie jednćj jest prze- 
kształceniem linijowym drugićj (art. 73 w części piórwszćj). Pićrwsza z tych 
metod wyrosła na gruncie teoryi PONCELETgo biegunowych wzajemnych, 
a pomysł drugićj należy przypisać MoEBius'owi, który go ogłosił w swym 
dziele: Der barycentrische Calcul, ein neues Hilfsmittel zur analytischen Behan- 
dlung der Geometrie (1827), 

Gieometryja syntetyczna znalazła w pracach STEINER'a i CHasLrs'a tak 
potężne, a przytym tak proste środki badania, że, jakeśmy już wspomnieli, 
wyprzedziła metodę analityczną w odkrywaniu nowych prawd gieometry- 
cznych, co pobudziło zwolenników gieometryi analitycznćj do przyswojenia 
sobie tych myśli podstawowych, którym gieometryja syntetyczna swą potęgę 
zawdzięcza, do udoskonalenia samego rachunku i do obmyślenia nowych 
układów spółrzędnych. Nie podobna wymienić wszystkich badaczów, którzy 
pracowali nad udoskonaleniem gieometryi analitycznój w tym kierunku; 
wskażemy tylko główniejszych. 

Uprzednio jednak powiedzićć nam nieco wypada o najważniejszych pra- 
cach gieometrycznych Grauss'a, jednego z największych matematyków wogóle. 
Nióma gałęzi matematyki czystćj i stosowanćj, w którójby Gauss nie zostawił 
niezatartych śladów swego gienijuszu. Gieometryja analityczna zawdzięcza mu 
znaczny postęp w teoryi krzywizny powierzchni. Przed nim badano krzywi- 
znę nie powierzchni krzywćj, ale przecięć płaskich tćj powierzchni. Dopićro 
(Gavss (Disquisitiones generales circa superficies curvas w Gauss Werke tom IV) 
z pewnego twierdzenia, dowiedzionego przez RODRIGUES'a, wyprowadził na- 
der ważne pojęcie krzywizny zupełnćj w każdym punkcie powierzchni. Ta 
teoryja krzywizny zupełnćj, wraz z teoryją linij gieodezyjnych i teoryją roz- 
wijania jednych powierzchni na innych, także przez (Gauss'a rospoczętą, 
otworzyła nowe pole do badań, na którym odznaczył się cały szereg matema- 
tyków, jak JOACHIMSTHAL, KUMMER, CHRISTOFFEL u Niemców, a BoUR, 
Bonner, Tiıssor u Francuzów. 

Przejdźmy teraz do reformatorów gieometryi analitycznćj. 

O MorBis'ie wspomnieliśmy, jako piórwszym, który wpadł na pomysł 
przekształcenia figur, polegającego na zasadzie ogólnéj jednokrćślności, obej- 
mującćj w sobie, jako przypadki szczególne, teoryją r t przystających, ho- 
motetycznych i tolakira MorBrus'owi zawdzięcza gieometryja A 
czna wprowadzenie obszernego użycia teoryi stosunku podwójnego podziału 
i teoryi inwolucyi, jako podstawy swych badań, a nadto w wyrażeniu punktu 
na płaszczyźnie zapomocą trzech, a w przestrzeni zapomocą cztórech danych 
punktów tkwi pićrwsza myśl spółrzędnych płaszczyzny w przestrzeni. 

PLUCKER należy do najważniejszych reformatorów metody analitycznej. 
Już bowićm w drugim tomie swych Anałytisch-geometrische Entwickelungen 
(1828 — 1831) wprowadził w sposób systematyczny spółrzędne linii prostćj 
na płaszczyźnie i na nich oparł wykład gieometryi analitycznćj płaskićj, idą- 
cćj równolegle z gieometryją analityczną płaską, opartą na spółrzędnych 
DBscARTEs'a, a wyłożoną przez niego w pićrwszym tomie tego dzieła. W dru- 
gim swym dziele: System der analytischen Geometrie auf neue Betrachtungsweisen 
gegründet (1835) wprowadził PLUCKER w sposób systematyczny spółrzędne 
jednorodne do gieometryi analitycznćj płaskićj, lubo pomysł tych spółrzęe 
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dnych nie jest jego, ale BOBILLIER'go, matematyka francuskiego, który w ros- 
prawie: Essai sur un nouveau mode de recherche des propriétés de Vćtendue, za- 
mieszczonój w tomie XVIII roczników GERGONNE'a, przedstawił krzywą 
rzędu 2-go, opisaną na trójkącie, którego boków równania są A=0, B=0, 
C=0, przez równanie kształtu: aBC + bCA + cAB=0, gdzie a, b, c 
są spółczynnikami stałymi. W każdym razie zasługą PLUCKER'a jest po- 
pićrwsze, wykazanie w szeregu zastosowań użyteczności tych spółrzędnych 
w badaniu własności figur wykróślnych, a powtóre, sprowadzenie równań 
algiebraicznych do jednorodności, co, z punktu widzenia analizy, niezmiernie 
ułatwia ich TKO. 

Zasługi PLUOKER'a nie kończą się na wprowadzeniu tych nowych spół- 
rzędnych; pozostawił on bowićm, oprócz wielu innych prac, jeszcze dwa wię- 
ksze dzieła, gieometryi analitycznój poświęcone: Theorie der algebrischen Our- 
ven.... (1839) i Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrachtung der 
geraden Linie als Raumelement (z9; 

W piérwszym z tych dzieł oparł teoryją krzywych algiebraicznych na no- 
wym pomyśle liczenia stałych, od których zależy krzywa. Wyznaczenie na- 
stępne ilości punktów podwójnych, punktów zwrotu i przegięcia, tudzież ilo- 
ści stycznych podwójnych i stycznych zwrotu, zachodzących w krzywéj pewne- 
go rzędu i pewnćj klasy, doprowadziło go do znanych pod jego nazwą wzo- 
rów (art. 222 w części pićrwszćj), na których odtąd opićra się klasyfikacyja 
krzywych tego samego rzędu. W drugim z wymienionych dzieł oparł cały 
system gieometryi analitycznćj w przestrzeni na uważaniu linii prostćj, jako 
podstawowego elementu figur gieometrycznych. Sam ten jednak ch spół- 
rzędnych linii prostćj w przestrzeni jest własnością gieometry p. CAYLEY'ego, 
który go ogłosił w Philosophical Transactions (1865), mówiąc o momencie dwu 
zaa w przestrzeni (art. 37 części drugićj). Na tym nowym polu, które 

LUCKER tym dziełem otworzył, powstają liczne prace spółczesnych matema- 
tyków, z grona których wyróżniają się pp. KLEIN i So pa Lir, ozdabiający 
swymi pracami Mathematische Annalen, założone przez QLEBSCH'a. 

prowadzenie spółrzędnych jednorodnych punktu i linii prostój na pła- 
szczyźnie, a płaszczyzny w przestrzeni, jak również oparcie badań na teoryi 
stosunku podwójnego podziału, teoryi inwolucyi i wogóle podziałów jedno- 
króślnych było piórwszym krokiem do przekształcenia gieometryi anality* 
cznój w duchu metod STEINER'a i CHASLES'a. Odtąd g'oomoktyja analityczna 
i syntetyczna, wychodząc z tych samych zasad, na dwu różnych drogach dążą 


do tego samego celu. 

Pożociała jeszcze zmniejszyć trudności, jakie w poszukiwaniach ogól- 
nych stawiał sam rachunek algiebraiczny. alny środek zmniejszenia tych 
trudności znalazła gieometryja analityczna w teoryi wyznaczników, rozwi- 
niętój pracami VANDERMONDE'a, CAUCHY'ego i JACOBI'ego, a następnie w teo- 
ryi form, stworzonćj przez p. Artura CAYLEY'ego, a stanowiącćj przedmiot 
usilnych badań najznakomitszych matematyków spółczesnych, jak jćj twórca, 
pp. SYLVESTER, SALMON, HERMITE, ARONHOLD, WEIERSTRASS, niedawno 
zgaśli Hesse, CLEBSCH i BRIOSCHI, oraz wielu innych. 

Na tym kończymy nasz krótki rys historyczny początku i rozwoju gieo- 
metryi analitycznćj ; przedstawienie obecnego stanu zasad téj nauki jest rze* 
czą samego jéj wykładu. 
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Peryjodowi żywego ruchu naukowego na zachodzie, w którym się poczęła 
gieometryja analityczna, odpowiada > nauk w Polsce, spowodowany 
tak Erin R miie wewnętrznymi, jak i zwichnioną edukacyją narodową. Wpra- 
wdzie możnaby wnosić, że znakomitym gieometrom polskim z czasów pano- 
wania Władysława IV, MACIEJOwI GŁOSKOWSKIEMU, autorowi Geometria pe- 
regrinans, i JANOWI BRożkowi (Broscius), autorowi Arithmetica integrorum, 
tudzież, z czasów Jana III, STANISŁAWOWI SOLSKIEMU, autorowi Gieometry 
i architekty polskiego, nieobcą była znajomość doktryny DescaRrrs'a, wszakże 
aż do połowy wieku XVIII nieznana nam żadna praca, w tym przedmiocie 
przez Polaka ogłoszona. 

Pićrwszym z uczonych polskich, którzy zostawili ślad piśmienny zajmo- 
wania się gieometryją analityczną, był prawdopodobnie MicHaŁ Huse, urodzo- 
ny r. 1737 w wiosce pod Toruniem, którego dziad wyrokiem Jana Kazimirza 
przeciw socynianom był zmuszony opuścić Litwę ojczystą. HUBE już w 17 
roku życia swego wydał w Lipsku (1755) dzieło: De sectionibus conicis, które 
mu zjednało przyjaźń KuLEeR'a. Jak jego naukę EvLzk cenił, dowodzi najle- 
pićj list KuLER'a do HuBEGo (31/V r. 1759), w którym mu przyznaje pićrwszeń- 
stwo w jasnym wytłómaczeniu natury różniczek. Pomimo powołania do Ro- 
syi, pozostał HuBE w kraju, początkowo na posadzie pićrwszego sekretarza 
w Toruniu, a następnie od r. 1782 na posadzie jeneralnego dyrektora nauko- 
wego Korpusu kadetów w Warszawie. Z prac późniejszych bardzo cenione są 
jego dzieła niemieckie: «Gospodarz wiejski» i -0 kształcie ziemi», tudzież zna- 
komity plan fizyki elementarnćj, hidrauliki i historyi naturalnćj, napisany na 
wezwanie Komisyi edukacyjnćj, który w części tylko urzeczywistnił, wypra- 
cowawszy wydane przez owę Honiy: Wstep do fizyki dla szkół narodowych 
(1783) i Mechanikę, jako część I Fizyki dla szkół narodowych (1792). HuBe 
umarł 16/VII 1807 w Potyczy, przelawszy na syna KAROLA, profesora na uni- 
wersytecie Jagiellońskim, zamiłowanie do studyjów matematycznych. 

Do rospowszechnienia znajomości gieometryi w Polsce przyczyniło się 
głównie wprowadzenie téj umiejętności do programu szkoły Korpusu artyle- 
ryi narodowćj i obu Szkół Głównych, koronnćj w Warszawie i litewskićj 
w Wilnie, po ich zreformowaniu przez Komisyją edukacyjną. Jako podrę- 
cznik w szkole artyleryi służyła: Nauka matematyki, do użytku artyleryi fran- 
cuskićj napisana przez p. BEZOUT...... , ana język polski przełożona przez kap. 
art, JÓZEFA JAKUROWSKIEGO (Warszawa 1781, 4 tomy). Drugi tom tego 
dzieła zawićra w części drugićj teoryją analityczną przecięć ostrokręgowych, 
pićrwszą w języku polskim. 

Dla ane zaś w Szkołach Głównych napisał JAN ŚNIADECKI znako- 
mite dzieło: Rachunku algiebraicznego teoryja przystosowana do linij krzywych 
(Kraków, 1783, 2 tomy), o którym wyżćj (str. XXIV) była już mowa (to dzieło 
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było również używane w gimnazyjum wołyńskim w Krzemieńcu). Rozliczne 
zajęcia na polu organizacyi i administracyi szkół, tudzież prace astronomi- 
czne nie dozwoliły Sniadeckiemu zrobić drugiego wydania tego dzieła, w któ- 
rymby mógł uwzględnić późniejsze postępy gieometryi analitycznćj. Dla- 
tegotóż już w początkach bieżącego wieku zaczęto myślóć o nowym podrę- 
czniku, więcćj odpowiednim posuniętemu stanowi umiejętności. Wszakże 
nim o pracach w tym kierunku podjętych mówić będziemy, wypada nam 
w porządku chronologicznym wspomnićć o kilku mężach, którzy pracami sa- 
modzielnymi kilka cegiełek dorzucili do budowy gieometryi analitycznój. 

Pićrwsze między tymi mężami miejsce zajmuje JAN JOACHIM LIVET, 
były repetytor w szkole politechnicznćj paryskićj, a od r. 1809 profesor ma- 
tematyki wyższćj w szkole artyleryi i inżynieryi w Warszawie. Jeszcze przed 
owołaniem swym do Warszawy, Liver ogłosił kilka prac z gieometryi ana- 
itycznćj. I tak, znajdujemy w Correspondance sur l'école polytćchnique : na rok 
1804 pracę »O powierzchniach stopnia 2-go<; na rok 1805 »O dotknięciu po- 
wierzchni stożkowych z powierzchnią stopnia 2-go« z rozważaniem przy- 
padków, kiedy wićrzchołek stożka opisuje liniją prostą, liniją krzywą płaską, 
płaszczyznę i jakąkolwiek powierzchnią stopnia 2-go; na rok 1806 »O kra- 
wędzi zwrotu powierzchni będącój obwiednią przestrzeni, którą kula przebie- 
gła, opisując swym środkiem oykłojdęe; na rok 1809 +O krawędziach zwrotu 
powierzchni rozmaitych, będących obwiedniami przestrzeni przebieżonej 
przez powierzchnią stopnia 2-go«. Druga z tych rospraw znajduje się obszer- 
nićj wyłożona także w Journal de Tócole połytćchnique (Cahier XI) gdzie 
także znajduje się jego praca »OQ formułach przejścia z jednego układu spół- 
rzędnych prostopadłych do innego układu spółrzędnych równoległych, lub 
także prostopadłych, i o własnościach powierzchni stopnia 2-go, odniesionych 
do swych średnic sprzężonych«. W téjto pracy pićrwszy LrvEr użył wzorów 
symetrycznych, na zmianę spółrzędnych i piórwszy dowiódł dwu ważnych 
twierdzeń: a mianowicie, że suma kwadratów długości średnie sprzężonych, 
jakotóż objętość równoległościanu, zbudowanego na średnicach sprzężonych, 
jest stałą. Twierdzenie, że suma kwadratów ścian tego arme ościanu 
jest stałą, udowodnił poraz piérwszy BINET, 

W czasie cztóroletniego pobytu w Warszawie Liver kończył (według 
świadectwa FELIKSA BENTKOWSKIEGO w Rocznikach towarzystwa przyjaciół 
nauk w Warszawie, tom X) rosprawę, w którćj śledził historycznie, jakimi dro- 
gami postępowało wielu w teoryi równań stopnia 5-go i wyższych, i okazywał, 
jaka korzyść z tych badań, co do celu samego nieużytecznych i nadaremnych, 
wogóle dla nauk matematycznych wynika. Ta praca po śmierci autora (r. 
1812) zaginęła. Jeżeli te prace wskazują męża wielkich zdolności, to znowu 
wykład ustny LrvEr'a miał się odznaczać niepospolitą jasnością i ścisłością. 
Nie dziw więc, że z jego szkoły wyszło wielu zdolnych matematyków, j 
SAPALSKI, autor pićrwszćj gieometryi wykréślnéj w języku polskim (jeżeli nie 
będziemy liczyli PoTIER'go Gieometryi rysunkowćj, przełożonćj przez HRECZYNĘ), 
i REMBIELIŃSKI, o którym będzie mowa poniżćj, oraz że ta szkoła i w lata 
następnych nie zboczyła z drogi, wytkniętćj przez LrvET'a. 

Jak Lrver swoimi cennymi wykładami przyczynił się do rozbudzenia 
u nas zamiłowania do nauk matematycznych, tak znowu inny Francuz z rodu 
PASCHALIS POULLIN cennym dziełem: Teoryja przecięć ostrokręgowych, ich kwa- 
drowania, jakotóż kilku innych linij krzywych znanych pod nazwiskami: 
konchojdy Nikomedesa, cysojdy Dioklesa, logarytmiki, cyklojdy, kwadratry- 
cy Dinostratesa, wężownicy (spiralnćj) y aa padara wężownicy równorzu- 
tniowéj (parabolicznćj), wężownicy hiperbolicznéj, wężownicy logarytmicznćj, 
czyli traktat rozbiorowy tych linij krzywych... przez Paschalisa POULLIN; 
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członka towarzystwa królewsko-warszawskiego przyjaciół nauk« (we Wrocła- 
wiu, 1813) wzbogacił literaturę naukową przybranćj swćj ojczyzny. Dzieło 
to jeszcze dzisiaj z zajęciem może być czytane, tak dla samego przedmiotu 
nader jasno i wielu częściach samodzielnie wyłożonego, jakotćż dla obfitości 
cytat historycznych, świadczących o rozległych i gruntownych autora wiado- 
mościach. *) 

Założenie towarzystwa przyjaciół nauk w Warszawie, a w Krakowie 
towarzystwa naukowego z uniwersytetem Jagiellońskim złączonego było wy- 
nikiem silnićj rozbudzonego ruchu umysłowego w dzielnicach dawnój Polski. 
Prace tych towarzystw odnosiły się głównie do zakresu nauk moralnych; 
wszelako i nauki ścisłe miały w ich łonie kilku dzielnych przedstawicieli. 
I tak Roczniki towarzystwa naukowego krakowskiego od pićrwszego jego za- 
wiązku wzbogacał cennymi rosprawami KAROL Huse, profesor matematyki 
na uniwersytecie Jagiellońskim. Oprócz prac czysto algiebraicznych, jak: 
O różnych dowodzeniach twierdzenia, że każde zrównanie algiebraniczne na 
czynniki rzetelne 1-go albo 2-go stopnia rozłożonym być może z r. 1816 (tom 

), O pewnym twierdzeniu z teoryi liczb (tom XVII) i (tom XVIII) O przy- 
bliżonym sposobie wyrachowywania pierwiastków równań liczebnych (z których 
ostatnia wykazuje, że autorowi sposób oddzielenia pierwiastków, podobny do 
sposobu FOURIER'go, jeszcze w r. 1804 był znany), roczniki tow. nauk. krak. 
zawićrają nader cenne rosprawy z gieometryi analitycznój tego uczonego, 
które do najlepszych w naszćj literaturze zaliczone być mogą. — Jakoż, ros- 
prawa HuBEGo w tomie V O źrygonometryi kulistćój daje nowy dowód twierdze- 
nia fundamentalnego i dwa nowe dowody wzorów DELAMBRE'a, przypisywa- 
nych Gavss'owi; tom VIII zawićra rosprawę O wyznaczeniu bryłowatości klina 
ostrokręgowego, odciętego od ostrokręgu płaszczyzną, jakiekolwiek poło- 
żenie względem jego postavy mającą, która rozwiązuje zadanie niezupełnie 
rozwiązane w tomie IL Correspondance sur Véc. pol. — Tom IX zawićra: Roz- 
prawę o początkach gieometryi analitycznćj czyli o linii prostój i płaszczyźnie. Po- 
czątek tój pracy dała rozprawa CHasLEs'a w tomie III Correspondance sur Dóc. 
pol, o własnościach średnic sprzężonych elipsojdy, których 35 CHasLEs po- 
daje. Dla udowodnienia tych własności potrzeba rozwiązać kilka zadań 
o linii prostćj i płaszczyźnie, nie znajdujących się w ogłoszonych podręczni- 
kach. Tutaj znajdujemy dowód twierdzenia: Jeżeli S ORŃRCAA pole figury 
zamkniętćj płaskićj, a T pole jój rzutu na inną płaszczyznę, dokonanego ró- 
wnolegle do prostćj r, to 


_ qsin(7, 8). 
T59 sin (r, T) 


W tomie XI znajdujemy Dalszy ciąg zadań linii prostéj i płaszczyzny tyczących 
się, jako i o tworzeniu się powierzchni krzywych przez linije proste, — W tomie 
XIII czytamy Rozprawę o fenomenach niektórych pochodzących z ruchu wirowego 
ciał, z przydaniem uwag nad przerobieniem współrzędnyah i niektórymi twierdzenia- 


*) Słownictwo, którego używa PoULLIN, jest często dość dziwne. Przed ogłoszeniem dzieła 
przedstawił jego program Dyrekcyi edukacyi narodowćj księstwa warszawskiego; ta instytucyja 
swe uwagi przesłała autorowi przez prefekta departamentu poznańskiego, który jednak po dwu 
dopićro latach (w r. 1814) zakomunikował je PouLLIsowI. Wskutek tego ten ostatni pisze o owych 
uwagach do Dyrekcyi ed. nar. »Bardzo mi jest bolesnem, żem je odebrał tak nie rychło, gdyż gdy- 
by mnie były natychmiast doszły, byłbym miał sobie za powinność stosować się do woli Prześwietnćj 
Dyrekcyi, abym.... nie wystawiał się na używanie wyrazów polskich nie przyjętych, albo nieotar- 
tych..... Wreszcie, gdybym wydał powtórną edycyą, wtedy zamieniłbym wyrazy techniczne w pićr- 
wszćj rr na wyrazy, które Prześwietna Dyrekcya raczy mi wskązać« (z Wrocławia, 25 lutego 
r. 1814). 
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mt tyczącymi się momentów. — W tomie XIV pomieścił Huse Rozprawę o twier- 
dzeniach p. MOoNGE stykania się powierzchni stopnia 2-go tyczących się, uwagi nad 
dowodzeniem ich przez CHASLES'a ogłoszonym i dowód analityczny twierdzenia, że 
dwie powierzchnie 2-go stopnia na trzecićj opisane zawsze się w dwu krzywych pła- 
skich przecinają. (CHAsLEs dowiódł tego twierdzenia gieometrycznie.) — W to- 
mie nakoniec XVII i XVIII znajdujemy dowód analityczny twierdzenia 
MonsGE'a, że jakakolwiek powierzchnia skośna może być zawsze dotknięta 
wpodłuż każdćj tworzącćj przez nieskończoną liczbę powierzchni stopnia 2-go 
rodzaju tych, które się zowią hiperbolojdą o jednćj powłoce i parabolojdą hi- 
perboliczną. 

Z tego zestawienia prac HuBEco widzimy, że gieometryja analityczna 
miała w nim godnego u nas reprezentanta, nie poprzestającego na śledzeniu 
wypadków prac obcych, ale samodzielnie rozwiązującego zagadnienia, bę- 
dące na porządku dziennym. 

Prócz prac HUBEGO, ozdobą rzeczywistą Roczników towarzystwa nauko- 
wego krakowskiego (tom XII i XV) są dwie rozprawy p. AUGUSTYNA 
FRĄCZKIEWICZA, czcigodnego nestora matematyków polskich, który naprzód 
jako profesor liceam krakowskiego, następnie jako profesor uniwersytetu 
warszawskiego, a po zwinięciu tegoż, jako wykładający w kursach dodatko- 
wych, a nakoniec jako dziekan i profesor b. Szkoły Głównćj warszawskićj, 
wytrawnymi i wzorowymi wykładami rozbudzał i utrzymywał zamiłowanie 
do studyjów matematycznych w kilku gieneracyjach młodzieży. Lubo tak 
te prace, jak i ogłoszone później w kilku tomach Biblioteki Warszawskićj (mię- 
dzy r. 1844 a 1860), odnoszą się przeważnie do gieometryi czystćj, do try- 
gonometryi i do algiebry, wszakże poczytywaliśmy sobie za obowiązek wspo- 
mnićć o nich, jako hołd należny od młodszego kolegi, który Jego światłym 
radom wiele zawdzięcza. 

Roczniki warszawskiego towarzystwa przyjaciół nauk zawićrają trzy ros- 
prawy gieometryczne pióra KAJETANA GARBIŃSKIEGO, profesora uniwersytetu 
warszawskiego 1 środka szkoły przygotowawczćj do instytutu politechni- 
cznego, autora nader cennćj pracy: Wykład syntetyczny własności powierzchni 
skośnych z ich przystosowaniem do konstrukcyi machin .... (w Warszawie, 1822). 
W tomie XVIII znajduje się rosprawa : Sposób graficzny kreślenia stycznych do 
linii spiralućj ostrokręgowćj, t.j. do linii skośnój, według jakiój walec prosty, ma- 
Jący za podstawę wężownicę Archimedesa, przecina się z ostrokręgiem pro- 
stym, którego oś schodzi się z tworzącą walca, przechodzącą przez początek 
wężownicy. Ta sama praca została ogłoszona w XVI tomie roczników GER- 
GONNE'a. — Tom XIX zawićra: Nowy sposób rozwiązania dwóch zagadnień gieome- 
trycznych podanych w XV tomie roczników GERGONNE'a: 19 ze wszystkich 
łuków równych co do długości, a nakróślonych promieniami różnymi, który 
obejmuje obwodem swoim i cięciwą odcinek koła największy? 29 ze wszystkich 
kalot kulistych, równych co do powierzchni, ale różnych promieni, która 
między powierzchnią swoją a powierzchnią koła, będącego jéj podstawą, obej- 
muje odcinek kuli największy? W téj rosprawie wspomina autor, że te same 
zagadnienia rozwiązał dr. JANICKI w numerze 2-im Pamiętnika naukowego 
przed nadejściem do Warszawy rozwiązań, w rocznikach GERGONNE'a ogło- 
szonych. — Tom XXI nakoniec zawióra rozwiązanie gieometryczne zaga- 
dnienia, które podał GERGONNE w XVII tomie swych roczników: wyznaczyć 
ściśle liniją prostą, przecinającą cztóry linije proste, dane w przestrzeni w ten 
sposób, iż dwie którekolwiek z nich nie leżą na jednćj płaszczyźnie. To roz- 
wiązanie zamieścił GERGONNE w tomie XVIII swych roczników, razem z roz- 
wiązaniem BOBILLIER'go. Rozwiązanie analityczne tego twierdzenia, dane także 
przez GARBIŃSKIEGO, znajduje się w tomie V dziennika CRELLE'go. 
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Na kierunek gieometryczny prac GARBIŃSKIEGO wpłynęła bezwątpienia 
tradycyja zaszczepiona przez LIvET'a w szkole artyleryi i inżynieryi w War- 
szawie, która, jakeśmy powiedzieli, wydała autora pićrwszćj gieometryi wy- 
króślnój w języku polskim, FRANCISZKA SAPALSKIEGO, kapitana artyleryi, 
a późnićj profesora gieometryi wykróślnój i matematyki stosowanćj na uniwer- 
sytecie Jagiellońskim, tudzież LwDwIka REMBIELIŃSKIEGO, oficera artyleryi, 
autora dzieła: Teoryja krzywych iloczynowych (w Warszawie, 1826). Aby dać 
wyobrażenie o tym dziele, weźmy na prostćj dwa punkty stałe, A i B, i punkt 
bieżący P, kładąc AP=a, BP=r»— AB, i odcinając na prostopadłćj do 
AB w punkcie P długość y=a(« — AB); wówczas miéć będziemy punkt 
bieżący krzywój iloczynowćj rzędu 2-go (krzywa iloczynowa będzie krzywą 
rzędu n-go, jeżeli ilość punktów stałych jest =n). Dziś takie krzywe na- 
zwaćby należało parabolicznymi. Otóż, własności tych krzywych bada autor, 
a potym stosuje je do teoryi równań algiebraicznych. Praca ta, jako samo- 
dzielna, zasługuje ze wszech miar na chlubną wzmiankę i na bliższy rozbiór, 
czego wszakże musimy sobie odmówić, aby zbyt nie rosszćrzać ram tego 
krótkiego rysu historycznego. 

Brakowi podręcznika do nauki gieometryi analitycznćj, 2 4) ah 
znacznie posuniętemu stanowi umiejętności od chwili wyjścia dzieła SNIADE- 
CKIEGO, zaradził naprzód ANTONI WYRWICz, profesor na uniwersytecie wileń- 
skim, przez przekład znakomitego dzieła Broma, zalecającego się wielką 
jasnością i wytwornością wykładu, i dlatego powszechnie cenionego. Prze- 
kład ten wyszedł pod tytułem: Początki gieometryi analitycznćj, zastosowane do 
linij krzywych i powierzchni drugiego porządku (w Wilnie, 1-e wydanie w r. 1819, 
a 2-gie w r. 1825). Dokładność przekładu i nieporównana czystość języka, 
a nadto znakomity wstęp, traktujący o sposobach postępowania w wykrćśla- 
niu wyrażeń algiebraicznych i zastosowanie tych sposobów do rozwiązania 
zapomocą wykrćślenia zadań gieometrycznych oznaczonych, czynią to dzieło 
jeszcze dziś, pomimo takich postępów nauki, niezmiernie cennym. 

Na podstawie tego dzieła ułożył Wynwicz dla szkół gimnazyalnych: 
Początki gieometryi analitycznój, które wyszły w dwu tomikach (w Wilnie 
1828 — 1829) i obejmują, oprócz wstępu, gieometryją analityczną linii prostćj 
na płaszczyźnie i w przestrzeni, płaszczyzny, koła, elipsy, paraboli i hiper- 
boli, Dziełko to jest nieporównanie lepsze od wszelkich późniejszych aż do 
my. eco używanych w szkołach średnich. 

W przedziale czasu między l-ym i 2-im wydaniem przekładu dzieła 
Bror'a ogłosił ADRYJAN KRZYŻANOWSKI, późniejszy profesor na uniwersytecie 
warszawskim, dzieło: Gieometryja analityczna linij i powierzchni drugiego rzędu 
(w Warszawie, 1822), Pod względem obfitości materyjału jest ono rss A 
sze, od dzieła Broma, osobliwie w części traktującéj o powierzchniach rzędu 
ah wszakże pod względem jasności wykładu i logicznego powiązania szcze- 
gółów, tudzież odniesienia tychże do najwłaściwszych źródeł, nie sprosta ono 
owemu dziełu. 

Zamknięcie uniwersytetu warszawskiego, przeniesienie wileńskiego do 
Kijowa, tudzież zreformowanie krakowskiego na wzór austryjackich spowo- 
dowały zastój w ruchu umysłowym u nas, z którego zaczęliśmy się podnosić 
dopićro w drugićj połowie bieżącego wieku. 

Nie tu miejsce wskazywać te czynniki, które rozbudziły u nas nanowo 
uśpiony ruch na polu naukowym, jaki się rospoczął między 1850 a 1860 ro- 
kiem. — W zakresie gieometryi analitycznćj pojawiła się w tćj epoce na- 
przód: Gieometryja analityczna linij i powierzchni drugiego rzędu przez JANA 
KANTEGO STECZKOWSKIEGO, profesora uniwersytetu Jagiellońskiego (w Kra- 
kowie, 1859), Wydanie tego dzieła było na czasie, pomimo że nie odźwier- 
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ciadlało ono spółczesnego stanu téj umiejętności; wobec bowióm zupełnego 
wyczerpańia dzieł SNIADECKIEGO i WYRWICZA, było ono jedynym, które mło- 
dym adeptom nauki dało poznać bogactwo, wyrazistość i jędrność języka ma- 
tematycznego polskiego. 

3 kilka lat późnićj (we Lwowie, 1861 —4) wydał p. WAWRZYNIEC 
ZMURKO, profesor akademii technicznój we Lwowie: Wykład matematyki 
(2 tomy), obejmujący w sobie także kurs gieometryi analitycznćj, W tym 
dziele usiłował autor oprzóć wykład całćj matematyki na nowych podsta- 
wach; wszakże skutek nie odpowiedział zamiarowi. W każdym razie, pomi- 
nąwszy niepoprawność języka, a stąd niejasność wykładu, gieometryja anali- 
tyczna ŻMURKI, oile to dotyczy własności metrycznych figur gieometrycznych, 
wzbogaciła cennym przyczynkiem naszę literaturę. Oprócz tego dzieła, ogłosił 
p. ŹMORKO kilka rospraw z zakresu gieometryi analitycznój, traktujących 
rzeczy znane cokolwiek odmiennymi sposobami, a nadto obmyślił przyrządy 
do krćślenia trzech krzywych rzędu 2-go, przynoszące zaszczyt wynalazcy. 

Ostatnim podręcznikiem polskim, który wyprzedził naszę pracę, są: Za- 
sady gieometryi analitycznój.... z rysem historycznym początku i rozwoju tćj 
umiejętności.... przez ADOLFA SĄGAYŁĘ, których wyszedł tylko tom I (w Pa- 
ryżu, 1877) i nie obejmuje całkowitego wykładu gieometryi płaskićj. yda- 
ny tom I jest ułożony według kursu litografowanego p. PAINYIN'a; wyszedł 
on nakładem Bay p bhang hr. JANA DZIAŁYŃSKIEGO, który, przez założe- 
nie towarzystwa nauk ścisłych w Paryżu i hojne wspićranie wydawnictw na- 
ukowych, wielce wpłynął na rozwój literatury matematycznćj polskićj w osta- 
tnich trzydziestu latach. 

Pamiętniki towarzystwa nauk ścisłych zawićrają, oprócz wielu prac cen- 
nych z innych gałęzi matematyki czystćj, kilka rospraw z gieometryi anali- 
tycznćj, jak p. WŁADYSŁAWA TRZASKI (KRETKOWSKIEGO) O nakrćśleniu do 
trzech kół, danych na powierzchni kuli, czwartego koła stycznego, leżącego na tójże 
powierzchni (tom I) i p. M. A. BARANIECKIEGO wykład habilitacyjny: Zasa- 
dnicze wnioski gieometryczne z teoryi algiebraicznój form kwadratowych podwójnych 
(tom VILI). Te dwie prace, jak również rozwiązanie zagadnienia o kuli sty- 
cznój do cztórech kul danych, podane przeze p. KRETKOWSKIEGO w jego 
Krótkich wiadomościach o wyznacznikach (Paryż, 1870), były piórwszymi w języku 
polskim, napisanymi w duchu nowoczesnćj analizy. 

Założenie akademii umiejętności w Krakowie (1872), uposażonćj w bo- 
gate środki naukowe i materyjalne, wprowadziło wszelkie umiejętności na 
drogę raźnego i naturalnego postępu. Od lat 10 corocznie wydawany Pa- 
miętnik i zbiór mniejszych Rozpraw wydziału matematyczno-przyrodniczego 
tój akademii zawićrają wiele cennych prac, wzbogacających naukę wogóle. 
Prace p. JANA Ner. FRANKEGO, profesora szkoły politechnicznój we Liwo- 
wie, autora biografii MACIEJA GŁOSKOWSKIEGO i JANA BROŻKA, zamieszczone 
w Pamiętniku akademii: Badania analityczne nad ruchem ciał stałych (tom I), 
O niektórych zagadnieniach kinematyki na zasadzie ruchu powierzchni skośnych 
(tom ITI), O inwolucyi sześciu prostych jako osi skrętów chwilowych i teoryja ana- 
lityczna komplerów śrub chwilowych (tom VIT), lubo odnoszą się do mecha- 
niki, wzbogacają gieometryją analityczną kilku cennymi przystosowania- 
mi, P. MIECZYSŁAW PAZARSKI, nauczyciel szkoły realnćj w Stanisławowie, 
ogłosił prace: O konstrukcyi punktów przecięcia krzywych rzędu 2-go, tudzież 
O konstrukcyi osi w perspektywie koła (Rozprawy, tomy VIL i X), odnoszące 
się do gieometryi syntetycznćj, którćj metody nowoczesne wprowadzone były 
do naszćj literatury jeszcze w roku 1852 w Gieometryi G. H. NIEWĘGŁOW- 
SKIEGO, lecz dotychczas nie wielu znajdowały u nas zwolenników, 
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Wzmiankując powyżćj o pracach ogłoszonych w Rocznikach towarzystwa 
naukowego perć jAi umyślnie pominęliśmy dwie, aby już razem wspo- 
mnićć o wszystkich tych pracach ich autorów, które mają charakter gieome- 
tryczny. Mamy tu na myśli krótką lecz doniosłego znaczenia pracę: Oblicze- 
nie potencyjału dla wielościanów jednorodnych (tom XXXV) p. FRAŃCISZKA 
MERTENSA, profesora na uniwersytecie Jagiellońskim, który nadto ogłosił 
w Denkschriften akademii wiedeńskićj: Ueber die MaLFAaTTrsche Aufgabe und 
deren Construction und Veraligemeinerung von STEINER (tom CLXXXVI), 
a w dzienniku ORELLE'go: Ueber die MaLFATTrsche Aufgabe für das sphdrische 
Dreieck (tom LXXVI), Ueber das grösste Tetraeder mit Flächen von gegebenen 
Inhalten (tom LXX ), Sätze über Determinanten und Anwendung derselben 
zum Beweise der Sätze von PASCAL und BRIANCHON. Załujemy, że szczupłość 
ram tćj historycznéj wzmianki nie dozwala nam szczegółowićj tu wyłożyć 
treści tych prac, które, czyto doniosłością rezultatów, czytóż zaletami metody 
wykładu, stoją na wysokości znakomitych prac p. MERTENSA, odnoszących się 
do innych gałęzi matematyki. — Z tójże przyczyny ograniczymy się tu tylko 
wyliczeniem prac gieometrycznych innego również poważnego naszego uczone- 
go, p. EDWARDA HABICHA, dyrektora szkoły budownictwa i górnictwa w Lima, 
który ogłosił następujące prace gieometryczne: w Rocznikach tow. nauk. 
krak. O szczególnym układzie spółrzędnych i jego zastosowaniu do linij palących 
(tom XXXIX) i toż samo w Annali BRioscHr'ego (seryja II, tom II), w Les 
mondes: Sur le mouvement d'une figure plane dans son plan (tomy XIV—XVI), 
Sur te centre instantané de rotation et ses applications géométriques (tom XVIII i 
XIX), w Nouvelles annales: Sur la transformation des lignes planes par la méthode 
des rayons vecteurs róciproques (seryja II, tom V), a nadto oddzielnie: Sur le 
mouvement conchoidal (Paryż, bez roku), Études cinćmatiques (Paryż, 1879) 
i Études géométriques et cinómatiques (Lima, 1880). 
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L, LĄ, 


strona lewa 


linii, przedstawionćj przez rów- 


nanie (1) 


= — wszędzie A 
(10') 
Ty Y 
zy 
z y 
5R 
pp" 
a 23 


a 
ma pole 2 razy większe od pola 


trójkąta, utworzonego 
FH 
OP' 


A338,S2T3 
a33 

art. 151 
az*z3* 
art, 151 
2aza 17374 
aą : a3 
sinżAg 


sinA> 


az*z3? 


Dn 


str. wićrsz 

210 10 od dołu 
217 16 od góry 
224 23 = 
229 2 4 
231 18 5 
232 1 5 

„ 18 n 
234 3 

242 3 od dołu 
249 4,13 , 
250 15 od góry 
256 8 a 
257 16 

267 11,15 , 

» 8 od dołu 
291 16 od góry 
318 7 od dołu 
332 14 A 
351 8 od góry 
352 15 5 
357 6 
358 4 od dołu 
359 10 od góry 
„ 16 » 
365 15 od dołu 
369 15 ý 
87231,2. p 
A. ” 
376 11  , 
387 19 A 
401 2 od góry 
404 16 od dołu 
405 12 od góry 
408 2 od dołu 
Je > 4 
431 10 Š 
435 11 od góry 
442 17 $ 
454 11 8 
"ef dll 

„ 16 » 
457 6 E 
XIX 11 od dołu 


ERRATA, 


zamiast 
średnice zaś 


przechodzą 


walca 


ich asymptoty 
art. 77, 
przez płaszczyzny przechodzące 


a? 
T=0, wa T 
a? nazmiemy a'? i a"? 
ky. 
linijną 
J0 
m AEF 
przecinają 
1658 


powinno być. 
gdyż średnice 


walca rzędu 2 go 
Gzyft 

430 

— m0 


art. 79 
kierunki ich asymptot 
art. 80, 
płaszczyznami przechodzącymi 
1 
t .. AF 3 
a 
= a_a + 
a?, nazwiemy a'? i a"?, 


a34 
przecina 
1663 


http://rcin.org.pl 


GIEOMETRYJA ANALITYCZNA. 


W gieometryi analitycznćj zastępuje się figury gieometryczne przez rő- 
wnania i z własności analitycznych równań wyprowadza się własności gieo- 
metryczne figur, przez te równania przedstawionych. Figury gieometryczne 
są albo płaskie, t. j. takie, których wszystkie części składowe znajdują się na 
jednćj i tćj samćj płaszczyźnie, albo przestrzenne, t. j. takie, których części 
składowe nie leżą na jednćj i tćj samćj płaszczyźnie. Stąd téż dzieli się gieo- 
metryją analityczną: na gieometryją analityczną figur płaskich, zwaną gie- 
ometryją analityczną płaską, i na gieometryją analityczną figur 
przestrzennych, zwaną gieometryją analityczną w przestrzeni. 


CZĘŚĆ PIERWSZA. 
GIEOWETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


ROZDZIAŁ I. 
O UKŁADACH SPÓŁRZĘDNYCH. 


SPÓŁRZĘDNE PUNKTU. 


1. Punkt i linija prosta są najprostszymi figurami gieometrycznymi; 
dlatego pokażemy przedewszystkim, jak te dwie figury można przedstawić 
przez równania. Zaczniemy od punktu. 

W celu przedstawienia punktu na płaszczyźnie przez równania, użyje- 
my układu spółrzędnych Descartesa (Kartezyjusza), t. j. układu 
dwu prostych, danych na tój płaszczyźnie, tworzących z sobą kąt, różny od 
Oi od z. Te dwie proste zowią się osiami spółrzędnych; punkt, w którym 
się osi przecinają, zowie się początkiem spółrzędnych, a kąt, zawarty 
między osiami, nazywa się kątem spółrzędnych. Pospolicie używa się 
układu prostokątnego spółrzędnych, t.j. takiego, w którym osi są do 
siebie prostopadłe. 
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Niech X'X i Y'Y będą dwiema osiami spółrzędnych, przecinającymi 
się w początku O (fig. 1). Z punktu P na płaszczyźnie tych osi wyprowadź- 
my dwie proste: PM, równoległą do YY', aż do przecięcia się w punkcie M 
z osią X'X, i PN, równoległą do XX’, 
aż do przecięcia się w punkcie N z osią 
Y'Y. Odcinki OM i ON, odmierzone 
na osiach X'X i Y'Y przez wymienio- 
ne dwie proste, lub im równe i do 
nich równoległe odcinki NP i MP 
tychże dwu prostych, zowią się spół- 
rzędnymi Descartes'a albo spół- 
rzędnymi równoległymi pun- 
ktu P. 

Widocznie, że jeżeli punkt P jest 
dany na płaszczyźnie, to także odcinki 
OM i ON są dane. Naodwrót, wyzna- 
czymy położenie punktu zapomocą 
tych dwu odcinków, jeżeli nietylko 
ich długość jest daną, lecz także ich kierunek. 

Ażeby okróślić kierunek spółrzędnych, należy każdą z osi uważać jako 
złożoną z dwu części, które wychodzą z początku spólnego O w dwu kie- 
runkach wprost sobie przeciwnych. Jeden którykolwiek z kierunków każdćj 
osi przyjmujemy za dodatny, a drugi za ujemny; spółrzędne więc punktu 
będą dodatne lub ujemne, według tego, czy ich kierunki, wzięte od początku 
O, odpowiadają lub nie kierunkom osi, przyjętym za dodatne. 

Za kierunek dodatny osi X'X, którą się zwykle wyobraża poziomą, bie- 
rze się pospolicie ten, który wychodzi z O na prawo, t. j. OX, a za kierunek 
dodatny osi Y'Y bierze się ten, który leży po stronie lewćj osi X'X, gdy, sto- 
jąc na płaszczyźnie, ma się wzrok zwrócony w kierunku dodatnym osi X'X, 
t.j. OY. Wskutek téj umowy, każdy punkt płaszczyzny ma spółrzędne 
oznaczone i każde dwie liczby rzeczywiste można uważać za spółrzędne 
Descartes'a pewnego punktu płaszczyzny. 

Spółrzędne punktu na płaszczyźnie oznaczamy literami æ i y, a miano- 
wicie: odcinek OM na osi X'X lub odcinek NP, równoległy do osi X'X, 
oznaczamy literą z; odcinek zaś ON na osi Y'Y, lub odcinek MP, równoległy 
do osi Y'Y, oznaczamy literą y. Stąd tóż i osi X X i Y'Y nazywamy: pićrw- 
szą osią «-ów, a drugą osią y-ów. Spółrzędna « nazywa się odciętą, 
a spółrzędna y rzędną albo przystawą. 

Jeżeli więc a, b są spółrzędne punktu danego na płaszczyźnie, to dwa 
równania 


Fig. 1. 


(1) w=a,y=b 


są wyrażeniem analitycznym tego punktu, i nawzajem: pewien wzupełności 
oznaczony punkt na płaszczyźnie jest obrazem gieometrycznym tych równań, 
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jeżeli a i b mają wartości rzeczywiste, dodatne lub ujemne. Ten punkt będzie 
leżał w otworze kąta XOY, gdy a>0 i b>0; w otworze kąta YOX', 
gdy a < 0, b >0; w otworze kąta X'OY', gdy a < 0, b < 0, lub nareszcie 
w otworze kąta Y'OX, gdy a >0,b <0. Jeżeli a=0, punkt przedsta- 
wiony przez równania (1) będzie leżał na osi y-ów, a-jeżeli b= 0, punkt ten 
będzie leżał na osi æ-ów, jeżeli nakoniec a=0 i b=0, tenże punkt bę- 
dzie początkiem spółrzędnych. 


SPÓŁRZĘDNE LINII PROSTEJ. 


2. Podobnie, jak punkt, można liniją prostą wyznaczyć na płaszczy- 
źnie przez dwie spółrzędne. 

Oznaczmy przez Ri S punkty, w których prosta przecina osi spółrzę- 
dnych XKiY'Y (fig. 2). 

Widoczna, że jeżeli prosta 

jest dana, to odcinki OR T 

i OS, które ona odmierza 
na osiach spółrzędnych, są 
także dane. Naodwrót, je- 
żeli dane są te odcinki co 
do długości i co do kierun- 
ku, to prosta, która te od- 
cinki na osiach odmierza, 
jest także dana. Stosownie 
do umowy, zrobionój w arty- 
kule poprzedzającym, uwa- 
żać będziemy te odcinki za 
dodatne lub ujemne według 
tego, czy one leżą na kierunkach dodatnych OX i OY, czytóż na kierun- 
kach ujemnych OX' i OY' osi spółrzędnych. 

Odwrotności odcinków OR i OS, wzięte ze znakami przeciwnymi, na- 
zwał Pliicker spółrzędnymi linii prostćj RS. Te spółrzędne oznacza 
się pospolicie literami « i v. 

Jeżeli więc a i $ są spółrzędnymi danćj linii prostój, to równania 
(2) u=a i v=fB 
są jój wyrażeniem analitycznym; i nawzajem: pewna wzupełności wyzna- 
czona linija prosta na płaszczyźnie jest obrazem gieometrycznym tych dwu 
równań, jeżeli æ iß posiadają wartości rzeczywiste, dodatne lub ujemne. 
Jeżeli a <0 i B< 0, prosta przedstawiona przez równania (2) przecina 
kierunki dodatne obu osi; jeżeli a >> 0, B < 0, prosta ta przecina kierunek 
ujemny osi z-ów a dodatny osi y-ów, jeżeli a > 0 i E > 0, taż prosta prze- 
cina kierunki ujemne obu osi; jeżeli nakoniec «a < 0, f > 0, nasza prosta 
przecina ujemny kierunek osi y-ów a dodatny osi r-ów. Prosta przedstawio- 
na przez równania (2) jest równoległa do osi x-ów, gdy «=0, a do osi y-ów, 


Fig. 2. 
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gdy B=0; schodzi się zaś ona z osią z-ów, lub z osią y-ów, według tego, 
czy =, czytóż a=. Jeżeli jednocześnie a=0 i =0, prosta przed- 
stawiona przez równania (2) leży w odległości nieskończonćj, a jeżeli jedno- 
cześnie a= i f=m, ta prosta przechodzi przez początek spółrzędnych. 
RÓWNANIE PROSTEJ I RÓWNANIE PUNKTU. 
3. Weźmy pod uwagę prostą RS i punkt na nićj leżący P (fig. 3) 
i szukajmy związku między spół- 
rzędnymi 
Tryb PAJEDCLA 
OR: 08 
prostćj RS i spółrzędnymi 
(4) u=OM ,y=ON 
punktu P. 
Podobieństwo trójkątów MRP 
i ORS daje 
MR _MP 
Fig. 8. OR OS’ 
znosząc mianowniki, mamy 
—08.0M — OR.ON + OR.085=0, 


(3) «= 


OR—OM_ON. 


lub—zvę =0S' 


lub 


OM ON 
w i ta 
czyli, wskutek (3) i (4), 
(5) ux + vy + 1=0. 

Równanie (5) wyraża związek między spółrzędnymi « i v linii prostéj, 
i spółrzędnymi z i y punktu, leżącego na nićj. Jeżeli więc prosta jest daną, 
t.j. jeżeli jéj spółrzędne u iv są liczbami danymi, to spółrzędne wszelkich 
punktów, leżących na tćj prostćj, lecz tylko tych punktów, uczynią zadość 
równaniu (5). Równanie (5) będzie w tym przypadku równaniem linii pro- 
stój, którćj spółrzędne są u iv. 

Jeżeli przeciwnie punkt jest dany, t. j. jeżeli są dane jego spółrzędne 
xiy, natenczas spółrzędne wszelkich prostych, które przez ten punkt prze- 
chodzą, lecz tylko tych prostych, uczynią zadość równaniu (5). Równanie 
(5) będzie więc w tym przypadku równaniem punktu, którego spółrzędne 
są viy. 

A zatym: jeżeli punkt na płaszczyźnie wyznaczymy przez dwie spółrzędne 
x iy, natenczas wyrażenie analityczne linii prostćj będzie równaniem stopnia 1-go 
między spółrzędnymi punktu; jeżeli zaś liniją prostą na płaszczyźnie wyznaczymy 
przez dwie spółrzędne u iv, natenczas wyrażenie analityczne punktu będzie 
równaniem stopnia 1-go między spółrzednymi linii prostćj. 
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Nawzajem: każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu przed- 
stawia liniją prostą, a każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi linii pro- 
stój przedstawia punkt, 
Jakoż, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-go między spółrzędnymi 
punktu ziy, 
Ax + By + C=0, 
GABINET MATEMATYCZNY 
B Towarzystwa Naukowego Warszawskiagy 
[ej =», € — v, 
otrzymamy równanie kształtu (5), które przedstawia liniją prostą o spółrzę- 
dnych w i v. 
Również, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-ego między spółrzędnymi 
linii prostćj « i v, 


przez C, i kładąc 


Lu + Mv+ N=0, 
przez N, i kładąc 

L 

WED R SZĄ 
otrzymamy także równanie kształtu (5), które przedstawia punkt o spółrzę- 
dnych z iy. 

4. Skoro każde równanie stopnia l-go między spółrzędnymi punktu 
przedstawia liniją prostą, więc i równania (1) w artykule 1, wyrażające war- 
tości spółrzędnych punktu P, przedstawiają, każde oddzielnie, pewną prostą. 
A mianowicie: piérwsze z nich przedstawia prostą, któréj spółrzędne są 

4 =— - AOGZZNIE 

t.j. prostą równoległą do osi y-ów i odmierzającą na osi x-ów odcinek ró- 
wny co do długości i co do kierunku liczbie a; drugie zaś przedstawia prostą, 
którćj spółrzędne są 

== ly dO ZZ = a 

, b ? 

t. j. prostą równoległą do osi x-ów i odmierzającą na osi y-ów odcinek równy 
co do długości i co do kierunku liczbie b. Wyznaczenie punktu przez spół- 
rzędne xiy sprowadza ją więc do wyznaczenia dwu prostych równoległych 
do osi spółrzędnych, na których przecięciu ten punkt leży. 

Podobnie, skoro każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi li- 
nii prostćj przedstawia punkt, więc i równania (2) w artykule 2, wyrażające 
wartości spółrzędnych linii prostćj, przedstawiają, każde oddzielnie, pewien 
punkt. A mianowicie: pićrwsze z nich przedstawia punkt, którego spółrzę- 
dne są 

1 


a AA agl 
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t. j- punkt na osi r-ów, a drugie przedstawia punkt, którego spółrzędne są 


cO y = — E , 
t. j. punkt na osi y-ów. Wyznaczenie linii prostéj przez spółrzędne w i v spro- 
wadza się więc do wyznaczenia dwu punktów, po jednym na każdćj osi spół- 
rzędnych, przez które ta prosta przechodzi. 


LINIJE ALGIEBRAICZNE RZĘDU N-GO I LINIJE ALGIEBRAICZNE 
KLASY N=EJ. 


5. Punkt, którego spółrzędne » i y są zupełnie dowolne, zowie się 
punktem bieżącym; podobnie, prosta, którćj spółrzędne «iv są zupeł- 
nie dowolne, zowie się prostą bieżącą. Przez punkt bieżący i przez 
prostą bieżącą należy więc rozumićć jakikolwiek punkt lub jakąkolwiek pro- 
stą na płaszczyźnie. Jeżeli zaś spółrzędne punktu bieżącego, lub spółrzędne 
prostćj bieżącćj są połączone z liczbami danymi zapomocą jednego równania 
stopnia 1-ego, to punkt bieżący może być tylko jakimkolwiek punktem 
na pewnéj linii prostćj, a prosta bieżąca może być tylko jakąkolwiek prostą 
przechodzącą przez pewien punkt. Innymi słowy: miejscem gieometrycznym 
punktu bieżącego, którego spółrzędne są połączone z liczbami danymi zapomocą je- 
dnego równania stopnia 1-go, jest linija prosta, przez to równanie przedstawiona, 
a miejscem gieometrycznym prostćj bieżącćj, któréj spółrzędne są połączone z liczba- 
mi danymi zapomocą jednego równania stopnia 1-go, jest punkt, przez to równanie 
przedstawiony. Zachodzi teraz pytanie: jakie miejsce gieometryczne punktu 
bieżącego lub linii prostćj bieżącój wyraża jakiekolwiek inne równanie, 
zachodzące między spółrzędnymi tego punktu lub tćj linii prostćj? 

6. Niech 


fe 1Yy)=0 


będzie jakimkolwiek równaniem między spółrzędnymi nieoznaczonymi «iy 
punktu bieżącego P. Widocznie, że jeżeli spółrzędnćj » nadamy jakąkolwiek 
wartość szczególną ro, natenczas, przez rozwiązanie równania f(r9,y) = 0 
względem jedynćj niewiadomćj y, otrzymamy jednę lub więcéj wartości na y, 
t. j. spółrzędne pewnego punktu lub pewnych punktów miejsca, wyrażonego 
przez równanie f(x,y) =0. 

` Załóżmy dla uproszczenia, że równanie f (x,y) = 0 daje dla każdćj rze- 
czywistćj wartości na æ tylko jednę wartość na y i że ta wartość jest także 
rzeczywista. Jeżeli więc spółrzędnćj » nadamy dowolnie szereg wartości 
Xoy Ją, Tą, Xy... i następnie zapomocą równania f(x,y) =0 wyznaczy- 
my szereg odpowiednich wartości na y: Yo Vs Va; Vs; :«., tO otrzymamy 
wówczas szereg punktów Po, P, P} P,,... (fig. 4), których spółrzę- 
dne są (čo, Yo), (4,34), Ez, Y2) (Tą,Y;),-.- Te punkty będą leżały na 
miejscu gieometrycznym przedstawionyjan przez równanie f(x ,y)=0. Jeżeli 
różnice ©, — čo , ty — Tı , 4 — Ña, ... między dwiema po sobie następu- 
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Jącymi wartościami na æ będą się wciąż zmniejszały, dążąc do granicy 0, 
wówczas — mówiąc wogólności — także 
różnice y—Yo YY Va—Va : « - bg- 
dą wciąż malały, dążąc również do 
granicy 0. W granicy więc, kiedy 
æ zmieniać będziemy w sposób cią- 
gly, t.j. tak, aby różnica między 
każdymi dwiema po sobie następują- 
cymi wartościami na æ była nieskoń- 
czenie małą, będzie się także spół- 
rzędna y zmieniała — mówiąc wogól- 
ności — w sposób ciągły, a punkty Fig. 4. 
Po, Pi, Pa, P3;,..., zrazu od siebie 
oddalone, będą się do siebie nieskończenie zbliżały i przez swe następstwo 
utworzą liniją nieprzerwaną i — wogólności — krzywą. A zatym: miejscem 
gieometrycznym punktu bieżącego, którego spółrzędne są połączone z liczbami danymi 
jakimkolwiek równaniem, jest pewna linija — wogólności — krzywa, przez to równa- 
nie przedstawiona. 

7. Weźmy teraz pod uwagę jakiekolwiek równanie między spółrzę- 
dnymi linii prostćj 


Mo M, M, A x 


F (u,v) =0. 


Nadając dowolnie spółrzędnéj u szereg wartości wg, uj, tta, tą,..., Wy- 
znaczymy zapomocą równania F (u ,v)=0 szereg odpowiednich wartości 
Na V: Vos Vir Vas £3,..., 1 Otrzy= 

mamy szereg prostych Do, D, Y 

D,, Dz, MAŁY (fig. 5), któ- 
rych spółrzędne są (čo, vo), 
(dy + V1), (z, v2), (3 03)... 
Te proste utworzą przez swe 
następstwo liniją wielokątną 
PoP, PPa.. którój wićrz- 
chołki są punktami prze- 
cięcia się każdych dwu pro- 
stych, w szeregu Dy, Dy, 
Dz, D}, D;,... po sobie na- 
stępujących. Jeżeli różnice 
Uly tp Ug — tty, 3 —hx,... bẹ- 
dą się wciąż zmniejszały, dą- 
żąc do granicy 0, wówczas— 
mówiąc wogólności — także 
różnice 6, — ty, %—*y, ©3—t4,... będą coraz więcćj malały, dążąc do gra- 
nicy 0. W granicy więc, gdy w zmieniać będziemy w sposób ciągły, 
wićrzchołki Po, P,, P}, P,,... linii wielokątnćj będą się do siebie nieskoń- 
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czenie zbliżały, wskutek czego ta linija wielokątna przejdzie na liniją — 
wogólności — krzywą. A zatym: miejscem gieometrycznym prostćj bieżącćj, 
której spółrzędne są połączone z liczbami danymi jakimkolwiek równaniem, jest 
pewna linija — wogólności — krzywa, przez to równanie przedstawiona. Atoli, 
gdy punkt bieżący, którego spółrzędne x, y czynią zadość równaniu f (z ,y)—0, 
jest punktem linii tego równania, to prosta bieżąca, którćj spółrzędne « i v 
czynią zadość równaniu F (u ,v)=0, jest otyle tylko częścią składową linii 
przedstawionćj przez to równanie, oile ona przechodzi przez dwa nieskoń- 
czenie bliskie punkty tćj linii. Prosta, która przechodzi przez dwa nieskoń- 
czenie bliskie punkty jakićjkolwiek linii, nazywa się styczną do téj linii. 
Możemy zatym powiedzićć, że miejscem gieometrycznym prostćj bieżącćj, którćj 
spółrzędne u, v czynią zadość równaniu F (u,v) =0, jest pewna linija — wogólno- 
ści — krzywa, którćj prosta bieżąca wciąż dotyka. 

8. Podobnie, jak każde równanie między spółrzędnymi punktu lub li- 
nii prostćj przedstawia pewną, przez to równanie scharakteryzowaną, liniją, 
tak nawzajem, z własności charakterystycznćj pewnćj linii można wyprowa - 
dzić równanie tój linii. Jako przykład tego odwrotnego postępowania, może 
służyć sposób wyprowadzenia równania linii prostćj i punktu, podany w arty- 
kule 3. Wynika stąd, że jeżeli jest daną pewna linija, t. j. jeżeli znamy 
pewną jćj własność charakterystyczną, to zadanie gieometryi analitycznćj 
polega na tym, aby z téj własności charakterystycznćj wyprowadzić równa- 
nie tćj linii, a następnie, przez rozbiór tego równania, dojść do znajomości 
wszystkich innych jćj własności gieometrycznych. 

Według tego, czy równania między spółrzędnymi xiy punktu, lub 
spółrzędnymi u iv linii prostćj, są algiebraiczne, czytéż przestępne, nazy- 
wamy linije, przez te równania przedstawione, algiebraicznymi, lub 
przestępnymi. Przedmiotem naszych tu badań będą linije algiebraiczne. 

Linije algiebraiczne zowiemy linijami rzędu n-ego, jeżeli sto- 
pień ich równań względem spółrzędnych punktu jest równy u; linije algie- 
braiczne zowiemy linijami klasy n-ój, jeżeli stopień ich równań wzglę- 
dem spółrzędnych linii prostćj jest równy n. 

Linije algiebraiczne rzędu n-ego można okrćślić jeszcze jako linije, które 
Jakakolwiek linija prosta przecina w » punktach; a linije algiebraiczne kla- 
sy n-ćj jako linije, do których z jakiegokolwiek punktu można wyprowadzić 
n linij stycznych. Jakoż, otrzymamy spółrzędne punktu, w którym liniją rzę- 
du w-ego przedstawioną przez równanie 

f6«,y) =0 
przecina prosta przedstawiona przez równanie 
ux + vy + 1 =0, 
gdy z tych dwu równań, uważanych jako równania o dwu niewiadomych z i y, 
wyznaczymy te niewiadome. Ponieważ pićrwsze równanie jest z założenia 
n-ego, a drugie stopnia l-ego względem « i y, to te dwa równania posiadają 
n par pierwiastków. Tyleż więc będzie punktów przecięcia, 
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Podobnie otrzymamy spółrzędne linij prostych, wychodzących z punktu 

przedstawionego przez równanie 
cu yv + 1—=0, 
a dotykających linii klasy n-ćj przedstawionćj przez równanie 
F (u,v) =0, 

gdy z tych dwu równań, uważanych jako równania o dwu niewiadomych 
mi v, wyznaczymy te niewiadome. Ponieważ pićrwsze z tych równań jest sto- 
pnia 1-go, a drugie, z założenia, stopnia n-ego względem w i v, przeto te dwa 
równania posiadają m par pierwiastków. Tyleż więc będzie stycznych. 


ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH. 
PODANIA POMOCNICZE. 

9. Jednym z najdzielniejszych środków badania własności figur gieome- 
trycznych, zastąpionych przez równania, jest przekształcenie i uproszczenie 
tych równań zapomocą zmiany spółrzędnych, t. j. zapomocą przejścia 
od jednego układu spółrzędnych do innego. Dlatego tóż, nim postąpimy dalćj, 
wynajdziemy wzory, wyrażające spółrzędne punktu lub linii prostéj jednego 
układu przez spółrzędne punktu lub odpowiednio linii prostéj nowego układu. 
A że wyprowadzenie tych wzorów opićra się na pewnym twierdzeniu z teoryi 
rzutów prostokątnych, przeto, określiwszy kilka pojęć zasadniczych, udowo- 
dnimy przedewszystkim to twierdzenie, 

Liniją ograniczoną dwoma punktami A i B uważamy jako drogę prze- 
bieżoną przez punkt bieżący; tę drogę oznaczamy przez AB lub BA, według 
tego, czy punkt A czytóż punkt B bierzemy za punkt początkowy, a więc 
B czy A za punkt końcowy tóćj drogi. Jeżeli AB uważamy jako drogę 
o kierunku dodatnym, to natenczas należy BA uważać jako drogę o kierunku 
ujemnym; wskutek tego 
(1) AB=— BA, lub AB+-BA—0. 

Weźmy na tćj samćj linii trzy punkty A, B, C; będzie wówczas, nieza- 
leżnie od następstwa tych punktów, 

(2) AB + BC + CA =0. 

Jakoż, jeżeli naprzód punkty te idą po sobie w porządku A, B, Ç, wówczas 
widocznie suma dróg AB i BC jest równa drodze AC, t. j. AB + BC=AC; 
a że, według (1), AC=— CA, zatym mamy AB + BC + CA=0. Jeżeli 
powtóre punkty te idą po sobie w porządku A, C, B, mamy wówczas z tego 
samego powodu AC + (B=AB. A że AC=— (A i CB= — BC, przeto 
i wtym przypadku będzie AB+-BC+-0A—=0. Jeżeli nareszcie uważane 
trzy punkty idą na linii w porządku C, A, B, mićć będziemy CA ++ AB=CB, 
lub, gdy C(B=—BQ, AB+ BC++0A=0. Wzór (2) utrzymuje się zatym 
w każdym przypadku. 

Wiedząc to, możemy dowićść twierdzenia następującego: 

Jeżeli A1, Aa, Ag,..., An są n punktami na jednćj linii (prostćj lub krzytwćj), 
wówczas, niezależnie od następstwa tych punktów, mamy 


(3) AA: ALE A,A; 15 AGA; Hra pas <= AA + A,A, =0. 
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Załóżmy bowićm, że wzór (3) ma miejsce dla n=m, a więc, że 

A,A, + AA +... Am A, =0, 
i dodajmy jeszcze jeden punkt Am+ı. Ponieważ, według (2), 

A A, + A; Ampi + Amęi Am = 0, czyli 

An A, "A Am + Ami Au; 
więc, wstawiwszy tę wartość na Am A,, otrzymamy 

Aika + A,A, + .... -+ ). 4 Am + AmpAı == í) 

A zatym, wzór (3), jeżeli jest prawdziwy dla n= my będzie także prawdzi- 
wym i dla n=m + 1; że zaś, według (2), ma on miejsce dla n=3, więc utrzy- 
ma się i dla n= 4, 5,.... 

10. Przez rzut prostokątny punktu na liniją prostą nieograniczoną 
rozumiemy spodek prostopadłćj, spuszezonćj z punktu na tę prostą. Prostą, 
na którą spuszczamy prostopadłą, nazywamy osią rzutu. Na osi rzutu 
rozróżniamy kierunek dodatny i kierunek ujemny. 

Rzutem drogi jakićjkolwiek jest odcinek osi rzutu, idący od rzutu 
punktu początkowego do rzutu punktu końcowego tćj drogi. Według tego, czy 
kierunek tego odcinka schodzi się z dodatnym, czytéż z ujemnym kierun- 
kiem osi rzutu, rzut drogi uważanćj będzie dodatny, lubtćż ujemny. 

Rzut drogi prostolinijowćj jest, co do wartości liczebnój i co do znaku, równy 
długości drogi, pomnożonćj przez dostawę kąta, który kierunek drogi tworzy z kie- 
runkiem dodatnym osi rzutu. 

Twierdzenie niniejsze jest widoczne, gdy początek drogi leży na osi 
rzutu, wyraża bowićm tę własność trójkąta prostokątnego, że przyprosto- 
kątna jest równa przeciwprostokątnćj, pomnożonćj przez dostawę kąta przy- 
ległego przyprostokątnćj. Jeżeli zaś punkt początkowy drogi nie leży na 
osi rzutu, wówczas przez ten punkt należy poprowadzić równoległą do osi 
rzutu aż do przecięcia się z prostopadłą, spuszczoną na oś rzutu z punktu 
końcowego drogi. Ta równoległa jest równą i równoległą do rzutu drogi 
i widocznie równą drodze pomnożonćj przez dostawę kąta, zawartego mię- 
dzy kierunkiem tój drogi i kierunkiem dodatnym osi rzutu. 

Rzut wielokąta zamkniętego jest równy 0. 

To twierdzenie należy tak rozumićć, że jeżeli wielokąt P,P.P,...P, 
będziemy uważali jako drogę, przebieżoną przez punkt bieżący w pewnym 
kierunku (wskutek czego każdy wićrzchołek będzie punktem końcowym drogi 
prostolinijowćj, poprzednio przebieżonćj, i zarazem punktem początkowym 
drogi prostolinijowćj, przebieżonćj bespośrednio po tamtój), to suma algie- 
braiczna rzutów jego boków P,P}, P,P;,...., P,_;,P„ i PP, będzie równa 0. 

Aby dowióść tego twierdzenia, oznaczmy przez A,, Aa, Ag,...., An Tzu- 
ty wićrzchołków P,, P», P,,...., P, i uważmy, że AAs, AzAy,..., AA, 
są rzutami boków P,P}, P,P}... P,P,. Ponieważ, według wzoru (3), 
podanego w artykule poprzedzającym, 

A,A, + ApA; +...... TAA =0; 
przeto istotnie rzut wielokąta jest równy 0. 
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Ostatnia równość daje 
A,A, +4A,A, + ...... 4- Aii Åz A,An 


a zatym rzut drogi łamanćj P,P,P,....P, jest równy rzutowi prostćj, łączącćj 
punkt początkowy P, z punktem końcowym P,„ tój drogi łamanćj. 

Z tego twierdzenia wypływa wniosek: Rzuty dwu dróg łamanych, łączących 
spólny punkt początkowy ze spólnym punktem końcowym, są sobie równe. 

Twierdzenia niniejsze utrzymują się i wtedy, gdy wielokąt nie jest pła- 
ski, t. j. gdy jego boki z osią rzutu nie leżą na jednéj i téj samćj płaszczy- 
źnie; należy wtedy przez kąt między dwiema prostymi, które się nie przeci- 
nają, rozumićć kąt między dwoma kierunkami, do tych prostych równole- 
głymi, a z jednego punktu wychodzącymi. 


ZMIANA SPÓŁRZĘDN YCH PUNKTU. 

11. a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Oznaczmy przez z i y spól- 
rzędne (fig. 6) punku P względem układu osi OX i OY, a przez «' iy' spółrzę- 
dne tego samego punktu względem 
układu nowych osi O'X’ i O'Y', 
przyjmując, że nowe osi są równo- 
ległe do dawnych, a ich kierunki 
dodatne w tę samę stronę zwró- 
cone, O'X' równoległa do OX, 
O'Y' równoległa do OY. Jeżeli 
nadto £oi yọ są spółrzędne po- 
czątku O! spółrzędnych «' y wzglę- f 
dem układu osi OX i OY, mićć 5 >F yi 5a 
będziemy Fig. 6. 

a) z=0M = 0A + AM = 0A + O'M =x+-r', 

y=MP =MM' + MP=AQO0'+ MP =m +y'. 
A zatym, jeżeli równanie /(r,y)==0 przedstawia pewną liniją, odnie- 
sioną do układu osi OX i OY, to równaniem téj samćj linii względem ukła- 
du osi O'X' i O'Y' będzie f (zota, Yo+y')=0. Należy zauważyć, że stopień 
nowego równania, jeżeli jest ono algiebraiczne, względem v', y' będzie taki 
sam, jak stopień równania pierwotnego względem z i y. 

b. ZMIANA KIERUNKÓW OSI. Załóżmy y 


następnie, że oba układy spółrzędnych ma- si 

ją spólny początek. Oznaczmy przez w kąt 

między dodatnymi kierunkami OX i OY 

osi piérwszego układu, przez a i 5 kąty, I z 
jakie kierunki dodatne OX' i OY' osi dru- 

giego układu tworzą z kierunkiem OX, VAE 

i połóżmy (fig. 7) 3% t x 


OM=z, MP=y, OM =», M P=y. 
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Aby wyrazić æ i y przez w iy, rzućmy dwie drogi łamane ONP 
i OM'P raz na kierunek OX, a drugi raz na kierunek prostopadły do OX. 
Ponieważ obie drogi łączą spólny spczątek O ze spólnym końcem P, przeto 
rzuty obu dróg muszą być równe. Mamy zatym, po wstawieniu wartości 
powyższych, 
c +-ycosw=x'coca -+ y'cosf, 
ysino =x'sina + y'sin$, 


skąd wypływa 
_* sin(0—a) + y'sin (w—B), 
: sin w 
(2) a'sin a + - y'sinp 
AT sin © 


i nawzajem 
— *sinp r ysin( + ysin (P—w) 
(3) |” wa) 
|= _. wsina + ysin (a—w) 


| sin(a—P) 
Jeżeli pićrwszy układ jest prostokątny (o == jl mamy 


c=w'cosa -+ y'eos$, 


4 
(4) y =x'sina + y'sinf; 


a jeżeli także drugi układ jest prostokątny (=a +5), będzie 


(5) | æ= v'cosa —y'sina, 

I tu należy zauważyć, że skoro wyrażenia (2) do (5) zawićrają spółrzę- 
dne obu układów w stopniu 1-szym, czyli, jak się pospolicie mówi, są lini- 
jowymi względem spółrzędnych obu układów, to równanie linii, odniesio- 
néj do pewnego układu osi, co do stopnia nie zmieni się, gdy się zmieni kie- 
runki osi tego układu. 

c. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH I KIERUNKÓW Ost. W tym przy- 
padku należy obie zmiany wykonać jednę po drugićj, zaczynając od zmiany 
początku lub od zmiany kierunków osi, stosownie do potrzeby zachodzącćj. 
Łatwo spostrzóc, że i w tym najogólniejszym przypadku zmiany spółrzędnych 
stopień przekształcanego równania algiebraicznego nie ulegnie zmianie. 


y=u'sina + y'cosa. 


ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH LINII PROSTEJ. 


12. a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Jeżeli u iv są spółrzędne 
linii prostćj względem pierwotnego układu osi, to równanie tćj prostćj wzglę- 
dem tego układu jest 

ua + vy + 1—0. 
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Aby otrzymać równanie prostéj względem nowego układu osi O'X', 
O'Y' (fig. 6), należy podstawić w poprzedzającym równaniu 
t=T HU, Y=YV + Y'. 
Otrzymamy wtedy 
ua -- vy! + (uzy + tY + 1)=0. 
A zatym. jeżeli w iv' są spółrzędne uważanćj prostéj względem nowego 
układu, mamy: 
PZ * !— ALP a 
(1) *— um vy tl "= utgtowtl 
skąd wypływa nawzajem 
w v! 
(2) niez Iut tm rz Itoy 


b. ZMIANA KIERUNKÓW OSI. Jeżeli ur +- vy + 1 jeżeli równanie linii 
względem układu XOY (fig. 7), to otrzymamy równanie tój prostéj względem 
układu X'QY', wstawiając za © iy wartości (2) artykułu poprzedzającego. 
Znajdziemy tym sposobem 


usin (0—a) + vsina 
sin w 


aE usin o Aida A +1=0. 


A zatym, jeżeli w i v' są spółrzędne prostćj względem układu X'OY', mamy 


(3) u! __usin(w—a) + vsina a _ usin(w—ß) + vsing 
z sinw i = sin w i 


skąd nawzajem wypływa 


—w'sinB—v'sina __ wsin(w—8) — v' sin(v—a) 
A "= info * "= safe) 

©. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH I KIERUNKU OSI. W tym przy- 
padku należy obie przemiany wykonać jednę po drugićj, zaczynając, stoso- 
wnie do potrzeby, od zmiany początku spółrzędnych lub od zmiany kierun- 
ku osi. 

Należy zauważyć, że także przez zmianę spółrzędnych linii prostćj nie 
zmieni się wcale stopień równania algiebraicznego między tymiż spółrzędny- 
mi, wzory bowiem (3) i (4) są linijowe względem spółrzędnych obu układów, 
a wzory (1) i (2), lubo ułamkowe, mają jednak spólny mianownik, który, po- 
dobnie jak i liczniki, jest linijowy względem spółrzędnych. 


SPÓŁRZĘDNE BIEGUNOWE PUNKTU. 


13. Dowyznaczenia położenia punktu na płaszczyźnie używa się niekiedy 
także spółrzędnych biegunowych. W tym przypadku obićra się na 
tój płaszczyźnie punkt stały O (fig. 8), zwany biegunem, i prostą stałą OX, 
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zwaną osią biegunową, która wychodząc z punktu O rosciąga się do nie- 
skończoności w jednym kierunku. Odległość punktu P od bieguna O, czyli 
t.z. promień wodzący OP, 


g i kąt XOP, między promie- 
niem wodzącym i osią bieguno- 
2 x wą, są spółrzędnymi punktu P. 


A 
PA) Promień wodzący mierzy 
p oddalenie punktu od bieguna 
Fg. 8 i dlatego wyraża się przez liczbę 


bezwzględną. Kąt zaś ma wska- 
zywać wielkość i kierunek obrotu, zapomocą którego promień obracający 
się około bieguna przechodzi z położenia OX do położonia OP; dlatego wy- 
razić go należy przez stosunek długości łuku kołowego, mierzącego ten obrot 
(wziętój ze znakiem dodatnym lub ujemnym, według tego, czy kierunek obro- 
tu jest dodatny, czyteż ujemny), do długości promienia tego łuku. Za kieru- 
nek dodatny obrotu przyjmujemy pospolicie ten, w którym należy prze- 
bićc, od początku do końca, łuk kołowy, mierzący ten obrót, tak, ażeby mićć 
biegun po ręce lewój, początek zaś łuku przyjmujemy na osi bieguno- 
wćj. Promień wodzący oznacza się zwykle przez r, a kąt przez 6. Widoczna, 
że do każdego punktu P należy tylko jedna wartość na promień wodzący, 
gdy tymczasem kąt jego może być powiększony lub zmniejszony o jakąkol- 
wiek wielokrotność całkowitą liczby 2x. Naodwrót, do danego promienia 
wodzącego i danego kąta należy tylko jeden punkt na płaszczyźnie. Jeżeli 
więc a i b są dwie liczby rzeczywiste, z których piórwsza jest dodatną, naten- 
czas dwa równania 


(1) r=ai (=r 


będą przedstawiały pewien, wzupełności wyznaczony, punkt na pła- 
szczyźnie. 

Pićrwsze z tych równań wskazuje widocznie, że punkt przez nie przed- 
stawiony leży na obwodzie koła, nakróślonego promieniem a z bieguna jako 
środka, a drugie wyraża, że ten punkt znajduje się na promieniu, który 
z osią tworzy kąt bm. 

Jeżeli równania (1) przedstawiają punkt P (fig. 8), wtedy punkt P', le- 
żący na wstecznym przedłużeniu promienia OP tak, iż OP'=OP, będzie 
przedstawiony przez równania 


r=a i 6=bm+-1r. 
14. PRZEJŚCIE OD UKŁADU DESCARTESA DO UKŁADU BIEGUNOWEGO 
I ODWROTNIE. Dajmy, że kierunek dodatny osi z-ów układu Descartes'a jest 
równoległy do osi biegunowćj O'X! i zwrócony w tę samę stronę. Oznacz- 
my przez £o i Yo spółrzędne OA i AO' bieguna O' względem układu XOY, 
a przez w kąt między osiami OX i OY. Wyprowadźmy z punktu P prostą 
PM równoległą do OY i oznaczmy przez M i M' punkty, w których ta pro- 
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sta przecina oś z-ów i oś biegunową O'X' i połączmy P z O. Aby otrzy- 
mać związek między «=OM, y=MP z jednćj strony, ar =O'P, 6=X'O'P 
z drugićj, rzućmy trójkąt O'M'P raz na 
oś 1-ów, drugi raz na prostopadłą do osi 
z-ów. Ponieważ O'M' = AM = £— to, 
M'P =MP — AO' =y — Yo, otrzymamy 


T— Zo + (Y — Yo) COSW = r cos9, 
(Y —%) sino = rsinð. 


Stąd wypływa 

rsin (w — 0) __rsinQ 
(RANE a "BO 
i nawzajem 


(3) 


"=VG-3) + 0-w)* + 26-00 -%) 080, 
(U - Vo) sine z 


T- Gs COS w . 
0 F 4 Yo) : sinó= A $ 


cosĝ = 
W tym wyrażeniu na r należy wziąć wartość bezwzględną pierwiastka. 

W przypadku szczególnym, a najczęstszego użycia, kiedy układ Des- 
cartes'a jest prostokątny (o =z) i kiedy biegun O' znajduje się w po- 
czątku O (£o =%9—=0), wzory (2) i (3) przechodzą na prostsze 
(4) c=rcosb,  y—=rsinó, 

(5) r=|/aż+yż, cos = + sin( == 2, 

Uwaca. Uważmy, że pićrwsze równanie (3), t. j. 

© r=V ea FO E a0 O, 


a w układzie prostokątnym (e= F) 


(6') r= 6-474 U-I 
daje nam odległość punktu, którego spółrzędne Dosoartes’ a są} ziy, od 
punktu, którego te spółrzędne są 79 i Yo 

Z równań (2) wyznaczymy także spółrzędne (z, y) punktu bieżącego na 
prostéj, która wychodzi z punktu o spółrzędnych (£o, %ọ) i tworzy z osią 
æ-ów kąt 8. 

Oznaczając 
(7) læ GED BZ, 

sın w sın w 

możemy równania (2) tak pisać 
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(8) Z=1% + lr, Y= Yo + mr. 
W tych równaniach r oznacza zmienną odległość punktu bieżącego (z ,y) od 


punktu (£o, yo), zaś li m zależą, według (7), tylko od kierunku prostćj, t. j. 
od kąta 6. Wzory (8) są nader użyteczne. 


ĆWICZENIA. 


(1) Znaléść spółrzędne (u, v) prostćj i odcinki (a, b) odmierzone przez pro- 
stą, przedstawioną przed równanie 31 — y 4 2—0, na osiach spółrzędnych. 

(2) Znaleść spółrzędne środka odległości między dwoma danymi punktami 
(x,y)i a", y"). 

(3)  Znalóść miejsce punktu równooddalonego od dwu punktów danych A i B. 

(4) Znalóść miejsce wićrzchołka trójkąta, w którym jest dana podstawa 
i różnica kwadratów dwu pozostałych boków. 

(5) W trójkącie jest dana podstawa AB= 2ai suma dwu pozostałych bo- 
ków AC + (B=m; na prostopadłćj CD do AB obićramy punkt P taki, aby było 
DP=AQC: znaleść miejsce punktu P. 

(6) Znalóść miejsce punktu bieżącego, którego odległość od punktu danego 
pozostaje niezmienną. 

(7) Znalóść miejsce punktu bieżącego P, którego suma lub różnica odległości 
od dwu punktów danych A i B jest niezmienną. 

(8) Znalóść miejsce punktu równooddalonego od punktu danego i od danéj 
prostćj, 

(9) Spółrzędne punktu czynią zadość równaniu z? +- y?—4x — 6y = 18; 
przerobić to równanie przez przeniesienie początku spółrzędnych do punktu (2, 3). 

(10) Równanie 2r?— Bzy +- Ży3 — 4 jest odniesione do osi, tworzących 


kąt 3: przerobić to równanie, przyjąwszy dwusieczne kątów między dawnymi osia- 


mi za osi nowe, 
(11) Równanie we spółrzędnych prostokątnych punktu x? —y2—=a?* przero- 
bić przez wprowadzenie spółrzędnych biegunowych. 


(12) Równanie we spółrzędnych biegaunowych r“ cosz( = a° przerobić 
przez wprowadzenie spółrzędnych prostokątnych, 
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O PUNKCIE I O LINII PROSTEJ. 


RÓWNANIE LINII PROSTEJ. 
15. Równanie stopnia 1-ego między spółrzędnymi nieoznaczonymi 
æ iy punktu bieżącego 
(1) Az + By+C€=0 
przedstawia liniją prostą. Położenie tćj linii prostćj zależy od stosunków 
= i > między spółczynnikami A, B, ©. A mianowicie, jeżeli oznaczmy 


"3 Bo. 1 
DE” DED 


E 


skąd wypada 


(2) a=— z , d=— S ; 
to a i b będą wartościami odcinków OR i OS (fig. 10), które prosta przedsta- 
wioną przez równanie (1) odmierza na osiach z-ów i y-ów. 

Wprowadziwszy te odcinki do 
równania (1), otrzymamy równanie sy- 
metryczne linii prostćj 


(3) -+3=1 


Oznaczmy przez a kąt dodatny 
XRS, jaki prosta RS tworzy z osią 
-ów a kąt XOY przez w. Z trój- 
kąta ORS wypada Fig. 10. 

OS_sinORS, „, b sina 
OR  sinOSR' "V a  sin(a—«) 
lub wskutek (2) 


Bibl. mat.-fz., S. IV, T. IV. http://rcin A org i pl a 
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| 2838 A 
sin(a-w) B 
skąd wypływa 
A sin 
(4) tga =— BG 


a w przypadku szczególnym, kiedy układ osi jest prostokątny |o = z): 
A 

(5) tg a=— B . 

Jeżeli więc równanie ogólne (1) linii prostój rozwiążemy względem y i dla 


skrócenia nazwiemy — — —S=b, to otrzymamy równanie 


(6) y= mt + b, 
w którym spółczynnik m zależy jedynie od kierunku prostéj i dlatego nazywa 
się spółczynnikiem kierunkowym, ab oznacza odcinek, odmierzo- 


ny przez prostą na osi y-ów. Równanie (6) zowie się równaniem zwyczaj- 
nym linii prostćj. Jeżeli b=0, równanie (6) sprowadza się do 


(7) j = mr 


i przedstawia prostą, przechodzącą przez początek spółrzędnych. 
16. Spuśćmy z początku O prostopadłą OQ na prostą RS (fig. 10) 
i połóżmy 


OQ=p,  ZX0QR=  ZQ0Y=4. 
Z trójkątów prostokątnych ORQ i OQS wypada 


0Q=O0RcosROQ=OScosQOS, t. j. 
(8)- p = acos = b cosġ. 
Jeżeli zapomocą tych równań wyrugujemy a ib z równania symetrycznego 
(3) linii prostćj, otrzymamy t. z. równanie normalne linii prostćj 
(3) ©cosę + yCosh — p =0. 
W tym równaniu p oznacza długość prostopadłćj (normalnćj), spuszczonćj 
z początku na prostą, a iŅ oznaczają kąty, jakie ta prostopadła tworzy 
z osią z-ów i z osią y-ów. Pomiędzy kątami gi % zachodzi związek 


(10) g+$=w. 
Jeżeli układ osi jest prostokątny ( = 5 — 9 ): równanie normalne pro- 
stój sprowadza się do 
(11) «cosę + ysinę — p —=0. 
Związek ę + $=«, zachodzący między kątami ę i 4, jakie prostopa- 


dła OQ do prostój RS czyni z osią z-ów i y-ów, zastąpmy następującym: 
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cos?w =COS?(p + p) = (cosy cosy — sing sin4)2, 
ta je cos?w = cos? cos?p + sin?ę sinży — 2 cosy cos$ sing siny, 


i podstawmy w tym związku sin? = 1 — costy, sin%y — 1 — cos?p; wte- 
dy, po uskutecznieniu łatwych uproszczeń, otrzymamy 


sin?m = cos?ę + cos?p — 2 COSĘ cosy Cosw. 


Z tego równania i z równań (8) wypadają następujące wartości na p, cos$ 
i cosy: 


absin» 
P= ]/aż F 2 — Zabcosu” 
bsiń w 
12 RER Z... M0=ES 
89 08? = 1 aż + 8 — Zabcosa” 
asinw 


067 =Va+d2—gabcoso 


W tych wzorach, wyrażających p, ę, 4 przez odcinki a i b, jakie prosta od- 
mierza na osiach spółrzędnych, należy wziąć pierwiastek z takim znakiem, 
aby wartość na p wypadła dodatną. 

Podstawiwszy we wzorach (12) za aib wartości (2), podane w art. 15, 
otrzymamy 


(13) cosp_ cosh _ p sin w 


lub, gdy układ osi jest prostokątny (e =o +4=5) 


cosę_ siny _ p _ RADE; 

(18) AB 0 TWE 
W tych wzorach, wyrażających p, ę, b przez spółczynniki A, B, C równania 
ogólnego linii prostćj, należy wziąć pierwiastek ze znakiem przeciwnym 
znakowi spółczynnika C, ażeby p wypadło dodatne. 

Równania (13) i (14) wskazują, że chcąc równanie ogólne (1) linii 
prostćj zamienić na normalne, dość pomnożyć to równanie przez 

sin o 1 

W sę VA B= 3ABcwo lub przez p. =V B” według tego, 
czy układ osi nie jest, czytéż jest prostokątny. 

17. Weźmy na prostéj RS (fig. 10) jakikolwiek punkt P i, przyjąwszy 
początek O za biegun, a oś r-ów za oś układu spółrzędnych biegunowych, 
nazwijmy OP =r, /XOP—=%. Z trójkąta prostokątnego OQP wypada 


OP cos QOP = OQ t.j. 
(15) r cos (6—4g) = p. 
http://rcin.org.pl 
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To równanie jest równaniem biegun owym linii prostćj, wyznaczonćj przez 
jéj odległość prostopadłą p od bieguna O i przez kąt 4, jaki ta prostopadła 
czyni z osią OX. 

Nawzajem, równanie między spółrzędnymi biegunowymi punktu 
r, 6 kształtu 
(16) r(A cos6 + Bsin6) = O, 


w którym A, B, © oznaczają liczby dane, przedstawia liniją prostą; jeżeli 
bowiém w tym równaniu podstawimy 


A =Deosg, B= Dsinę, 
skąd nawzajem wynika 
PEPE A f B 
D= VA: 4+ B}, cosę =V + B siny = yE F 


to otrzymamy 
4 


r D cos (6—g) == C, czyli r CoS (0—9) =p =" 


a równanie to, jakeśmy dopićroco okazali, przedstawia liniją prostą. 

Inna, nader użyteczna, postać równania linii prostój wypada ze wzorów, 
podanych w artykule 14. Mianowicie, jeżeli £o i yo są spółrzędnymi punktu 
danego na prostćj, która z osią z-ów czyni kąt a, wówczas mamy 


do __Y-Vo 
(77) FZ w 
gdzie 
(18) fa; sin (© 2) — Sina, 
sin w sinw 


Oba zaś stosunki (17) są równe odległości r punktu bieżącego (z ,y) od 
punktu danego (2% ;%0)- 


RÓWNANIE PUNKTU. 


18. Jeżeli w i v są spółrzędnymi linii prostćj, wówczas równanie ogólne 
stopnia 1-ego między tymi spółrzędnymi 


(1) Tu + My ++ N=0 


przedstawia punkt. Położenie tego punktu zależy od stosunków A i X po- 


między trzema spółczynnikami L, M, N; te bowiém stosunki są wartościami 
spółrzędnych Descartes'a punktu, przedstawionego przez równanie (1), 


(2) z=, =Ñ. 
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ZAGADNIENIA O PUNKCIE I O LINII PROSTEJ. 


19. Wypadki otrzymane w artykułach poprzedzających zastosujemy 
do rozwiązania kilku zagadnień. 

Zuadóść odległość prostopadłą punktu danego od prostćj danćj. 

a. Załóżmy naprzód, że punkt jest dany przez swe spółrzędne (x, y), 
a prosta przez równanie między spółrzędnymi punktu, oraz, że to równanie 
jest równaniem normalnym, 


(1) z©cosy + ycosy — p=0. 


Przez punkt dany poprowadźmy prostą równoległą do danćj: równanie nor- 
malne tój drugićj prostćj będzie kształtu 


(2) zcosę + ycosh — p' = 0; 
kąty pi mają te same wartości, co w równaniu (1), gdy tymczasem odle- 


głość prostopadła początku od prostćj (2), t.j. p', jest odmienną od p. Po- 
nieważ prosta (2) przechodzi przez punkt dany, zatym mamy 


(3) «weosy + y' cosy — p' = 0. 


Oznaczmy przez 6 odległość prostopadłą punktu danego od prostćj danćj; 
natenczas będzie 


0==EF(P' — p) 

lub, wstawiwszy za p' wartość z równania (3), 
ò = z (wcosę + ycosy — p). 
W tym wyrażeniu należy wziąć znak wyższy lub niższy, według tego, czy 
punkt dany i początek spółrzędnych leżą z téj samćj strony, czytćż po stro- 
nach przeciwnych prostćj danćj; wtedy wartość na ô wypadnie w obu razach 
dodatną. Jeżeli zaś zapomocą znaków chcemy odróżnić, czy prostopadła 
8 leży po jednćj, czytćż po drugićj stronie prostéj danćj, wówczas kładzie się 
zwykle 
(4) ð = — («© cosy + y' cosy — p). 
Wskutek tego, wartość na ò wypadnie dodatna, jeżeli początek spółrzędnych 
i punkt (ć,y) leżą z tój saméj strony prostćj danćj (1), a ujemna, jeżeli te 
dwa punkty leżą po stronach przeciwnych téj prostćj. A zatym: jeżeli w lewą 
stronę równania normalnego prostéj za spółrzędne bieżące («x „y) wstawimy spółrzę- 
dne punktu danego («',y) i wypadek podstawienia weźmiemy ze znakiem przeci- 
wnym, to otrzymamy (co do wielkości i znaku) odległość prostopadłą punktu danego 
od téj prostćj. . 
Jeżeli prosta jest dana przez równanie ogólne 


(5) Az + By + C=0, 


wówczas, przywiódszy to równanie naprzód do postaci normalnćj, znajdzie- 
my, że odległość prostopadła punktu (x, y) od prostćj przedstawionćj przez 
równanie (5), co do długości i znaku, wyrazi się przez 
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A (Ac + By + C) sino 


(6) — V A+ B? — 2ABcosw 

Wszczególności, kiedy układ spółrzędnych jest prostokątny ( = 5) + będzie 
__ As + By + C 

g ="UB+ĘB 


W tych wyrażeniach należy wziąć pierwiastek ze znakiem spółczynnika C. 
b. Dajmy teraz, że prosta jest dana przez swe spółrzędne w i v', a punkt 
przez równanie między spółrzędnymi linii prostćj 
(8) Lu ++ Mv + N=0. 
Ponieważ równanie prostćj o spółrzędnych w, v' jest 
wz + vy -+-1=0, 
a spółrzędne punktu równania (8) są 


= z y= -4 
więc mamy 
j (w + Mv + N sino 
(9) O N| w? + v2 — 2u coso 
Jeżeli układ spółrzędnych jest prostokątny ( = s}, to 
(10) jak l 


ON pupo " 

A zatym: jeżeli w lewą stronę równania punktu Lu +- Mv + N = 0, odniesione- 
go do układu prostokątnego, za spółrzędne bieżące (u ,v) podstawimy spółrzędne 
prostój danćj (w, v'), a wyrażenie to podzielimy przez NJ u?- v”, to otrzymamy 
(co do wielkości i znaku) odległość prostopadłą prostćj danćj od tego punktu. 

20. Znalóść równanie prostćj, przechodzącćj przez dwa punkty, dane przez 
spółrzędne (w, y)t(w', y"), tudzież równanie punktu, w którym się przecinają 
dwie proste, dane przez spółrzędne (w,v) i (w',v'). 

a. Niech 
(1) Az + By + C=0 
będzie równaniem żądanćj prostćj. Skoro ta prosta przechodzi przez punkt 
(w,y) i przez punkt (x", y"), zatym mamy 


Ac + By + (=0, 
As" + By" + C=0. 

Dwa ostatnie równania dają 
A B (0; 
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Wstawiwszy te wartości za A : B:C w równanie (1), znajdziemy równanie 
szukane 


(2) owy -v) + yE" -v) + xy" ay =0 
czyli, używając znakowania wyznacznikowego, 
(2) Bs: p 0; 
LOTY ADELI 
` w',y',1 
równanie to można jeszcze przedstawić w postaci 
(2") y= (1—c), 


Spółrzędne zaś żądanćj prostćj są 
, U ' 
(3) "TUE = ? o = = Sy 
b. Równanie punktu przecięcia się dwu prostych o spółrzędnych 

(w,v) i (w',v") jest także wypadkiem rugowania L:M;N z trzech ró- 
wnań 

Lu ++Mv + N=0, 

Lu +M’ + N=0, 

Lu" + Mv' ++ N=0, 
a mianowicie 


(4) 


lub, rozwinąwszy wyznacznik, 
(4) u(wW=v") + vw! u) uv —uv=0; 
spółrzędne zaś tego punktu są 
Y Fri p" u! dk uw 
6) smga EEIN 


21. Znaléść spółrzędne punktu przecięcia się dwu prostych, danych przez 
równania, tudzież spółrzędne prostćj przechodzącćj przez dwa punkty, dane przez 
równania, z 

a. Jeżeli w, y' są spółrzędnymi punktu, w którym przecinają się pro- 
ste, przedstawione przez równania j 
(1) Ax +.By + C=0 i A's +, By + 0'=0, 
natenczas mamy 

Az +By+C=0 i Ax + By + ' 0, 
Te dwa równania z dwiema niewiadomymi z' ,y' dają: 
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(2) diy: BPO 


G.sA4] | A BA 
C,A'| A B| 

Jeżeli AB' — A'.B=0, wówczas wartości na %' iy' wypadną nieskończone; 
dane proste są więc równoległe. Jeżeli nadto BC' — B'C=0 i CA—0'A=0, 
wówczas wyrażenia na «,y' przybićrają postać nieoznaczoną z dane pro- 


ste w tym przypadku przystają do siebie. Należy zauważyć, że jeżeli dwa 
z tych trzech warunków AB' — A'B=0, BŒ —BC=0i CA'—C'A = 0 są 
dopełnione, wtedy i trzeciemu staje się zadość; albowićm np. z dwu pićrwszych 


mamy = R= S , skąd wynika trzecie równanie warunkowe. 


b. Podobnie, jeżeli w, v' są spółrzędnymi prostćj, przechodzącćj przez 
dwa punkty, przedstawione przez równania 


(3) Lu + Mv++ N=0 i Lu + Mv + N'=0, 
to wówczas mamy 
Lw +Mv+,N=0 i Lw+Mv+N'—=0, 


skąd wypada 
(4) e Era 
a j Ta M, I L 
22. Wyznaczyć kąt między dwiema prostymi, danymi przez rów nania, 
Niech 
(1) T Ai By+C=0 i A'z+By+0'=0 


będą równaniami dwu danych prostych. Oznaczmy przez 4, %' kąty, jakie 
z dodatnym kierunkiem osi «-ów czynią kierunki prostopadłych z początku ` 
O na nie spuszczonych, a przez y kąt, zawarty między tymi dwiema prosto- 
padłymi. Kąt y jest zarazem jednym z kątów spełniających się, które proste 
dane tworzą z sobą. 

Podług art. 17 mamy 


0OBĘ == noz R AA, 0 ARE a przeto sinę = Acoso-B_ 
V A?+ B2- 2ABcoso' V A2 + B?-2ABcosw” 
' A'sino ; A' ___ A'cosw-— AB! 
cos? = , a przeto sinę' = — 5 


AFB- 2A'B'coso V A+B- 2A'B'coso 
lecz y=+t(y' —9), zatym 
cosy = cosę' cosę + sing' sinę i siny==k(sing' cose — cosy! sing); 


wstawiwszy więc tu wartości powyższe, otrzymamy 
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AA' + BB' - (AB' + A'B)cosw 


o Dee M TĄ 
l U V A2+B*- 2ABcosw |/ A'2 + B'2— 2Ą'B' coso 
(2) 4 siny = PANEDETOCDA 27 LL N E a a stąd 
VArt B*-3ABcoso |/ A'2 + B2-2A'B'cosw” 
Neta (AB'- A'B)sinw 1 


Z tych wyrażeń wypada 


(3) AB—A'B=0 
jako warunek równoległości, zaś 
(4) AA' + BB' — (AB' + A'B) cosm= 0 


jako warunek prostopadłości dwu prostych danych. Jeżeli układ osi jest 
prostokątny, warunek prostopadłości (4) sprowadza się do 


(5) AA' + BB' 0. 
A zatym, dwie proste, przedstawione przez równania 
(6) y=mgz+b i y=mae+v, 
będą do siebie prostopadłe, gdy 
(7) 1 + mm! + (m + m') coso = 0, 
lub 
. (8) 1 + mm =0, 


według tego, czy układ osi nie jest, czytćż jest prostokątny. 
23. Znaléść odległość dwu punktów, danych przez równania, 
Spółrzędne punktów, przedstawionych przez równania 
(1) Lu +- Me++N=0 i L'u-+ Mv+ N'=0, 
l U 
są £ = zł y= R i g= -A y' =p odległość d tych dwu pun- 
któw wyraża się zatym przez (art. 14.) 


(20NN'.d=V (LN'—L'N)? + (MN'—M' N} + 2(LN' —L'N)(MN—M'N)cos w. 

24. Wyrazić pole trójkąta 
przez spółrzędne (£i, Yı), (tą, Y2); 
(£3, Vs) Jego wićrzchołków P, 
Pi P; 

Dajmy, że obieg trój- 
kąta P, P,P, jest dodatny, t.j. 
że, przebiegając obwód w kie- 
runku wskazanym przez nastę- 
pstwo P;, Pa, Pa wićrzchołków, 
mamy pole trójkąta po ręce 
lewćj, jak na załączonćj figu- 
rze 11. Ztćj figury widzimy, że Fig. 11. 
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A P, P,P, = trapez P,M;M,P, + trapez P,M,M,P, — trapez P;M;M;P,. 
Trapez P,M,M,P, stoi na podstawie M;M, = 2, —z, i ma Średnią wysokość 
1 : ; ż 3 > 
równą g + ya) sinw; jego pole jest więc równe RZ —4) (M + Ya) sin w. Po- 


dobnie, pole trapezu P,M,M,P, jest równe 5% —a,) (9a + y ) inw, a pole trape- 


aa: k j ; ; 
zu P M,M;P;, równe gs — ta) (W + )sin«, lub — 1e — 2) (Va + Ya) sino. 


Podstawiwszy te wartości, otrzymamy, co do wartości liczebnój i co do znaku, 
AP, P,P, == sin © [i — a) (V + Ya) + Eas) Ga + H) + e—a) (W + y)| 
= zsino [4 (44—) + taa) + tn) 
= zin ln aaa) + ylei — a) + W(02—2,)], 


albo, używając znakowania wyznacznikowego, 


A P,P,P,=3 sino TiM, 1 | 
Lz, Y2, l 

|23, Ys, 1 
Jeżeliby obieg trójkąta P,P¿P, był ujemny, wówczas, ażeby wartość pola 
wypadła dodatna, należałoby wyrażenie powyższe wziąć ze znakiem (—). 
Będzie wszakże konsekwentnićj, gdy się znaku nie zmieni i gdy się zatym 
pole trójkąta, i wogólności jakiegokolwiek wielokąta,uważać będzie za do- 
datne lub za ujemne, według tego, czy jego obieg, wskazany przez nastę: 
pstwo wićrzchołków, jest dodatny, czytóż ujemny. 

25. Wyrazić pole trójkąta przez spółczynniki w równaniach 


axt byy H+ 20, mwt by +H (2=0, mwt by ++ =0 
jego boków P,P, P,P,, P; Pi 
Oznaczmy przez A,, Az, Ag, By,... ilości dołączone w wyznaczniku *) 


Mb; © 


az ; bą » 
| dz , bz > 
do elementów 4, a, a, biye a przez (æ, Yı) (tą,Ya), (03,Y) spółrzędne 
wićrzchołków P,, P}, P). Z równań boków, łącząc je po dwa, otrzyma- 
my wtedy 
*) W całym dziele, ilekroć o wyznacznikach jest mowa, trzymać się będziemy słownictwa 
przeprowadzonego przez M. A. Baranieckiego w jego pracy: Teoryja wyznaczników (Pa- 
ryż, 1879), — Wykład własności wyznaczników, które przyjmujemy tu jako znane, czytelnik 
znajdzie tak w początkowych rozdziałach wzmiankowanćj książki, jak i w Algiebrze seryi III »Bi- 
blijoteki mat.-fiz.« 
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B A B A 
EG u=qGi a= 7) n=q; 4=T = 


Pole zaś trójkąta znajdziemy, gdy te wartości na 24,Y; X Y2; Xy, Yy Wsta- 
wimy w wyrażenie podane w artykule poprzedzającym; będzie zatym 


SPRZE, GSA 441 
20,0, 2C,G,G ME 

Pea A , Bą, B, i 4 dą , bz , Cz 

| Az, B, Cz | a,b, Cz | 


26. Znalóść warunek, pod jakim prosta przechodzi przez punkt przecięcia się 
dwu prostych, i warunek, pod jakim punkt leży na prostćj łączącej dwa punkty dane. 

Te warunki wynikają bespośrednio z dwu artykułów poprzedzających; 
albowićm, jeżeli trzy proste przecinają się w jednym punkcie, to pole trój- 
kąta, zamkniętego przez te proste, jest równe 0; podobnie, jeżeli trzy pun- 
kty leżą na jednćj prostćj, to pole trójkąta, mającego te punkty za wićrz- 
chołki, jest równe 0. Warunki te możemy otrzymać wprost w sposób na- 
stępujący. 


Jeżeli prosta 
(1) Az -+ By +-0=0 
przechodzić ma przez punkt przecięcia się prostych 
(2) A's + B'y+ ('=0 i A'xr+B'y+-0'=0, 
natenczas wartości na æ i y, otrzymane z dwu ostatnich równań, muszą uczy- 
nić zadość równaniu piórwszemu; a zatym musi być z 
(3) A. +,B707 (= 
A',B „O 
A" A B" » o" | 


To samo równanie warunkowe otrzymamy przez wyrugowanie dwu ilości nie- 
oznaczonych 4:%':%' z równań 

zA + x'A' +x' A" =0, 

4B +-%' B' ++ «'B'=0, 

xO + x'C' + x'C'=0; 


(4) 


z tego zaś wynika, że jeżeli trzy ostatnie równania mają miejsce, to także 
ma miejsce równanie (3). 

Mnożąc równania (4) odpowiednio przez z, y, 1 i dodając iloczyny, znaj- 
dziemy 
(5) z(Az+ By + 0) + z(A'c+- B'y + ©) +x'(A'ae-p B'y + C") = 0. 
A zatym: jeżeli istnieją takie trzy czynniki %, w, x", iż wielomiany równań trzech 
prostych danych, przez nie pomnożone, dają sumę równą 0, wówczas warunek (3) 
jest dopełniony, a przeto te trzy proste przecinają się w jednym punkcie. Należy to 
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twierdzenie tak rozumićć, że suma w lewćj stronie równości (5) jest tożsa- 
mościowo równa 0, t. j. przy wszelkich wartościach na viy, gdyż tylko wte- 
dy z równości (5) wypływają naodwrót równości (4). Z tego powodu uży- 
liśmy we wzorze (5) znaku tożsamości (=), zamiast znaku równości (=). 


Podobnie, jeżeli punkt 

(6) Lu +- Mv + N=0 

ma leżéć na prostéj, łączącćj dwa punkty 

(7) Lu+Mv+N'=0 i L'u+M"o+N"=0, 

natenczas musi być 

(8) ti ;,M,N |= 
L',M',N' | 
Da MESNI] 


Równanie warunkowe (8) otrzymamy także jako wypadek rugowania x :%': x" 
z równań 


(9) xL+*L'-+W'L"=0, xM-+xMHx'M"=0, aN+xN' + a'N" =0. 
A żatym: jeżeli istnieją trzy takie czynniki w, w, w', iż wielomiany równań (6) 
i (T) trzech punktów danych, przez nie pomnożone, dają sumę tożsamościowo równą 0, 
(10) z(Lu + Mv + N) + w'(L'u -- M'v + NV) + x" (L'u ++ M'v+ N')=0, 
natenczas warunek (8) jest dopełniony, a przeto trzy punkty dane leżą na jednej 
prostćj, 

Jeżeli, dla skrócenia, przez D oznaczymy wyrażenie stopnia 1-ego 
względem spółrzędnych punktu r i y, t. j. 


(11) D = Az + By +C, 


a przez P wyrażenie stopnia l-ego względem spółrzędnych linii prostéj 
uiv, tij. 


(12) P = Lu + Mv+ N, 
natenczas D=0 będzie równaniem skróconym prostćj D o spółrzędnych 


= A tż= = a P=0 będzie równaniem skróconym punktu P-o spół- 


© 


rzędnych s = 


L 
N 
tak wypowiedziéć: 

Jeżeli trzy proste D, =0, D; =0, D; =0 przechodzą przez jeden punkt, lub 
jeżeli trzy punkty P,=0, P, = 0, P,=0 leżą na jednćj prostéj, natenczas istnieją 
trey liczby %, Za, Z3, przy których zachodzi tożsamość 4D; + 44 DDą -+ x D3 =0, lub 
odpowiednio x, P, + %P H% P, = 0. 

Naodwrót: jeżeli istnieją trzy liczby %1, hą, %ą, przy których zachodzi tożsa- 
Mość mD, + D3 -+ mD, = 0, lub %,P, + %ąPą -+ %4P, = 0, natenczas trzy pro- 
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ste D,, D,, Dz przechodzą przez jeden punkt, lub odpowieđmio trzy punkty 
P,, Pa, P) leżą na jednój prostćj. 
27. Z twierdzenia tylkoco wypowiedzianego wynika następujące: 


Jeżeli 
(1) D, = ug + vy+1=0 i D= ux + ty + 1=0, 
są równaniami dwu prostych danych D, i Da, natenczas równanie 
(2) DED, +AD=(u, + h4) © +- (0, + Nvzjy + (1++A)=0, 


g czynnikiem nieoznaczonym A, przedstawia jakąkolwiek prostą D, która przechodzi 
przez punkt przecięcia się prostych D, t D3. 

Z powodu wielkićj ważności tego twierdzenia, dowiedziemy go jeszcze 
innym sposobem. 

Naprzód, widocznie równanie (2) przedstawia jakąś liniją prostą, albo- 
wiém jest ono stopnia 1-ego względem spółrzędnych punktu z iy. Powtóre; 
prosta przedstawiona przez równanie (2) przechodzi przez punkt przecięcia 
się prostych (1), albowićm wartości na -æ iy, które czynią zadość jedno- 
cześnie obu równaniom (1), uczynią zadość i równaniu (2), t. j. punkt, w któ: 
rym proste D, i D} przecinają się, leży na prostćj, przedstawionóćj przez 
równanie (2). Nareszcie, gdy damy na A wartość odpowiednią, równanie (2) 
będzie mogło przedstawiać pewną, jakąkolwiek zresztą, prostą; prze 
chodzącą przez punkt przecięcia się prostych D, i Dy. 

Jakoż, weźmy pod uwagę prostą, która przechodzi przez punkt prze: 
cięcia się prostych D, i Dz i nadto przez punkt, którego spółrzędne są np: 
a,y. Mamy okazać, że można dać na A taką wartość, aby równanie (2) 
przedstawiało tę prostą. Podstawiając w nie w iy zawiy 


—_D ww +vy +1 
(3) A=— D; = Ua! F ry EE 1” 
widzimy, iż ono zamienia się na 


D, __ Da 
(4) Dì D; 
i przedstawia prostą, która przechodzi i przez punkt przecięcia się prostych 
D, i D, i przez punkt «', y'. 

A zatym, jeżeli tylko damy na X wartość odpowiednią, równanie (2) 
może przedstawiać jąkąkolwiek prostą, przechodzącą przez punkt przecięcia 
się prostych (1). 

Spółrzędne w iv prostćj D są widoczne 


= 


Znajdziemy jeszcze znaczenie gieometryczne czynnika A. Dajmy że 
SD, i SD, są danymi dwiema prostymi D, =0 i D} =0, a SD jest prostą 


D = D; ++4D4=0. 
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Z punktu bieżącego P (œ, y) na prostéj D spuśćmy prostopadłe PQ, 
i PQ; na proste SD, i SD}. Oznaczając te prostopadłe przez 0, i 8, mamy 
w układzie prostokątnym, co do wiel- 
kości i co do znaku, 
y= Di 
V m+n? Vnt v? 
ngetus. HL1_ Dy 
ò, b e = 3 7 SoLL 
V UW? + 022 V Ua? + 0? 
skąd 
D, =ò, V u? + 1,3 D= A u? +v’. 
Atoli z równania 


D, +AD = 0 
wypada 
SN -ADe 
NE", 
Jest więc 
ò 
(6 A 
) ==«ż 


gdzie x=| m?pv,?: | nF o jest czynnikiem stałym i dodatnym, od 
położenia prostój D niezależnym. Wartość (6) na A wypada ujemna lub do- 
datna według tego, czy prosta SD leży wewnątrz, czytćż zewnątrz tego kąta 
między SD, i SD,, wewnątrz którego leży także początek spółrzędnych 
(art. 19). Oznaczmy przez DD, i DD, kąty DSD, i DSD, Gdy 
ò =PQ, =SPsin DD,, 8,=PQ,=SPsin DD, to 


2, _sinDD; , 
ò, "A sin DD; 
Wstawiwszy tę wartość w wyrażenie (6), mićć będziemy także 
r —_„sinDD; 
(6) ct DD; 
28. Tak samo można dowićść twierdzenia analogicznego: 
Jeżeli 
(1) P,zau+yv+1=0 i P,=qu-yv-+1=0 


są równaniami dwu punktów P, i P}, natenczas równanie 
(2)  P=P, +AP,=(a, + Aa) u + n + Aya) o+(1+3)=0, 
e czynnikiem nieoznaczonym X, przedstawia jakikolwiek punkt P na prostój, łączącć 
punkty P, i Pa. 

Istotnie, równanie (2) przedstawia, popićrwsze, punkt, gdyż jest sto- 
pnia 1-ego względem u i r. Powtóre, ten punkt leży i na prostćój przecho- 
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dzącćj przez punkt P, i na prostćj przechodzącćj przez punkt Pa, albo- 
wióm wartości na «iw, czyniące zadość jednocześnie obu równaniom (1), 
uczynią zadość i równaniu (2). Nareszcie można na à dać taką wartość, aby ró- 
wnanie (2) przedstawiało jakikolwiek punkt, oznaczony na prostéj P,P}. 

Jakoż, weźmy na prostćj P,P, jakikolwiek punkt, leżący także np. na 
prostćj o spółrzędnych w', v'. Mamy okazać, że na A można dać taką wartość, 
aby równanie (2) przedstawiało ten punkt. Wstawiając w równanie (2) w i v' 
za wiv, otrzymamy 


(3) N= P, =— as tyv 1 ytl , 
Pa aw tyw +1 
wskutek czego przechodzi ono na 
PP 
o Fi=a 
i przedstawia właśnie punkt uważany. 
Spółrzędne punktu (2) są 


> _m% a ntn, 
(65) EY ESTEA 
Aby jeszcze znaléść znaczenie gieometryczne czynnika X, oznaczmy przez 
P,P i PP, długości odcinków, na jakie punkt P dzieli odległość P,P, pun- 
któw (1). W założeniu, że układ osi jest prostokątny, mamy: 


P,P= V 2—a,)2-F (Y—vy )?> PP, = V (m—a,)? GF ah )*; 
stąd zaś wypada 


(6) =>" 


t.j. odcinki P,P i PP, będą miały ten sam kierunek, lub kierunki przeci- 
wne, według tego, czy A jest liczbą dodatną, czytóż ujemną. 
29. Aby lepićj wyjaśnić znaczenie i doniosłość tych twierdzeń, weź- 
my pod uwagę trójkąt P,P.P,. Niech 
D,=ecosq, + ysin p, —p, =0, 
Dz = 200842 + ysin Pa —Pa =0, 
D;=zcosq; + ysinqa—p = 0 
będą równaniami normalnymi boków P,P,, P,P, i P,P, tego trójkąta we spół: 
rzędnych prostokątnych, których początek przyjmujemy wewnątrz trójkąta. 
Podzielmy kąty wewnętrzne tego trójkąta linijami prostymi A, Ap, 4; tak, 
aby, przy dodatnych my, mą, ms, było 
sin Da4, : sin A, Dz = my : Mz; 
sin D4, : sin AD, =m : my, 
sin D, 4; : sin A, D3 = mą : m; 
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równania prostych A,, Az, A; będą wtedy (art. 27) 
A, Zm D — mD; =0, 
Az =m, D; — m, D, =0, 
A, =m D; — mD, =0, 
Suma tych trzech równań jest tożsamościowo równa 0, trzy proste A, Aa, Az 


przecinają się zatym w jednym punkcie (art. 26). Jeżeli te same kąty po- 
dzielimy prostymi A/,, A', A'; w stosunku takim, aby było 


sin Dal, : sin A/, D; = — m : mą, 
sin D,A', : sin A/D, =— m, : my, 
sin D,A': sin AD, = — mą : my, 


będzie wówczas 
A', =m, D; + m, D; =0, 
A' 2= = mD; + Mi = = 0, 
A; =m D, + mD, =0. 
z tych równań widoczna, że także sumy algiebraiczne 
M—45+A, A—A Fa i A —A PA 
są tożsamościowe równe 0. Mamy zatym twierdzenie następujące: 

Jeżeli kąty wewnętrzne P, Pa, P, trójkąta P P,P, podzielimy wewnętrznie 
* zewnętrznie na dwie części tak, aby wstawy tych części, co do wartości bezwzględnćj, 
były odpowiednio w stosunku m: mą, m, :m i mą:m,, to sześć prost ych, tak otrzy- 
manych, przecinają się po trzy w cztórech punktach; w jednym przecinają się proste, 
podziału wewnętrznego, a w każdym z trzech innych przecinają się dwie proste 
podziału zewnętrznego z jedną podziału wewnętrznego, 

Na bokach trójkąta P,P}, P,P,, P,P, obierzmy po dwie pary pun- 
któw I, II; IG, M; Ik, IV;, dzielących te boki wewnętrznie i zewnętrznie 
w stosunkach, których wartości bezwzględne są równe mą :ma, m, : Mig, mą: my; 
natenczas równania tych punktów podziału będą 


Il, = mP; + mP, =0, II, = mP; +- m,P,=0, II, = m,P, + mP; =0, 

mM, = = mP, = mP; = = 0, iU = mP, -s mP = = 0, Il 3= = mP, = > = 0. 
Ponieważ sumy IL, + W, + TF T, — T, + Ir 1; II, m, II, +I all, = Il, = Jl; 
są tożsamościowo równe zeru, przeto sześć punktów trzech par podziału leżą po 
trzy na cztórech prostych. 

30. D,=0, D>=0, D;=0 są równaniami trzech prostych, nie przecina- 
jących się w jednym punkcie: wyrazić równanie jakićjkolwiek innój prostéj 
D—=0 pod postacią 

xD; + %,Dą + x, Dy =0. 

Dość położyć w tym celu 

D=% D, + 2D: + xD; 
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i wyznaczyć liczby stałe %4, %2, % zapomocą trzech równań 


A =A; + MA + Aa, 
B= 4B, + %B, +B, 
0= %0, -+ C OA + Z303, 


na które roskłada się powyższa tożsamość. Te równania dają na %;, %2, %3 
wartości skończone i oznaczone, gdyż, skoro dane trzy proste D,, Da, D, nie 
przecinają się w jednym punkcie, wyznacznik 


A; , A 1 A 
B, 1 B: ? B; 
C, ? (03 ? C; | 
jest od 0 różny (art. 26). 
Podobnie okazać możemy, że jeżeli P, =0, P, =0, P}, =0 są równa- 
niami trzech punktów, nie leżących na jednéj prostćj, na tenczas równanie ja- 
kiegokolwiek innego punktu można przedstawić pod postacią 


P=x,P, +P, + 4,P;=0. 


Zagadnienia niniejsze są niezmiernćj wagi; posłużą nam one także 
przy wprowadzeniu nowego układu spółrzędnych (rozdział IV). 

31. Aby wykazać doniosłość zagadnienia art. 30, dowiedziemy nastę- 
pującego twierdzenia: 

Jeżeli dwa trójkąty P,P.P, i P',P'„P', są spółostiowe, t.j. takie, że boki 
odpowiednie tych dwu trójkątów PP, i P';P'„, P;P, i P,P',, P,P, ¿i P',P) pree- 
cinają się w trzech punktach Qi, Qa, Qa, leżących na jednój prostćj (osi), to dwa te 
trójkąty są także spółbiegunowe, t. j. proste P,P',, P;P'z, PP’, łączące 
pary odpowiednich wićrzchołków, przecinają się w jednym punkcie (biegunie), i na- 
odwrót. 

Niech D, =0, D= 0, D, =0 będą równaniami boków P,P., P,P,, P,P} 
pićrwszego trójkąta. Równanie osi można wtedy przedstawić pod postacią 
Dı + %ąDa + 44D =0. Ponieważ bok P';P' trójkąta drugiego prze- 
chodzi przez punkt Q,, w którym bok P,P, trójkąta piórwszego prze- 
cina się z osią, to (art. 27) równanie tego boku będzie kształtu 
(4,D; + 4D + %4 Ds) ++ mD, =0, lub x'D, + %4Da +D; =0. Otrzymu- 
jemy podobnie %,D; + Da + %4D,=0 i %,D; + %4 Dz + *,Dą=0, jako 
równania boków P'„P', i P,P',=0. Biorąc różnice każdych dwu z tych 
trzech równań, otrzymamy trzy równania następujące 


(4—%)D>—(45—%,)D; =0, (45—x4)D;—(%,—ż,)D, =0, 
(z —4,)D, —(4'ą—%4)Dą =0. 
Te trzy równania przedstawiają, wskutek swego pochodzenia, proste prze- 
chodzące odpowiednio przez wićrzchołki P',, P',, P'„, wskutek zaś swego skła- 
du, proste przechodzące przez wićrzchołki P,, Ps, P); są zatym równaniami 
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T, IV. 3 
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prostych P,P',, P,P', i P,P',. A gdy suma tych równań jest tożsamościowo 
równa 0, to trzy te proste przecinają się w jednym punkcie, t. j. dwa da- 
ne trójkąty spółosiowe są także spółbiegunowymi. 

Aby udowodnić twierdzenie odwrotne, t. j. że trójkąty spółbiegunowe 
są także spółosiowymi, postąpimy analogicznie, używając spółrzędnych linii 
prostćj zamiast spółrzędnych punktu. 

Niech więc P,=0, P, =0, P;=0 będą równaniami wiórzchołków trój- 
kąta piórwszego; równanie bieguna można wtedy przedstawić pod postacią 
P, + %4P3 + xP, = 0. Równania przeto wićrzchołków P',, P', P's trójkąta 
drugiego, jako punktów leżących na prostych, łączących biegun z wićrzchoł- 
kami P,, Pa, P, są następujące (art. 28): 

xP, + %aPa + Pa =0, 2,P, + * P> + 4P =0, x,P, + XP + x's Pa =0. 
Biorąc różnice każdych dwu z tych równań, otrzymamy 
(H'o—ha)Pa— (4's — r) Pa =0,  (4;—x,)P; —(*',—2,)P, =0, 
(2'i — 4) Pi —(42—%)P> =0. 

Te równania przedstawiają, ze względu na swe pochodzenie, punkty leżące 
na bokach P',P', P'„P',, P',P', a ze względu na swój skład, punkty leżące 
na bokach P;P,, P;P,, P,P}. Przedstawiają więc one punkty przecięcia się 
odpowiednich boków dwu danych trójkątów. A gdy ich suma jest tożsamo- 
ściowo równa 0, to trzy te punkty leżą na jednćj prostćj, t. j. dwa dane trój- 
kąty spółbiegunowe są także spółosiowymi. 


ĆWICZENIA. 


(13). W równaniu prostój z +- ay + 1 =0, odniesionćj do układu osi, two- 
rzących kąt 5 wyznaczyć spółczynnik a tak, aby odległość prostopadła téj prostéj 


od początku była równa Ez . 


(14). Znalóść równanie dwusiecznych kątów, zawartych między dwiema pro: 
stymi danymi, 

(15). Okazać, że dwusieczne kątów wewnętrznych i zewnętrznych trójkąta 
przecinają się po trzy w cztćrech punktach, 

(16). Znaleść równanie prostćj, łączącćj punkt (x, , y,) ze środkiem odległo- 
ści dwu punktów danych (zz, ya) i (23 , Y3). 

(17). Okazać, że proste, łączące wićrzchołki trójkąta ze środkami boków 
przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 

(18). Znaléść we spółrzędnych prostokątnych równanie prostopadłćj, spuszczo- 
nój z punktu (z; , yı) na prostą, łączącą dwa punkty dane (zz , i2) i (r ,Y3): 
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(19). Okazać, że prostopadłe.do boków trójkąta, spuszezone z wićrzchołków 
przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 

(20). Znaléść we spółrzędnych prostokątnych równanie prostopadłćj do pro- 
stój, łączącój dwa punkty dane (z, ,y,) i (£2, y2), w jéj środku. 

(21). Okazać, że prostopadłe do boków trójkąta w ich środkach, przecinają 
się w jednym punkcie. 

(22). Znaléść wartość stosunku B:A z warunku, aby prosta Az +- By + C=0 


tworzyła z prostą 2r—3y + 1—=0 kąt F 


(23). Wyznaczyć kąt między dwiema prostymi: < = 4 cos + 3 sin 


i — = 3 cos — 4sin6. 


5.18 

z: 

(24). Jeżeli tak wyznaczymy prostą, aby suma prostopadłych, z pewnych 

n punktów na nią spuszczonych, po pomnożeniu każdćj przez odpowiedni czynnik 
oznaczony, była równa 0, to taka prosta przejdzie przez pewien punkt stały. 

(25). Dane są dwie proste stałe OA i OB, przecięte trzecią AB, ruchomą, lecz 
o kierunku stałym; na AB obićramy punkt P taki, aby było AP—=nAB: znalóść 
miejsce punktu P, 

(26). Na osi r-ów jest dany punkt stały A, a na osi y-ów punkt stały B. Na 
pićrwszćj osi bierzemy punkt A', a na drugićj B' tak, aby było OA' -+ OB'—= OA +- OB: 
znalóść miejsce punktu, w którym się przecinają proste AB' i A'B. 

(27). Znalóść równanie biegunowe prostćj, przechodzącćj przez dwa punkty 
dane (ry ,6,) i (ra, Ga). b 

(28). Dane są kąty trójkąta ABC, którego wićrzchołek A jest stały, a wićrz- 
chołek B porusza się na prostćj stałćj: znalóść miejsce wićrzchołka C. 
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STOSUNEK PODZIAŁU PODWÓJNEGO. 


32. Proste, wychodzące z jednego punktu, nazywamy promieniami, 
aich zbiór pękiem promieni, punkt zaś, z którego promienie wycho- 
dzą, nazywa się wiórzchołkiem pęku. 

Jeżeli z wićrzchołka S kąta D,SDp, zawartego między promieniami SD, 
i SD, poprowadzimy jeszcze dwa promienie SD, i SD; i jeżeli promień 
SD, dzieli kąt D,SDą na dwie części, których stosunek wstaw jest A:1, 
a promień SD, dzieli tenże kąt na dwie części, których stosunek wstaw jest 
y:1, to natenczas stosunek A:y. nazywamy stosunkiem podziału po- 
dwójnego kąta D,SD; przez promienie SD, i SD4, albo stosunkiem 
podziału podwójnego pęku cztćrech promieni SD,, SD, SD;, 
SD4. Oznaczać będziemy ten stosunek przez (S. D,DD,D/), lub, krócćj, przez 
(D,D,D,D)), jeżeli nie zachodzi potrzeba wyraźnego wskazania wićrzchołka 
S tego pęku, a przez D,D, kąt D&D, zawarty między promieniami 
SD, i SDz, czyli, mówiąc krócćj, między promieniami D; i Dy. 

Według powyższego okróślenia, jest więc 


sin D,D; , sin D,D; 
sin DD; ` sin DD, 


(1) (D:D:D;D;) = 


Zauważywszy, że kąty D,D, i D:D; należy brać ze znakami przeciwny- 
mi (porządek bowiém liter wyraża tu kierunek obrotu promienia ruchomego, 
opisującego te kąty), łatwo sprawdzić równości następujące: 


(2) (D:D:D; D;) — (DD,D,D;) —=(D,D,D,D;) = (D,D,D.D,) 


AD o = ŚĆ a 
~ (D;D,D,D,) ia (D,DzD,D;) cą (D:D:D, Dz) > (D,D,D.D,) 
Tak np. 
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_ sinD,D, sinD4D; _ sinD,D, | sinD,D, 
(DD,D.D)="—P, * in DJD, DD, * sn DD, 
__sinD,D;  sinD,D4 _ 
"sm B;D,. "mpB;D F 
_ sinD.Dą  sinD,D, _ sinD,D> , sin D4D> 
P:DDDJ=RDD, * GoD, DD, DD, 
—_ sin D,D, , sinD,D, _ zi 
-sinD,D;  sinD,D,  (D,D,D,D,)* 


(D,D,D,D,), it. d., 


i t. d. 


Z wyrażenia (1) widzimy jeszcze, że stosunek podziału podwójnego jest 
dodatny albo ujemny, według tego, czy promienie D, i D, dzielą kąt D,D; 
oba wewnętrznie, lub oba zewnętrznie, czytóż jeden wewnętrznie, a drugi 
zewnętrznie. 

33. Zbiór punktów, leżących na jednćj linii prostćj, nazywamy sze- 
regiem prostolinijowym punktów, albo krócćj, szeregiem pun- 
któw. Prosta, na którćj ten szereg punktów leży, nazywa się podsta- 
wą szeregu. 

Jeżeli odcinek P,P, podstawy, zawarty między punktami P, i P}, jest 
podzielony przez punkt P, w stosunku X:1, a przez punkt P, w stosunku 
p:1, natenczas stosunek A:p. nazwiemy stosunkiem podziału podwój- 
nego odcinka P,P, przez punkty P, i P,, albo stosunkiem podzia- 
łu podwójnego szeregu cztérech punktów P,, Pa, Pa, P;; ten sto- 
sunók oznaczać będziemy przez (P,P;P;P;). 

Według tego okrćślenia, mamy 


—_P,P;  P,P, 
(1) (P,P.P,P,)=p_p, * P,P, 
Ponieważ P,P, = — P,P; (porządek bowićm liter wyraża tu kierunek 
ruchu punktu, króślącego te odcinki), więc 
(2) (P,P,P,P,) = (P,P,P,P;) = (P;P,P,P.) = (P,P;P.P,) 
1 1 1 1 


- (BP, P;P.) — (P,P,P,P,) — (P,P,P,P;) (P,P, P,P) 


Z wyrażenia (1) widzimy, że stosunek podziału podwójnego wypadnie 
dodatny albo ujemny, według tego, czy punkty P, i P, dzielą odcinek P,P, 
oba wewnętrznie, lub oba zewnętrznie, czytćż jeden wewnętrznie, a drugi 
zewnętrznie. 

34. Niech 
(1) D,=A,r + By +0,=0 i D;=Azc+- Bzy +0 = 0 
będą równaniami promieni $D, i SD}; równania promieni SD, i SD, można 
wtedy wyrazić przez (art. 27) 

(2) D,=D, +4D=0 i D,=D, +D, =0. 
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Ponieważ (art. 27) 


a „SMD sin D,D; —_„sinD D; 

cz *sin D,D,’ PFR sin DD 
gdzie x= \ A,?+B,? : V A;?+ Bą?, to stosunek podwójnego podziału 
pęku promieni D;, Dz, Dy, D; wyrazi się 
(3) (D,D,D,D,) =À: t. 
Zależy więc on tylko od stosunku czynników A i p, wchodzących w równa- 
nia promieni D, i Dy, złożone z równań promieni D, i D}. 

Jeżeli równania wszystkich cztórech promieni są złożone z równań dwu 

pewnych promieni D', D',, t. j. jeżeli 
(4) D, =D', + AD = 0; D;=D' + uDz=0, 
(5) D; =D', -H ND ==0, D; =D + wD’ =0, 
to, chcąe wówczas otrzymać wartość (D,D,D,D;), należy równania (5) spro- 
wadzić do kształtu (2), t. j. złożyć je z równań promieni D, i Dz. Podsta- 
wiając w tym celu w równania (5) wartości na D', i D', wypływające z wy- 
rażeń (4), t. j. 


D, = "m= z : D,= ym 
otrzymamy 
D, = — (6-3) D, +  — A —K) Dz, (B= p) D, + (p —4) Dz. 
Joi a A 
Równania więc (4) i (5) można zastąpić przez równania 
(4) D,=0, D;=0, 


(6)  D,=(p—X)D,+0'-23)D,=0, D,=(u-p') D, +- (u —3) Da = 0, 
z których wynika 
„BoA 
(6) DDD D= : =p 
35. Niech. 
(1) P,=L,u + Myv++N,=0 i P =L + Mw +N: =0 


będą równaniami dwu punktów P, i P}. Równania punktów P, i P, na 
prostéj, przez P, i P, przechodzącéj, wyrazić można przez 


(2) P,=P, + AP = 0 i P,=P, + uP: =0. 
Ponieważ (art. 28) ° 
Ez Piba 
C atia Bp, 
więc 
(3) (P,P,P,P,) =: u; 
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stosunek zatym podziału podwójnego szeregu punktów P,, P>, Pa, P, zależy 
jedynie od stosunków liczb à i p, wchodzących w równania punktów P; i P4, 
złożone z równań punktów P, i P}. 

Jeżeli równania cztórech punktów dane są w postaci 


(4) P,=P' -+ AP' z; =0, P+=P' -4 uPiz=0, 

(5) P; =P', -H XP = 0; P, = IB -- wu P'z—=0, 

natenczas, takim samym sposobem, jak w art. 34, znajdziemy, że 
NX gia. 

6 P,P;P;P,)= ; i 

( ) ( 1+2*3 )= y= FET p p 


36. Weźmy pod uwagę cztćry promienie pęku 
(1) D,=0, D=0 D;,=D, +-1D2=0, D,=D, + mD, =0 
i cztćry punkty szeregu 
(2) P,=0, P;=0, P;=P,--AXAP;=0, P,=P;, + nP; =0, 


oraz załóżmy, że P, leży.na D,, P, na Da, P, na D, P, na D4. 
Spółrzędne punktów (2) są odpowiednio 


zdr, REL RE, ya = zgi 
Ni N N; N, 
n=, „_M+AM, „lute, „M+M, 


N+M OONAN, "' NN "O NFN, 
Podstawmy te wartości za æ iy w odpowiednich rówaniach (1); otrzymamy 
A,L, + B,M, + ON, =0, 
AL; + BM; + CN = 0, 
(A, + IA) (Li+ XL) + (B, +- B3) (M, +AM3) + (Ci + 102) (N, + ANz)=0, 
(A, + mA) (Li +L) + (B, +mB2) (M, +- pMz) + (C, + mC2) (N, + Nz) =0. 
Ostatnie dwa równania warunkowe przywodzą się, wskutek dwu pićr- 
wszych, do: 
A (AL; + BiM: + C,N») + /(AaL, + BM, + 02N,) =0, 
u (AL; + B, M, + C,N3) + m(A2L, + BM, + CzN,) =0, 


z których wypada ` GABINET MATEMATYCZNY 
=" czyli z=< Tawarzystwa Naukowego Warszawskiegi 


t. je stosunek podziału podwójnego promieni (1) jest równy stosunkowi po- 
dzialu podwójnego punktów (2). 

A zatym: jeżeli cztéry promienie pęku przetniemy prostą poprzeczną, to stosu- 
nek podziału podwójnego promieni jest równy stosunkowi podziału podwójnego pun- 
któw przecięcia. 

37. Trzy proste, wychodzące z jednego punktu, lub trzy punkty na 
- jednćj prostćj wyznaczają czwartą prostą, wychodzącą z tegoż punktu, lub 
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czwarty punkt na tćjże prostćj, tworzące, wraz z trzema danymi, pęk pro- 
mieni, lub szereg punktów, o pewnym, zgóry danym, stosunku podziału 
podwójnego. Jeżeli bowićm stosunek podziału podwójnego cztérech promieni 
peku (4) i (5) w art. 34, lub cztćrech punktów szeregu (4) i (5) w art. 35, 
Jest dany i równy x, to wtedy, ze związku 


N-A i uh 

X pop” 
mając dane trzy liczby stosunkowe X, p, X*', możemy wyznaczyć czwartą, w. 

Ten czwarty promień, lub czwarty punkt można znaleść przez wykrć- 

ślenie w sposób następujący. — Niech (fig. 13) SD, SD», SD, będą trze- 
ma promieniami danymi, SD, niech będzie promienier: szukanym, mającym 
uczynić zadość warunkowi (D,D>D,D,)==z. Poprowadźmy poprzeczną; 
przetnie ona te promienie odpowiednio w punktach P,, P>, Pa, P, i naten- 
czas (art. 36) także (P,P,P,P,)=x. Poprowadźmy jeszcze drugą poprze- 
czną, równoległą do jednego z danych promieni, np. do promienia SD;. Ta 
poprzeczna przetnie promienie SD, i 
SD, w punktach P', i P',, promień SD; 
w punkcie nieskończenie odległym 
(œ) a promień szukany w pe- 
wnym punkcie P', i również będzie 
(P,P'z00P',)= 2. Lecz(a0P'+=—P', w) 
P' ow i P pie Pipi 


PPP): Pp P p 
czyli 
A PP' 
N PP, ** 
M Stąd zaś, z uwagi, iż 
ET PP, = PrP —P,P*, 
wypada 


PP L. rz P'P',. 


Fig. 13. Jeżeli więc na poprzecznćj P',P', wy- 
znaczymy punkt P', taki, aby 


PP, > l a=: . 1 —%, 


i połączymy go z punktem S, to promień P',Ń będzie czwartym promieniem 
szukanym, gdyż (D,D.D,D,)=x, i przetnie pićrwszą poprzeczną w pun- 
kcie P, tak, iż (P,P,P,P,)=ż. — Gdybyśmy mieli dla trzech punktów 
danych P,, Pi P, znalóść taki czwarty punkt P,, żeby (P,P,P,P,)=2, 
to połączylibyśmy punkty P,, Pa, P, z jakimkolwiek punktem S, nie leżą- 
„cym na podstawie tego szeregu, a następnie postąpilibyśmy tak, jak poprze- 
dnio, przy odszukiwaniu czwartego promienia. 
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PODZIAŁ HARMONICZNY. 


38. Cztćry promienie pęku, lub cztéry punkty szeregu nazywamy har- 
monicznymi, jeżeli ich stosunek podziału podwójnego jest równy — 1. 
Cztóry promienie D;, D23, Da, D; są więc harmoniczne, jeżeli 


sin D:D, sin D,D; r, 


í) sin D,D, sin D,D; ch 0, 

a cztćry punkty P,, Pa, Po, P, są harmoniczne, jeżeli 
c P, P; P,P, a= 

A BP, * BB" 


Wiemy już (art. 32 i 33), że 
(D,D>D,D,) = (DD, D,D;) = (D,D,D,D;) = (D,D:;D:D,) 
= (D:D, D;D;)= (D,D;,D,D;) = (D: D:D, D2) = (D4D,D,D,) =— 1, 
jak również 
(P,P,P,P,) = (P,P,P,P,) = (P,P,P,P,) = (P,P,P;P,) 
= (P,P,P,P,) = (P,P-P,P;) [== (P,P,P,P>) = (P;P,P.P,) = = 


Wynika z tego, że, gdy jest mowa o cztćrech promieniach lub cztćrech pun- 
ktach harmonicznych, to nićma co brać pod uwagę uporządkowania wszyst- 
kich cztćrech promieni lub cztórech punktów, lecz tylko ich podział na dwie 
pary Dı, D} i Dy, D; lub P,, P, i Py, Pa; dlatego używać będziemy wyra- 
żenia: dwie pary promieni D,, Dz i Dy, D; lub dwie pary pun- 
któw P,, P,iP,, P, są harmoniczne lub harmonicznie ze sobą 
sprzężone. 

Ze wzoru (1) czytamy, że jeden z dwu promieni D, i D, dzieli kąt mię- 
dzy promieniami D, i D, wewnętrznie, a drugi zewnętrznie; jeżeli bowićm 
EDPS’, to odpowiednio EDZ 0. Nadto, jeżeli / D,D} =0, wtedy 
także / D,D; = 0, jak również, jeżeli / D,D,=0, wówczas także / D;D}=0, 
t. j. jeżeli promień D, przyjmie kierunek promienia D, lub D,, wtedy z tymże 
samym promieniem D, lub odpowiednio D, zejdzie się także promień D;. Na- 
reszcie, jeżeli / D,D; = / D;Dy, wtedy / D,D; = — / D,D, t. j. jeżeli pro- 
mień D, jest dwusieczną kąta D,SD,, wtedy promień D, jest dwusieczną 
kąta, spełniającego kąt D,SD, do z; promienie D, i D, będą w tym przy- 
padku do siebie prostopadłe. 

Z równania zaś (2) wynika, że jeden z punktów P, i P, dzieli odcinek 
P,P, wewnętrznie, a drugi zewnętrznie; jeżeli bowićm PPS 

P,P, < 


dnio PP. >Ù Nadto, jeżeli P,P, =0 lub P,P, =0, wtedy także odpowie- 
afa 


0, to odpowie- 


dnio P,P, =0 lub P,P,=0, t.j. jeżeli punkt P, zejdzie się z punktem P, 
lub P}, wtedy w tymże samym punkcie znajdzie się także punkt P,. Nareszcie, 
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jeżeli P,P, =P,P,, wtedy P,P,=— P,P+ P,PY, t.j. jeżeli punkt P, znaj- 
duje się w środku odcinka P,P, to punkt P, leży na prostćj P,P, w nie- 
skończonćj odległości. 

39. Rozumiejąc przez R, i Rọ wyrażenia stopnia l-ego bądźto wzglę- 
dem spółrzędnych punktu r i y, bądźtćż względem spółrzędnych linii prostćj 
uiv, będziemy mogli zapomocą układu równań 
(1) R,=0, Rz=0; R, = R, + ARR = 0, R, = R, +yRa =0 
przedstawić tak cztóry promienie jednego pęku, jak i cztóry punkty jednego 
szeregu. 

Według powyższego okróślenia, pary elementów (promieni lub pun- 
któw) Ry, Ra; Ry, R, są harmoniczne, jeżeli (art. 34 i 35) 

(2) XA-+yu=0 t.j. p=—. 
Równania dwu par elementów harmonicznych można zatym sprowadzić do 
postaci: 
(3) R, =0, Rą=0; RER, + ARZ=0, R, = R, —ARZ=0. 
Jeżeli równania dwu par elementów są dane w postaci 
R,=R' +AR =0, R;=RV + pR'z =0; 
R;=R',+XR,=0, R;=R,+p'R„=0, 
natenczas te pary będą harmoniczne, jeżeli (art. 34 i 35) 
NA puk __ z 
PERU zg czyli 
1 
(5) a= gA te) Wru) + Na =0. 


(4) 


Jeżeli więc są dane trzy elementy, to można znalóść czwarty (ale tylko jeden), 
który z jednym z danych tworzy parę harmonicznie sprzężoną z parą pozo- 
stałych dwu elementów danych. Gdy bowićm są dane trzy liczby stosunkowe 
À, p, X', natenczas z równania (5) można obliczyć wartość czwartćj w. 

Czwarty element, który z trzema danymi tworzy dwie pary harmoni- 
czne, znajdziemy przez wykróślenie sposobem, podanym w art. 37. Inny 
sposób wypadnie z rospatrzenia własności harmonicznych czworoboku i czwo- 
rokąta zupełnego. 

40. Czworobokiem zupełnym nazywamy figurę utworzoną przez 
cztéry proste, z których jakiekolwiek trzy nie przechodzą przez ten sam 
punkt. Te cztćry proste D,, Dy, Da, D; zowią się bokami czworoboku (fig. 
14). Boki czworoboku zupełnego przecinają się po dwa w sześciu punktach, 
które nazywamy wiórzchołkami czworoboku. Punkt przecięcia się boków 
D; i D; oznaczymy przez Au, wićrzchołkami czworoboku będą zatym pun- 
kty Ao, Aqy, Ai An, Az, Ayı Tak oznaczywszy wićrzchołki, możemy je 
zebrać we trzy pary Ap, Ax; Ap, Az; Ain Az tak, aby punkty tćj samćj 
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pary nie miały spólnego wskaźnika. Te trzy pary wićrzchołków są trzema 
parami wićrzchołków przeciwległych. Należy zauważyć, że na każdym boku 
leżą trzy wićrzchołki, 
mające jeden wskaźnik 
spólny. Proste, łączące 
pary wićrzchołków A 
i Azs An i Aa, An 
i Aga, Oznaczymy przez 
DD, D'y; są one 
przekątnymi czworo- 
boku. 

Niech D, =0, 
D+=0, D;=0, D;=0, sza 
D;=0,.D4=0 D';=0 
będą równaniami bo- 
ków i przekątnych 
czworoboku zupełne- 
go. Ponieważ prze- 
kątna D', przechodzi 
przez punkt A, i 
przez punkt A34, prze- 
to jéj równanie można 
przedstawić pod po- Fig. 14. 
stacią 


(1) D' =m,D, + mD, =0 
i pod postacią 
(2) D', =m4D; + mD, =0. 
Mamy zatym tożsamość 
mD; + mD = mD; + m4 Dy, 


z któréj wynika 
(3) m,D, — mD =m,D; — mD, i 
(4) m, Dı — mD; = mD} — m Da. 8 


Równanie m, D, — m, D, =0 przestawia prostą przechodzącą przez Aa, 
a równanie mD, — mą Da =0 przedstawia prostą przechodzącą przez Any. 
Gdy, według (3), pićrwsze strony tych równań są tożsamościowe, przeto oba 
przedstawiają tę samę prostą, t. j. przekątną D'; mamy zatym: 


(5) D'; = my Dy za m D; — MD; anr m Dz z0; 
Znajdziemy taksamo, zapomocą tożsamości (4), 
(6) DL = mD, = MD; = m Dy GF Ma Da = 0. 


Ze związków, (1), (5) i (6) wypływa 
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D', + D»=m,D, -m,D,=0, D', — D'= mD, + m, Da =0, | 
(7) Di + D’; = m,D, + mą Dz = 0, DY — 55 = mD, + mą D; s&p; 
D', + D';=m,D, —mD:=0, D',— D';= mD; — mD}, = 0. 


_ Oznaczmy przez B,, Ba, B; punkty przecięcia się par przekątnych 
D, i D's, D, iD, D', i Dy. Łatwo spostrzeżemy, że równanie D', + D+ =0 
(lub m,D, + m,D, =0) przedstawia prostą BzAy4, a równanie D', —D;>=0 
(lub mD, + mD) prostą BA, Podobnie równanie D', + D'„ =0 przed- 
stawia prostą BA, a równanie D', — D',=0 prostą BzA,. Nareszcie 
równanie D', + D',=0 przedstawia prostą B;,A, a równanie D', — D;=0 
prostą B,A,,. Podług zaś wzorów (3) w art. 39 pary prostych 


(8) D' ==0; D+=0; D +D'=0, D', —D',=0, 
(9) D,=0, DZ, D FD;=0 DD, -Ds=0, 
(10) D;=0, D„=0 D;+D;=0, D',— D, =0, 


są parami promieni harmonicznymi. Mamy zatym twierdzenie: 

W czworoboku zupełnym każde dwie przekątne tworzą z prostymi, wychodzą- 
cymi z punktu ich przecięcia się do dwu wićrzchołków pozostałych (t. j. do tych, które 
nie leżą na tych przekątnych), dwie pary promieni harmoniczne. 

Poprzeczna przecina pęk dwu par promieni harmonicznych w dwu parach 
punktów harmonicznych (art. 36); mamy więc jeszcze twierdzenie następujące: 

Wićrzehołki czworoboku zupełnego, leżące na każdćj przekątnćj, tworzą z pun- 
ktami przecięcia się jéj z dwiema, przekątnymi pozostałymi dwie pary punktów har- 
moniczne, 

Uważmy nareszcie, że także wićrzchołki A;;, A2, tworzą z wićrzchoł- 
kiem Ay i z punktem, w którym bok D, przecina prosta B;A,,, dwie pary 
punktów harmoniczne. Ogólnie więc, jeżeli iklm przedstawia jakąkol- 
wiek przemianę liczb 1, 2, 3, 4, 

Na każdym boku czworoboku zupełnego wićrzchołki Ax i Ag tworzą z wićrz- 
chołkiem Aim i z punktem, w którym bok D; przecina prosta, łącząca wićrzchołek 
Au z punktem przecięcia się przekątnych przechodzących przez wićrzchołki Ay i Ag, 
dwie pary punktów harmoniczne. 

Jakoż, według powyższych wzorów, równania np. promieni AA», 

„ AnAzs A,B, A„Az3 Są 
D,=0, D,=0 D, + Ds =m,D, +- m,D4=0; D';=m,D, — m,D+=0, 


z których widzimy (art. 39), że te promienie tworzą dwie pary promieni har- 
moniczne. 

Z tych twierdzeń wypada następujący sposób wykróślenia czwartego 
punktu lub promienia harmonicznego do trzech danych punktów lub pro- 
mieni. Aby znaleść czwarty punkt harmoniczny dla trzech danych A, B, C, 
dość, wziąwszy (fig. 15) dowolny punkt D zewnątrz prostćj ABC, poprowadzić 
proste AD, BD, dowolną poprzeczną CEF i proste AE, BF, DG; prosta DG 
przetnie ABC w punkcie żądanym H. Aby zaś znalóść czwarty promień har- 
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moniczny do danych DA, DB, DC, należy przeciąć je poprzeczną np. w A, 
B, ©; następnie z C poprowadzić dowolną 
prostą CEF i proste AE i BF: prosta DG 
będzie żądanym czwartym promieniem har- 
monicznym. 

41. Czworokątem zupełnym 
nazywamy figurę, utworzoną przez cztćry Z 
punkty P,, Pa, P}, P,, z których trzy jakie- 4 H B (4 
kolwiek nie leżą na téj saméj prostéj (fig. 
16), i przez sześć prostych Liz Luz, Lis 
Las, Los, Los, łączących je po dwa. Punkty P zowią się wićrzchołkami 
a proste L bokami czworokąta. Pary boków Lys, Lg; Lys, Liz; Dis Los 
zowią się parami boków przeciwległych, a punkty przecięcia się tych par bo- 
ków przeciwległych, P',, P'„, P';, punktami paskaa czworokąta. 

Jeżeli 


Pr=z0 RZE BZU, P,—0, 
P= Ps=0, FS=0 

są równaniami wićrzchołków i 

punktów przekątnych czworoką- 

ta, to znajdziemy podobnym 

sposobem, jak w artykule poprze- 


Fgi. 15. 


dzającym, że, przyjąwszy R N 

(1) P,=m,P, + maPą =m,P, + m,P, =0, | > 

będzie AS. 

(2) Pz=m,P, — mP, =m,P, — mP, =0, S 
(3) P',=m, P, — mP = mP — mP, = 0. AN 
Następnie otrzymamy Fig. 16. 


P' + P'=m P, +-m,P,=0, P', —P'z=m4P; + mP =0, 
(4) P', + P';=m,P, -- mP, =0, P', —P'; = mP, + mP, =0, 
P;,+P;=m,P, mP, =0, P'+—P';=m,P; — mP, =0. 
Trzy więc grupy po dwie pary punktów: 
P'y=0, Pz=0; P', +-P'+==0, P, — P+ == 0, 
Br =0, PZ 0; Bi + P', ==; Ph — P= 0, 
P;>=0, P'a = 0; P's + P's =0, P'a — P= 0 
są harmoniczne. Wypadek ten możemy wypowiedzićć jako twierdzenie, które 
wszakże od poprzedniego będzie się różniło tylko odmiennym wysłowieniem. 
42. Równania (art. 38) 
(1) * sin D:D; sin D,D; P,P, + R P,P,__ 
sin D,D} — sin D, Da BO EM 7 
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okróślające dwie pary promieni i dwie pary punktów harmoniczne, sprowa- 
dzimy do dwu uwagi godnych postaci. 

Weźmy naprzód równanie (1). Kładąc /D,D+=4, / D,D;=4,, 
Z D,D, =, skutkiem czego / D,D>=/ D,D: — Z D,D; =4 — 4,, 
Z D,D> = Z D,D: — Z D:D =4 —t, otrzymamy 


ED + (EJ = 0, czyli siny, sin(4 — 42) + sin4ą sin (4 — 4, ) 0. 


Rozwinąwszy i podzieliwszy przez sin siny, sint, znajdziemy 
2 1 1 
3 NE A m A 
6) tg y igh * tg 
Jeżeli zaś przez D oznaczymy dwusieczną kąta D,D, to, kładąc 
¿Z DD, =— / DD, =g, Z DD; =Q; Z DD, = fa skutkiem czego 
Z D:D; =/ DD, — £ DD, =q, +4, Z D:D:-=Z DD, — L DD, =Ẹ— fi, 
Z D,D, =Z DD, — £DD, =f +9, / D,D>=/ DD, — L DD, =9— 9n 
mićć będziemy, według wzoru (1), 
sin(g+9) , Sin (9) 
sin(ę —,)  sin($ — ga) 
sin (ę, + 9) sin (9 — $2) + sin (92 + 9) sin (9 — g,) = 0, 
skąd wypada 


(4) tg% =tg p, tg a. 


Podobnie postąpimy z wzorem (2). Niech P,P, =r, P,P, =r, P Pi'a 
to P;P+=P,P, — P,P; =r —»,, PPa =P,P,—P,P,=r — r i 


=0, czyli 


ri Ta 


lub 
; > AUS I 1 
(5) ryt 


Jeżeli zaś przez O oznaczymy środek odcinka P,P,, to, kładąc OP, =— OP, =d, 
OP; = d, OP, = d,, wskutek czego P,P, = OP, — OP, =d + d, 
P,P, = OP; — OP; =d —d,, P,P,=OP,— OP, =d+-d, P,P,=OP; — 
— (OP, =d— da, mićć będziemy, według wzoru (2), 


paz ża E ia ao, czyli (d+ d) (1—d.) + (A+ dz) (4—d,) =0; 
77. = "JI. 

skąd 

(6) di. 


Wzory (5) i (6) można wyprowadzić z odpowiadających im wzotów (3) 
i(4). Jakoż, jeżeli pęk promieni harmonicznych D,, Da, Ds, D, (fig. 17 
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i fig. 18) przetniemy poprzeczną prostopadłą do D,, lub prostopadłą do dwu- 
siecznéj D kąta D,D, mićć będziemy 


\ 
Ñ 
SĘ a 
KRK 
TAN 
* + % NO 
W R 
D, Dz; D, Dy 
Fig. 17. Fig. 18. 


w piérwszym razie (fig 17) 
P:P; 
P,S ” 


PP; 


P,P : 
P.S ’ teD,D; = t t.j. 


tgD,D, = tgD,D;= PS " 


z r r. 
pii o " "steóp ną, (Plr BY 


a podstawienie tych wartości na tgy, tgty, tgdz w (3) da nam wzór (5). 
W drugim zaś razie (fig. 18) będziemy mieli 


05 OP; t.j 


tgDD, = tgDD, = 08. , 


*, tgDD, = gg", tgDD,=pg" 


OP. 
Je i 
d 
tep = gp. t= gg n= EP 
a podstawienie tych wartości na tgo, tg, tg, w (4) da nam wzór (6). 


INWOLUCYJA PAR PROMIENI I PAR PUNKTÓW. 


43. Jeżeli D, i D',, Dzi D;, D, i D,,... są parami promieni tego sa- 
mego pęku, a DD,, DD, DD}, DD, DD,, DD';,... są kątami, które te pro- 
mienie czynią z tym samym promieniem D tegoż pęku, à zaś jest pewną 
liczbą stałą, to, wrazie, gdy 
(1) XA =tgDD, . tgDD', =tgDD,.tgDD'+=tgDD, .tgDD;=..., 
mówimy, że te pary promieni D, iD, Dzi D', Dsi D,... tworzą inwo- 
lucyją (kwadratową); promień zaś D nazywa się osią inwolucyi. 

Stosownie do tego, czy A jest liczbą rzeczywistą, czytćż urojoną, a więc; 
czy X? jest liczbą dodatną, czytóż ujemną, promienie każdćj pary będą leżały 
po jednćj stronie lub po stronach przeciwnych osi D; w pićrwszym przy- 
padku inwolucyja zowie się hiperboliczną, w drugim zaś elipty- 
czną. 
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Jeżeli inwolucyja promieni jest hiperboliczna, to istnieją w tym pęku 
dwa takie promienie rzeczywiste, z których w każdym schodzą się z sobą oba 
promienie pary, t.j. które przedstawiają prom ienie podwójne in- 
wolucyi. Jakoż, równanie 
(2) X2=tgDA.tgDA 
daje dwa promienie A, i Ap, dla których 

tgDA,=+4h i tgDAa=—A. 


Te dwa promienie podwójne A, i A, nazwiemy promieniami asym- 
ptotycznymi inwolucyi promieni. Inwolucyja eliptyczna nie posiada pro- 
mieni asymptotycznych, albo raczój są one dla nićj urojone. 

Promienie asymptotyczne inwolucyi promieni leżą symetrycznie wzglę- 
dem osi, a nadto, ponieważ, według (1) i (2), 

tg?DA=tgDD, .tgDD', =tgDD;.tgDD';=..., 
każda (art. 42) para promieni inwolucyi, D, i D/,, Dzi Dy, Ds i D',..., jest 
harmonicznie sprzężona z parą jéj promieni asymptotycznych A, i Ay. 

44. Jeżeli P, i P',, P, i P', P, i P';,... są parami punktów tego sa- 
mego szeregu a O takim punktem na jego podstawie, iż 
(1) 42=OP, .OP', =OP,. OP; =OP;.OP;=..., 
to mówimy, iż te pary punktów P,iP',„PziP', Ps i P's... tworzą inwo- 
lucyją (kwadratową); punkt zaś O nazywa się środkiem inwolucyi. We- 
dług tego, czy A jest liczbą dodatną, czytćż ujemną, punkty jednćj pary bę- 
dą leżały po jednćj stronie lub po stronach przeciwnych środka inwolucyi. 
W piórwszym przypadku inwolucyja punktów jest hiperboliczną, w dru- 
gim eliptyczną. 

Jeżeli inwolucyja punktów jest hiperboliczna, to istnieją w szeregu 
dwa punkty rzeczywiste, z których w każdym schodzą się z sobą oba punkty 
pary, t.j. które przedstawiają punkty podwójne inwolucyi. Z równa- 
nia bowićm 


(2) %3=OII.OII 
wypada i i 
OIl, =+, OM =— À. 
Te dwa punkty II,, Il, nazwiemy punktami asymptotycznymi inwolu- 
cyi punktów. Jeżeli inwolucyja jest eliptyczna, punktów asymptotycznych 
nićma, albo raczój są one wtedy urojone. 
Wskutek (1) i (2), mamy 
O= OP, . UP: =0P, . OPO OP; . OPZE: ..y 
a zatym (art. 42), każda para punktów inwolucyi P, i P' Pi P's 
P,iP',,... jest harmonicznie sprzężoną z parą jéj punktów asymptotycznych 
II, i TI, które leżą symetrycznie względem środka inwolucyi. 
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Z tego, cośmy powiedzieli o inwolucyi promieni i punktów, wypada, że 
pęk inwolucyjny przecina każdą poprzeczną w szeregu inwolucyjnym. Pun- 
kty przecięcia się poprzecznój z osią i z promieniami asymptotycznymi pęku 
inwolucyjnego są odpowiednio środkiem i punktami asymptotycznymi szere- 
gu inwolucyjnego. 

45. Jeżeli przez S, i Sz oznaczymy wyrażenia stopnia 1-go wzgłędem 
spółrzędnych punktu, æ i y, lub względem spółrzędnych linii prostćj, « i v, 
natenczas równania z czynnikami nieoznaczonymi 4; i X; 

(1) R,=S, + A$2=0, R;=8, +3X,8,=0, 
gdy w nich wskaźnikowi ¿ będziemy nadawali coraz inne wartości: Ly2yY 84: , 
będą przedstawiały pary elementów tego samego układu, t. j. pary promieni 
tego samego pęku, lub pary punktów tego samego szeregu. 

a. Te pary elementów tworzą inwolucyją, jeżeli istnieje jedna para 

elementów 


(2) R=$S, + AS, =0, R =$ + A'S, = 


która z każdą z par (1) jest harmonicznie sprzężona. Według wzoru (5) w ar- 
tykule 39, para elementów (1) jest harmonicznie sprzężona z parą (2), jeżeli 


(3) | "Ue: U HNJ AHAN FAN = 0. 


Podstawiając tu i=1, 2, 3,..., otrzymamy warunki, aby pary elementów 
(1), przy i=1, 2,3,..., tworzyły inwolucyją, którćj elementami asympto- 
tycznymi są elementy (2). 3 
b. Jeżeli dwie pary elementów (1) są dane, 

R, =S, + NS, =0, R,=S --A,8 =0; 

R =S, + hS> = 0, R',=S, +A,8, =0, 
t. j. jeżeli są dane wartości czynników X, X, X, Xp, to wówczas nietrudno 
wyznaczyć parę elementów (2), harmonicznie sprzężoną z każdą z dwu da- 
nych par. Z równań bowićm, odpowiadających równaniu (3), 


AN -U + X) (a + X) + Ñi AI ZU, 


(4) 


(5) 

Gi zla +) A+) + A; =0, 
wyznaczymy 
(6) dA+N=a i MN=b 
spółczynniki więc A i X' są pierwiastkami równania kwadratowego 
(7) 22 — az +- b =0. 


c. Jeżeli dane są dwie pary elementów inwolucyi, to, nie wyżnaczywszy 
uprzednio pary elementów asymptotycznych tój inwolucyi, możemy dla do- 
wolnie wziętego elementu odnalćść taki, któryby z nim przedstawiał parę ele- 

4 
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mentów tój inwolucyi. Jeżeli bowióm do par elementów (4), zapomocą któ- 
rych moglibyśmy wyznaczyć parę elementów asymptotycznych (2), dołączymy 
dowolnie wzięty element R, i szukany element R', trzecićj pary, 


(8) R,=5, +hS,=0, R,=$, + XA,82=0, 
to natenczas mićć będziemy, według (3), 
(9) we 0, +X)0+%) FaN =O. 


Rugując zaś z równań warunkowych (5) i (9) dwie liczby XX i à 4+)', wcho- 
dzące w nie w stopniu l-ym, otrzymamy związek między czynnikami 4,, 
Ni hay Na hy UE 
(10) da H A'i 1 =0, 
MA'a, Aa Na, 1 
| dag, As FA's 1 


który nam dozwala z pięciu danych czynników X, M'i, ha, A'a, às obliczyć 
wartość czynnika X;, wchodzącego weń w stopniu l-ym, a wyznaczającego 
szukany element drugi trzecićj pary. 

Wynika z tego, że dwie pary elementów inwolucyi w zupełności ją wy- 
znaczają, t.j. dla jakiegokolwiek elementu można odnalóść drugi element 
jego pary. 

46. Jeżeli R=0 i R'=0 są równaniami pary elementów asympto- 
tycznych, to równania trzech par składników, tworzących inwolucyją, można 
przywićść do postaci 


(U) R-AR=0, R+AR'=0; RXR'=0, R+AR'=0; 
R—AR=0, REARS O. 


Kładąc 
() R-AR=L_, BIWW, BZU 
zd Teh RoN 
otrzymamy, jako równania piérwszych elementów par (1), 
(3) =, U;=0, U,=V. 


Wyznaczywszy zaś Ri R' raz z drugiego i trzeciego, następnie z trzeciego 
i piórwszego, nakoniec z pićrwszego i drugiego z równań (2) i wstawiając 
wartości otrzymane w równania drugich elementów odpowiednio pićrwszćj, 
drugićj, trzecićj pary (1), sprowadzimy te równania do następujących: 


(4) U, WLI U_U_y 
z h Pa b Pa Va 
gdzie 
„hh, ,_h=h Nd a dą 
4 REREN begin! MTAFA 
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Uważmy, że z równań (2) wypada 
(6) U, + U; + U, =0, 


co wskazuje, że równania (2) nie są niezależne ze względu na R i R', a przeto; 
że dwa którekolwiek z nich dają zawsze te same wartości na RiR'.. Ró- 
wnanie (6) wyraża zarazem, że trzy elementy (3) należą do jednego układu, t.j. 
że trzy promienie (3) przechodzą przez ten sam punkt, lub że trzy punkty (3) 
leżą na téj samćj prostćj. Podobnie, ponieważ suma lewych stron równań 
(4) jest tożsamościowo równa 0, więc e trzy elementy (4) należą do jedne- 
go układu i tego samego, co układ elementów (3). Widzimy zatym, że równa- 


nia trzech par elementów, tworzących inwolucyją, możemy zawsze sprowa- 
dzić do postaci: . 


U, = 0, U; = 0, U; = 0; 
0) U. SEZ A E ERU 
Ha Ha Ha Ha Ua H2 


Równania jednéj kolumny przedstawiają tu elementy jednéj pary. 

47. a. Weźmy czworobok zupełny (art. 40) o wićrzchołkach przeciwle- 
głych Ai Ap, An i Azı, As i Aj i przez nie poprowadźmy promienie 
z punktu P, dowolnie wybranego na płaszczyźnie tego czworoboku. Niech 
nadto 


(1) D,=0, D;=0, D,=0, D,=0 


będą równaniami boków tego czworoboku. Wtedy równanie promienia 
PA,,, przechodzącego przez punkt A,,, w którym przecinają się dwa boki 
D, i Dy, jest kształtu 


mD, + m,D;,=0. 
Stosunek zaś m,:m, wyznaczymy z warunku, aby prosta przechodziła przez 
punkt P. Oznaczywszy bowićm przez D', i D', wartości, które otrzymują wy- 


rażenia D, i D,, gdy za spółrzędne punktu bieżącego wstawimy spółrzędne 
punktu P, mamy 


m,D' + m,D'+ =0, skąd m,:m, = — D', :D'; 


jest więc B- — = = 0 równaniem promienia PA. Tym sposobem otrzy- 
' W2 4 


mujemy 
(2) D, _D, __ D, _D, __ D; _ Di o 
AE aE Aed A A A 
jako równania promieni PA,,, PA;,, PA3,, a 
D, D, AL. D; D, E D, Dz 
(3) DE DR Da =. 2 D;— D; 0 


jako równania promieni PA», PAs, PAi Kładąc zaś 
http://rcin.org.pl 


52 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


skutkiem czego 

Dz  D,_ PBN 17 D, D, . U. U, D, Da U, D, 
D, .D5 m w Dy D w pp D, Dz m pa 
przywiedziemy równania trzech par promieni PA,,i PA, PA, i PA, 
PA, i PA;, do kształtu 


WAR LIA U; ©. D= 0: 


Ha Ha M Mo" M le 


T'e więc trzy pary promieni tworzą inwolucyją. A zatym: pary promieni, łą- 
czące jakikolwiek punkt na płaszczyźnie czworoboku zupełnego z jego wićrzchołka- 
mi przeciwległymi, tworzą inwolucyją, 

To twierdzenie daje nam sposób wykróślenia do pięciu promieni, przeci- 
nających się w jednym punkcie, szóstego, który jest z nimi w inwolucyi. Oszczę- 
dzając miejsca, nie przeprowadzamy tu tego łatwego wykróślenia. 

Jeżeli zamiast czworoboku zupełnego weźmiemy czworokąt zupełny 
i przetniemy go jakąkolwiek poprzeczną, natenczas: trzy pary punktów, w któ- 
rych jakakolwiek poprzeczna przecina trzy pary boków przeciwległych czworokąta 
zupełnego, tworzą inwolucyją. Dowód tego twierdzenia jest taki sam, jak po- 
przedniego, jeżeli tylko w równaniach powyższych zastąpimy spółrzędne æ i y 
przez spółrzędne w i v. Daje nam ono łatwy sposób wyznaczenia do pięciu 
punktów na prostéj — szóstego, będącego z nimi w inwolucyi. 

b. Wróćmy jeszcze do czworoboku zupełnego. W każdym z jego 
wiórzchołków mamy po trzy proste, mianowicie: dwa boki i jednę z sześciu 
prostych (2) i (3). Równania sześciu prostych, czwartych harmonicznych 
do każdych trzech, przechodzących przez wićrzchołki A,,, Asu Aa; Aa, Aj; 
Aj, są odpowiednio 


DD D.B M, D 
(5) rM O p,tp, O Dtp 
WE a BD, M. DA E 
(6) D', P De D, + Ez ? D, + = R 


Suma każdéj pary równań (5) i (6), stojących tu w jednym rzędzie pionowym, 
daje toż samo równanie 
D , Di Dy „BP 

7) Do TED EP, S 
Widzimy więc, że te trzy pary prostych (5) i (6) przecinają się w trzech 
punktach, przez które przechodzi prosta (7). Mamy zatym twierdzenie: 

Jeżeli jakikolwiek punkt na płaszczyźnie czworoboku zupełnego połączymy 
prostymi z jego wićrzchołkami, a w każdym z wićrzchołków wykrćślimy prostą, która 
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z prostą, przechodzącą przez ów punkt, jest harmonicznie sprzężona względem pary 
boków, schodzących się w tym wićrzchołku, to trzy punkty przecięcia się kaźdćj pary 
z tych sześciu czwartych harmonicznych (utworzonćj przez proste, przechodzące przez 
przeciwległe wićrzchołki), leżą na jednćj prostćj. 

Temu twierdzeniu odpowić następujące, odnoszące się do czworokąta 
zupełnego: 

Jeżeli przetniemy czworokąt zupełny jakąkolwiek poprzeczną, a na każdym bo- 
ku znajdziemy punkt, który z punktem jego przecięcia się z ową poprzeczną jest 
harmoniezżnie sprzężony względem pary wierzchołków, połączonych przez ten bok, to 
trzy proste, łączące każdą parę z tych sześciu czwartych punktów harmonicznych 
(utworzoną przez punkty, leżące na bokach przeciwległych), przecinają się w jednym 
punkcie, 


PĘKI PROMIENI I SZEREGI PUNKTÓW JEDNOKREŚLNE, 


48. Wszelkie promienie, wychodzące z jednego punktu S$, w którym 
się przecinają dwie proste D, i Dz, można przedstawić przez jedno równanie 


(1) D, +AD,= 0, 


z czynnikiem nieoznaczonym à. Można zatym to równanie uważać za wyra- 
żenie analityczne pęku promieni o wićrzchołku S. Różnym wartościom czyn- 
nika A odpowiadają różne promienie tego pęku. — Weźmy pod uwagę jeszcze 
drugi pęk promieni, mający wićrzchołek w punkcie S', w którym przecinają 
się dwie proste D', i D';; równanie tego pęku będzie 

(2) D', +4D,=0. 


Jeżeli te promienie tych dwu pęków, których równania otrzymamy z (1) i (2), 
gdy czynnikowi A nadamy tęż samę wartość szczególną, nazwiemy promie- 
niami odpowiednimi, natenczas stosunek podziału podwójnego cztć- 
rech którychkolwiek promieni pęku pićrwszego jest równy stosunkowi podzia- 
lu podwójnego cztóćrech promieni odpowiednich pęku drugiego. Albowióćm 
stosunek podziału podwójnego cztórech promieni, których równania są kształ- 
tu czyto (1), czytćż (2), zależy jedynie od wartości czynnika A, wchodzącego 
w ich równania. Stąd wynika, że, jeżeli cztćry promienie pęku (1) są har- 
moniczne, wówczas cztćry im odpowiednie promienie pęku (2), są także har- 
moniczne. Podobnie, jeżeli pewne pary promieni pęku (1) tworzą inwolucyją, 
wtedy pary im odpowiednich promieni pęku (2) tworzą również inwolucyją. 

Dwa pęki promieni, wyznaczone przez jednoczesne równania (1) i (2), 
nazywamy pękami jednokróślnymi. 

Do dwu szeregów punktów, przedstawionych przez równania 


(3) P, +XAP, =0 i 

(4) P, + AP', =0, 

z których piórwszy ma za podstawę prostą łączącą punkty P, i P}, a drugi 
prostą łączącą punkty P', i P', możemy odnićść to, cośmy wyżćj powiedzieli 
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o pękach promieni (1)i (2), rozumiejąc przez punkty odpowiednie te, któ- 
rych równania otrzymamy z (3) i (4), gdy czynnikowi A nadamy tęż samę wartość, 

Dwa szeregi punktów, wyznaczone przez jednoczesne równania (3) i (4), 
nazywamy szeregami jednokróślnymi. 

49. W przypadku, gdy w dwu pękach jednokróślnych promień, łączący 
wićrzchołki tych dwu pęków, jest odpowiedni samemu sobie, dwa te pęki na- 
zywamy pękami perspektywicznymi; wtedy: punkty przecięcia się 
kaźdćj pary odpowiednich promieni dwu pęków perspektywicznych leżą na jednój pro- 

stéj. Oznaczmy promień SS' 
(fig. 19) łączący wićrzchoł- 
ki pęków, przez Dy, oile na- 
leży do pęku pićrwszego: 
a przez D',, oile on należy 
do pęku drugiego; przez 
punkty przecięcia się dwu 
par promieni odpowiednich 
DD! D;, D; i BD; Bs popro- 
wadźmy prostą, a z wićrz- 
chołków S iS! dwa jakie- 
kolwiek promienie D; i D',, 
przecinające się na tćj pro- 


Fig. 19. 
stój. Mamy wtedy (art. 36) 
(D,DD;D,) = (P, P;P,P,) i (D;D;D;D',) = (P,P,P,P,), 
a przeto (D,DzD,D,) = (D',D;D;D';), 


t. j. promienie D; i D', są promieniami odpowiednimi tych dwu pęków. 
Podobnie, w przypadku, gdy punkt przecięcia się podstaw dwu szeregów 
jednokróślnych jest odpowiedni samemu sobie, dwa te szeregi punktów nazy- 
wamy szeregami perspektywiczny 
mi; wtedy: proste, łączące każdą parę odpo- 
wiednich punktów dwu szeregów perspektywi- 
cznych, przecinają się w jednym punkcie, 
Oznaczmy (fig. 20) punkt przecięcia się pod- 
staw przez P,, oile ten punkt należy do sze- 
regu pićrwszego, a przez P',, oile on należy 
"do szeregu drugiego; przez punkty odpo- 
wiednie dwu par P}, P', i P}, P'; poprowadź- 
my proste, a punkt ich przecięcia się -C 
połączmy z jakimkolwiek punktem P; szere- 
gu piórwszego i oznaczmy przez P', punkt 
przecięcia się tćj prostój CP, z podstawą 


Fig. 20. 


szeregu drugiego. Mamy wtedy 
(Pi P P; P,) = (P',P'P';P'.) = (0 . P,PąP,P/), 
t.j. punkty P, i P', są punktami odpowiednimi tych dwu szeregów. 
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50. Jeżeli są dane trzy pary odpowiednich elementów dwu jakichkol- 
wiek układów jednokróślnych, możemy, zapomocą twierdzeń powyższych, dla 
każdego elementu jednego układu znalóść odpowiedni w układzie drugim. 

Jakoż, jeżeli punktom 
(fig. 21) P,, P}, P, na pod- 
stawie EE, są odpowiednie 
punkty P', P', P', na pod- 
stawie XX, obierzmy na 
prostój P,P', dwa punkty A 
i A', wyprowadźmy z pun- 
ktu A proste AP;, AP,, 
a z punktu A' proste A'P',, 
A'P', oraz połączmy prostą 
BB punkty Qz i Qa, w któ- 
rych przecinają się pary 
prostych AP, A'P', i AP;, 
A'P', Wtedy, poprowa- 
dziwszy z punktu A prostą, 
przechodzącą przez dowolnie wybrany na podstawie ££ punkt P, i połą- 
czywszy punkt Q, w którym ona przecina prostą BB, z punktem A', otrzy- 
mamy na przecięciu się prostćj QA' z podstawą Z'X' punkt P', odpowiedni 
punktowi P. Albowićm 


(P,PzP,P) = (Q1 QQQ) = (P',P'„P'P'). 


Podobnie, jeżeli promie- 
niom D,, Da, D, pęku o wiérz- 
chołka § (fig. 22) są odpowiednie 
promienie D,, D'a» D's pęku, 
mającego wierzchołek w pun- 
kcie S', poprowadźmy przez punkt 
przecęcia się promieni D,, D' 
dwie proste A, A', a punkty prze- 
cięcia się prostych A, A' odpo- 
wiedrio z promieniami Dy, D', 
i z promieniami Dy, D', połącz- 
my dwiema prostymi Qa i Qs, 
które się przecinają w punkcie B. Fig. 22, 

Wteċy, wyprowadziwszy z pun- 

ktu B promień, który przecina promień dowolny D pęku o wićrzchołku S na 
prostój A, i wyznaczywszy punkt przecięcia się tego promienia Q z prostą 
A', orzymamy, jako prostą, łączącą ten punkt z wićrzchołkiem S' pęku, pro- 
mień D' odpowiedni promieniowi D. Albowićm 


(8.D,D,D,D) = (B. Qı QQQ) = (S'. DDD D'). 
http://rcin.org.pl 


Fig. 21. 


56 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


51. Miejscem gieometrycznym punktów przecięcia się odpowiednich promieni 
dwu pęków jednokróślnych jest linija rzędu 2-go, przechodząca przez wićrzchołki obu 
pęków, obwiednią zaś prostych, łączących punkty odpowiednie dwu szeregów jedno- 
króślnych, jest linija klasy 2-6), która dotyka podstaw obu szeregów. 

Jakoż, dwa równania 
(1) D,+3XD,=0 i D;,+4AD,=0, 
przy téj samóćj wartości A, dają wartości na spółrzędne punktu, w którym się 
przecinają dwa odpowiednie promienie dwu pęków jednokróślnych. Rugując 
zatym z tych równań czynnik nieoznaczony A, otrzymamy 
(2) D,D', — D;D', =0, 
równanie miejsca gieometrycznego punktów przecięcia się odpowiednich pro- 
mieni dwu pęków jednokrćślnych. To równanie jest stopnia 2-go względem 
spółrzędnych punktu x, y, a więc przedstawia liniją rzędu 2-go. Ta linija 
przechodzi widocznie przez wićrzchołki obu pęków, albowićm wartości na 
«©iy, które jednocześnie czynią zadość równaniom D,=0 i D;=0, jak 
również te, które jednocześnie czynią zadość równaniom D,=0 i D4=0, 
uczynią także zadość równaniu D,D', — D,D', =0. 

Podobnie, dwa równania 
(3) P, +AP+=0 i P/ +-AP;=0, 
przy tój samćj wartości A, dają wartości spółrzędnych prostćj, która łączy 
dwa odpowiednie punkty dwu szeregów jednokrćślnych. Wypadek więc ru- 
gowania A z tych dwu równań 
(4) P,P', — P,P, =0 
jest równaniem obwiedni prostych, łączących odpowiednie punkty dwu sze- 
regów jednokrćślnych. To równanie jest stopnia 2-go względem spółrzędnych 
linii prostćj w, v, a więc przedstawia liniją krzywą klasy 2-ćj. Z tego równa- 
nia widzimy nadto, że podstawy P,P, i P',P' są stycznymi do tćj linii; albo- 
wićm wartości na w i v, które czynią zadość jednocześnie równaniom P, =0 
i Pa =0, lub równaniom P,=0 i P, =0, uczynią zadość także równaniu 
P,P; — P,P', =0. 

W szczególnym przypadku, gdy dwa pęki promieni (1) lub dwa szeregi pun- 
któw (3) są perspektywiczne, linija rzędu 2-go (2) i linija klasy 2-ćj (4) roskłada- 
Ją się: pićrwsza na dwie proste, a druga na dwa punkty. 

Jakoż, wziąwszy promień spólny dwu pęków perspektywicznych za pro- 
mień zasadniczy D, i tak samo punkt spólny dwu szeregów perspektywi- 
cznych za punkt zasadniczy P,, otrzymamy, jako równania dwu pęków per- 
spektywieznych, i 


(5) D, +ìD,= 0, D,+AD>=0, 
a jako równania dwu szeregów perspektywicznych, 
(6) P, AP; =0, P,+AP;=0. 


Rugowanie à z równań (5) daje 
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(7) D, (Dz — Dz) =0, 
a rugowanie A z równań (6) daje 
(8) P, (P> — P,) =0. 


Równanie (7) przedstawia istotnie parę prostych 
BARU i D':— D, =0, 

a równanie (8) przedstawia podobnież parę punktów 
Pi =0 i P>— P+ =0. 

Badanie szczegółowe linij rzędu 2-go i klasy 2-ćj, będzie przedmiotem 
dalszych rozdziałów. Uzasadnimy jednak przedtym nowy układ spółrzę- 
dnych punktu i linii prostćj, którego użycie wprowadzi w to badanie ważne 
ułatwienie i uproszczenie. 


ĆWICZENIA. 


(29). Jeżeli dwie proste OK i OK! przecinają szereg prostych równoległych 
KK, LL', MM, NN' w punktach K, L, M, N i K',L',M', N', to (KLMN) =(K'L'V'N'). 
(30). Okazać, że cztéry elementy R, =0, R, +-4Raą, Ri + bR, =0, 


R, + LR, są harmoniczne, gdy /, =i +h). 
(31). Okazać, że cztéry elementy R, =0, R, +4R,=0, Ri + 4R = 0, 
- 141 1 
R, + 4Ra =0 są harmoniczne, gdy # = ($ +- ): 
p AN i y 


(32). Punkt O, leżący wewnątrz trójkąta ABC, połączmy prostymi AO, BO, CO 
z wićrzchołkami tego trójkąta i poprowadźmy przez te wiórzchołki A,B,C proste B'C', 
C'A', A'B', harmonicznie sprzężone z prostymi A0, BO, CO względem pary boków, 
które z tych wićrzchołków wychodzą: okazać, że trójkąty ABC i A'B'C' są spółosiowe. 

(33). A, A' są dwa punkty na osi z, a B, B' dwa punkty na osi y; AB i A'B' 
przecinają się w P, a AB' i-A'B w Q: znalóść równanie prostćj PQ i okazać, że ta 
prosta dzieli osi harmonicznie, 

(34). Boki BO, CA, AB trójkąta ABC obracają się około punktów stałych 
L, M, N, gdy tymczasem dwa jego wićrzchołki, A i B, poruszają się na dwu pro- 
stych stałych OA i OB: okazać, że miejscem trzeciego wićrzchołka © jest linija rzę- 
du 2-go przechodząca przez L i M. 

(35). Wiérzchołki trójkąta poruszają się na trzech prostych stałych, a dwa 
jego boki obracają się około dwu punktów stałych: okazać, że obwiednią trzeciego 
boku jest krzywa klasy 2-ćj, 

(36). Dwa kąty stałćj wielkości, APB i AQB, obracają się około swych wiórz- 
chołków Pi Q, przyczym punkt przecięcia się ramion PA i QA przebiega prostą: 
okazać, że miejscem przecięcia się dwu pozostałych ramion, PB i QB, jest krzywa 
rzędu 2-go. 
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ROZDZIAŁ IV. 
O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH. 


SPÓŁRZĘDNE TRÓJKĄTNE NAJOGÓLNIEJSZE. 


52. W badaniach linij, przedstawionych przez równania algie- 
braiczne, czyto między spółrzędnymi punktu (z ,y). czytćż między spól- 
rzędnymi linii prostćj (u,v), zależy wiele na tym, ażeby te równania, je- 
żeli one nie są jednorodne, zastąpić przez równania jednorodne. Własno- 
ści bowiém równań jednorodnych upraszczają i ułatwiają ich rostrząsanie, 
a nadto wprowadzają ujednostajnienie tak w wyrażenia analityczne, jak 
i w wysłowienie otrzymanych wyników. W tym celu, zamiast spółrzędnych 
zwyczajnych punktu (x ,y), lub linii prostćj (u , v), wprowadzimy nowe spól- 
rzędne, t. z. spółrzędne jednorodne. 

Oznaczmy przez « i y spółrzędne Descartes'a punktu i połóżmy 


awt biy + 4 = kt, 
(1) dza + Day + 0 == Ka, 
zac + bzy + Cy = Aia; 


gdzie a,, by, Cis đa... są jakiekolwiek liczby stałe, których wyznacznik nie 
jest równy 0, a % oznacza czynnik nieoznaczony. 

Obecność czynnika % nie dozwala wyznaczyć dokładnie wartości na 
©, ta wz, odpowiadających pewnym danym wartościom na æ i y, Atoli, jeżeli 
równania (1) przez siebie dzielić będziemy stronami odpowiednimi, wówczas 
czynnik % zostanie wyrugowany, wskutek czego każdemu danemu układowi 
wartości na œ i y będzie odpowiadał układ wartości dokładnie wyznaczonych 
na stosunki æ : æ: ag. Naodwrót, każdemu danemu układowi wartości na 
Z £y z Odpowiada jedyny układ wartości na z iy, który otrzymamy, roz- 
wiązując równania (1) względem æ, y, 2. Te wartości są widocznie kształtu: 

p A t Aa -- Asy 

(2) Cya, + Cata + ący 
| ORE a +B + Bats 

Cimi + Czaz + Car 
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gdzie A;, B,, ©, Ag,... są ilościami dołączonymi w wyznaczniku 
(3) B= | 205 G-] 
dą , bz , Cą 
| dg „Dz; Cz 
do elementów a,, by, Cis Qą,.... Wartości więc (2) na e iy widocznie zależą 
jedynie od stosunków ,:xą:%x3, zachodzących między wartościami na 4, 
dą, Has 
Te nowe zmienne £, £ą, £, okróślone równaniami (1), zowią się spół- 
rzędnymi jednorodnymi punktu. 
58. Tym spółrzędnym jednorodnym, można nadać następujące zna- 
czenie gieometryczne: 
ównania a, =0, «40, x, =0 przedstawiają odpowiednio trzy proste 
AA, A,A, i A,A, (fig. 23), których równania ogólne są 


ajx + byy +e =0, 
asx + by + (z =0, 
mæ + bzy + es = 0. 


Te trzy proste, które będziemy 
nazywali odpowiednio prostą dy, 
prostą d, i prostą d, zamykają 
trójkąt A,AzA, którego pole 
nie jest równe 0, albowićm zało- 
żyliśmy, że wyznaczenik (3) jest od 
0 różny (art. 25). 

Przyjąwszy, że układ spół- 
rzędnych Descartes'a jest prosto- 
kątny, i oznaczywszy przez 0,, >, 
8, długości prostopadłych, spu- 
szczonych z jakiegokolwiek pun- 
Fig, 23. ktu P (w, y) na boki trójkąta 

A,AzA3, będziemy mieli (art. 19) 


we + by + qq 24 aH b’, 
(9 ta +by + =V nT F O 


aga + by + €3 =dV a2 F be, 


Weźmy jeszcze pod uwagę trzy inne proste d'1, d'a, d'3; oznaczmy przez 
d,d, dąd', i dzd', kąty, jakie te nowe proste d',, d', i d', tworzą odpowiednio 
z bokami d,, dą i dz trójkąta A; A,A; i połóżmy 


Ar T ETE a Ja) AE TE y a E B „EE! g aa Na A MD 
Gatki = sindid',? KE" dd’, Vatt ds sin dzd', 
Wskutek (4) i (5), równania (1) zamienią się na 
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Wa 2,4 E. 

(6) aman) OTa  %=snddy 

t. j. spółrzędne jednorodne (x£, xz 14) punktu można uważać jako odle- 
głości punktu od boków trójkąta A,A-A,, wzięte w kierunkach prostych 
d'is d'a, dz, dowolnie obranych. Z tego powodu, spółrzędne jednorodne, 
okróślone równaniami (1), zowią się także spółrzędnymi trójkątny- 
mi punktu. Sam zaś trójkąt A,AJA,, którego boki AzAz, A,A, A,A, 
są przedstawione odpowiednio przez równania 2,=0, 24=0, 24 =0, 20- 
wie się trójkątem odniesienia. 

Boki trójkąta odniesienia, w obu kierunkach nieograniczenie przedłu- 
żone, roskładają całą płaszczyznę na siedém pól. Jeżeli przyjmiemy, że po- 
czątek układu spółrzędnych Descartes'a znajduje się wewnątrz trójkąta, t. j. 
w polu I, wówczas, jak to z wzorów (6) jest widoczne, wszystkie trzy spół- 
rzędne trójkątne każdego punktu w polu I będą miały znak jednakowy. Przy- 
jąwszy, że te spółrzędne są dodatne, ze spółrzędnych punktów, znajdujących 
się w polu II, OI, IV, mićć będziemy dwie dodatne a jednę ujemną, którą 
będzie odpowiednio spółrzędna £, zz, %4; ze spółrzędnych zaś punktów, znaj- 
dujących sięw polach V, VI, VII, będą dwie ujemne a jedna dodatna, którą bę- 
dzie odpowiednio spółrzędna 24, «4, «4. Dla punktów, leżących na bokach AsA3, 
AzA,, A,A, mamy odpowiednio a, =0, 24 =0, 2, =0, a dla wićrzchołków 
A,, Ag, A, odpowiednio z=% =0, r=% =0, a, =—0. — Wogól- 
ności, jeżeli żk/ jest jakąkolwiek przemianą liczb 1, 2, 3, spółrzędna æ; jest 
dodatna lub ujemna, według tego, czy punkt P i wićrzchołek A, leżą z téj 
samćj strony, czytóż po przeciwnych stronach boku AzA,; gdy zaś punkt P 
leży na boku AzA;, to c, =0. 

54. Pomiędzy trzema spółrzędnymi trójkątnymi (e;, «z, %3) punktu 
P zachodzi związek, zapomocą którego, gdy dane są stosunki 4, : tą: ay, 
można obliczyć wartości samych spółrzędnych. 

Jakoż, połączmy punkt P z wićrzchołkami A,, A, A, trójkąta odnie- 
sienia A AzA, którego obieg jest dodatny (art. 24); otrzymamy wtedy trzy 
trójkąty PAZA,, PAGA,, PAA, których suma algiebraiczna jest równa 
trójkątowi A, A,A; 

(1) PAA, + PAA, + PALA, = A;A>A;. 


Prawdziwość tego wzoru jest widoczna, kiedy punkt P leży w polu I (fig. 
23), albowiém obiegi tych trzech trójkątów, a więc i ich pola, są dodatne, 
a suma tych pól jest równa polu trójkąta A,A„A,. Wzór ten utrzyma się 
także i wtedy, kiedy punkt P leży w którymkolwiek z sześciu pól pozostałych: 
Albowićm wtedy, jeżeli punkt P leży w polu II, ILI, lub IV, to odpowiednio 
pola trójkątów PA„A,, PAJA,, lub PA,A, będą ujemne, a jeżeli punkt P 
leży w polu V, VI, lub VII, to odpowiednio pola par trójkątów PA3zA;, 
PA,A;; PA,A,, PAZA;; PAGA,, PALA, będą ujemne. 

Wskutek umowy zrobionćj w artykule poprzedzającym, spółrzędne trój- 
kątne (xp £z x) punktu P, a przeto i odległości prostopadłe 24, Żą, 9, tego 
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punktu od boków A,A, A3A,, A,A, są dodatne lub ujemne, według tego, 
czy obiegi trójkątów PAA, PAJA,, PA,Az są dodatne, czytćż ujemne. 
Kłladąc więc 


AAs =s AA =s AA =S 
miéć będziemy, co do wielkości i co do znaku, 


BiA FETERE 5 sadas PA A= 5 8,0 
lub, wskutek (6), 


PAA, = 3 sæ sindd', PAA, = a Sæ SIN dąd', PAA, =i 4 sin dąd'y. 


Podstawiając te wartości we wzór (7) i oznaczające przez A pole trójkąta od- 
niesienia, otrzymamy związek żądany, 
(7') six sin d,d', # Sątą SIN dąd!'; + Saz Sin dzd';, = 24. 


Jeżeli więc spółrzędne trójkątne 2;, tą, zg są proporcyjonalne do trzech da- 
nych liczb X, ką, à, mamy wówczas, podług znanego twierdzenia arytme- 
tycznego, 


(8) dą dą _ gy uA SiINdyd', + SąTą SIN dąd', + S&a SIN dad's 
M hę ho As sindid', +- Aasa sin dad's + As SIN dad', 
24 


A 445, SIN d,d', + kąsa SIN dd!» + Mss Sin dd! i 


Zapomocą równania (7') można każde niejednorodne równanie 
algiebraiczne między 24, tą, 24 uczynić jednorodnym, mnożąc każdy wyraz, 
którego stopień jest o p niższy od stopnia m równania, przez 

(2 sindydyd tdąsin dzis + ia i 
24 i 
czyli, wskutek (7'), przez 1. 

55. Wzory (1) służą do przejścia od układu spółrzędnych trójkątnych 
do układu spółrzędnych Descartes'a; zapomocą zaś wzorów (2), które są 
rozwiązaniami wzorów (1) względem x iy, można, naodwrót, od spółrzę- 
dnych Descartes'a przejść do spółrzędnych trójkątnych. 

W równaniu linii prostćj 
(9) ua -+ vy +1—=0 
podstawmy za æ iy wyrażenia (2). Kładąc jeszcze 

Au +- Bwv -+ © ZM, 
(10) Au + Bav + 0 = Mn, 

Agu - Bwv + Ca = Mg, 
mićć będziemy 
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(11) s Uti + Uata + tyty = 0, 
równanie jednorodne linii prostéj. : 
Spółczynniki u, ta, wy w tym równaniu nazywamy s półrzędnymi 
trójkątnymi linii prostćj, której spółrzędne Pliicker'a są u i v. W ar- 
tykule 25 okazaliśmy, że 
Au, Bi, Aa, B, A; B, 
C; [07 C, C: Ć; © 
są odpowiednio spółrzędnymi wićrzchołków A,, Ap, A, trójkąta odniesienia 
AAA. Równania więc (10) pokazują, że można uważać spółrzędne trój- 
kątne linii prostéj za odległości trzech wićrzchołków trójkąta odniesienia od 
téjże linii prostćj, wzięte w pewnych kierunkach dowolnie obranych (art. 19). 
Rozwiązując równania (10) względem u, v, à, znajdziemy 
Aiti r atia T Oaths, 
Wa F Vatla F Yata 
„ARRA Bra + Bata + Botis ; 
Tra -E Yatta + Yatta 
gdzie a,, By Yi; %2, ... SĄ ilościami dołączonymi w wyznaczniku 
A, , B, , C, 
A, , B, , (07 
A; , By, Cz 
do elementów A, B,, Ci, A;,... Że zaś elementy tego wyznacznika są zno- 


wu ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika (3), więc, według zna- 
nego twierdzenia, mamy: 


u= 


a, =D.a, $, =D.d,, „=D.o, 4=D.a,... 
Wskutek tego, powyższe wyrażenia na « iv przywodzą się do kształtu: 
Żal | + tha + atis., 
(12) Gy F Całą F Czy 
ja bit + bato + batis 
Citti F Catta + Catig 
Jak zapomocą wzorów (10) można przejść od spółrzędnych trójkątnych linii 
prostéj do spółrzędnych Pliicker'a, tak nawzajem, zapomocą wzorów (12) 
można od tych ostatnich przejść do poprzednich. 
Wstawmy wartości (12) na « iv w równanie punktu 
(13) zu --yv--1—=0, 
którego spółrzędne Descartes'a są z i y. Kładąc jeszcze 
at --, byy + 0, =A2,, 
(1) zt F Day + Ca = Kta, 
aat +- dzy + (z = ty, 
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otrzymujemy 
(14) | Lilly F Lalla + Lyt =0, 
równanie jednorodne punktu, którego spółrzędne trójkątne są 2, 24, %3. 
Z powyższego wypada, że w układzie spółrzędnych trójkątnych tak 
linija prosta, jak i punkt, wyrażają się przez równania jednorodne stopnia 
1-go: prosta przez równanie między spółrzędnymi punktu bieżącego, a punkt 
przez równanie między spółrzędnymi prostćj bieżącćój. Wypada nadto, że 
toż samo równanie zt, + Tatą + wyu,=0 stopnia l-go i jednorodne, tak 
względem spółrzędnych punktu (x, z, 1), jak i względem spółrzędnych 
linii prostój (w,, w, us), przedstawia prostą lub punkt, według tego, czy piórw- 
sze, czytéż drugie z tych spółrzędnych są liczbami zmiennymi. 
56. Połóżmy 
(15) Tą =M XA, + MX + ma X3, 
z = MX, + NaRa + nz Ka, 
i oznaczmy przez L wyznacznik 


| w = 4X, + LX: + LX; 


(16) L=| h, b, h | 
Mi, Ma, M3, 
| Ni, Nay Nyy 


a przez Ly, La Ly, M,,... ilości dołączone do elementów 7, łą, l3; my,... 
w tym wyznaczniku.  Rozwiązując równania (15) względem X,, X, Xa 
i, dla skrócenia, kładąc 

(17) Li =4L, L=MRL, L=ĄL, M=ML,..., 
otrzymamy, naodwrót, równania 

X, He, + pyta H t, 

Ka = ht, + pat F: WaT, 

Xa = ht, + pota F Yta 


(18) 


których wyznacznik 
(19) A=| hy, ta; =p 
Kay Pas Va 
| har ta; Y3 
wskutek (17) i znanego twierdzenia z teoryi wyznaczników, według którego 
L, M,, N, |=12. 
Ly, Mz, Na 
| Ly, Mz, N; 
Zmienne X,, X, X, tworzą widocznie nowy układ spółrzędnych trój- 
kątnych. Aby otrzymać równania boków tego nowego trójkąta odniesienia, 
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należy w równaniach X, =0, X,=0, X,=0 za £, z, £, podstawić ich 
wartości (1). Tymi bokami są więc proste, przedstawione przez równania 


| à@i + byy +4) + u (020 + Bzy + C3) + Yi (ag + bzy + 6) 0, - 
(20) dą (aga + byy +e) + Ha (097 + dzy + 02) + Ya (ag2 + bay + 6&3) =0, 
h (at + biy + c) + pa (a + bay + e) + Ya (aga + bay + cz) =0. 


Ponieważ zaś, odwrotnie, każdą funkcyją stopnia 1-go względem zi y można 
przedstawić pod taką właśnie postacią, dobrawszy tylko stosownie stałe 
yy His W; hs... (art. 30), więc, widocznie, dwa układy spółrzędnych trój- 
kątnych jednego punktu, odpowiadające dwu różnym trójkątom odniesienia, 
są z sobą połączone równaniami stopnia l-ego takimi, jak równania (15) 
i (18). 

57. Jeżeli w równaniach (1) założymy a,=1, b =6=0; b =1, 
C= (e =0; Gg =l, a= —=0, to wówczas 


(21) B="K, Y= hiy l=nv, i 
s. =, 
(22) ie =r 


Tak okréślone spółrzędne trójkątne 2,, 23, x zowią się szczególnymi spół- 
rzędnymi jednorodnymi punktu. 

Według (21), bokami trójkąta odniesienia są teraz: oś y-ów, t.j. «=0, 
OŚ z-ów, t. j. y==0, i prosta, przedstawiona przez równanie 1= 0. Z tego 
ostatniego równania, napisanego w postaci 


0.x-+- 0.y+- 1—=0, 
widać, że przedstawia ono prostą w nieskończoności. 
Przy tych samych założeniach, równania (10) przywodzą się do nastę- 
pujących: 


(23) u=My, oE A, 1=hwv,, 
z których 

= M zł / 
(24) pi Faj = s 


Tak okróślone spółrzędne trójkątne w,, uz, uj zowią się szczególnymi 
spółrzędnymi jednorodnymi linii prostćj. 


SPÓŁRZĘDNE TRÓJKĄTNE PROSTOPADŁE, 


58. Zajmiemy się jeszcze szczegółowo spółrzędnymi trójkątny- 
mi prostopadłymi punktu i linii prostćj, przez które rozumiemy odpo- 
wiednio odległości prostopadłe punktu od boków trójkąta odniesienia i odle- 
głości prostopadłe wićrzchołków trójkąta odniesienia od linii prostćj. 

Jeżeli 


©COS gy + YSIN p, — p, =0, Lcos, + ysin ga — pa =0, xeos ty + ysin tp — p= 0 
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są równaniami normalnymi boków A,A, AzA,, A,A, trójkąta odniesienia 
A,A A, wewnątrz którego przyjmujemy początek układu spółrzędnych pro- 
stokątnych Descartes'a, to, oznaczając przez £, xa, cz spółrzędne trójkątne 
prostopadłe jakiegokolwiek punktu na płaszczyźnie trójkąta, mamy, co do 
wielkości i co do znaku (art. 19), 


gą =— (zc0sg, + ysiny, —h,), 
(1) Tą =— (2008 P + YSIN G3 — Da), 

Ty = — (2C0S gą -|- ysin $z — 73). 
Między tymi spółrzędnymi ma miejsce związek [art. 55, (7')] 
(2) S181 > S223 + Sz0%3 = 2A, 
który, kładąc A, 2A h, a h, przywiedziemy do postaci 

sę 2 3 
Ry cą dz _ 

(3) aai Ya z T 


hi, ha, hy oznaczają tu długości prostopadłych, spuszczonych z wiérzchołków 
A, Ag, Az trójkąta odniesienia na boki przeciwległe A,A, AzA,, A,A, 
czyli trzy wysokości trójkąta odniesienia. Ponieważ zaś, według znanego 
„ ò Sx Si — sg — 1834" — A Fap 
twierdzenia trygonometrycznego, nA a o R T AE 2p, gdzie p jest 
promieniem koła opisanego na trójkącie odniesienia, więc, oznaczając jeszcze 


> = 5, możemy związek (2) przedstawić także pod postacią 


(4) a,sinA; + zasinA2 + sind, = S. 

59. W artykule 30 okazaliśmy, że równanie wszelkićj prostój D= 0 
można wyrazić zapomocą równań trzech prostych D, =0, D= 0, D;=0 pod 
postacią % D; + %Da + %4 Dy=0. Z tego wynika bespośrednio, że równanie 
wszelkićj prostćj we spółrzędnych trójkątnych punktu daje się przedstawić 
pod postacią 


(5) Kit > Kac F Zaty =Q. 


Nawzajem, każde równanie kształtu (5) przedstawia liniją prostą, albowićm, 
podstawiwszy w równaniu (5) za 24, £% z wartości (1), otrzymamy równanie 
stopnia 1-go względem z i y, a takie równanie przedstawia tylko liniją prostą. 
Położenie prostćj, przedstawionćj przez równanie (5), zależy jedynie 
od wartości stosunków % :%ą:%3, zachodzących między trzema spółczynnika- 
mi Zi; ža, %3 Wyznaczymy to położenie, gdy znajdziemy spółrzędne pun- 
któw Ty, La La, w których ta prosta przecina boki AzA;, AA, A,A, trój- 
kąta odniesienia. Tak np. dla punktu L, na boku A,A, mamy 2,—=0, 
a nadto ze związków (2) i (5) S2% + S3%3 =2A, %2% + 440, =0, wskutek czego 
Ry - E. TS 24 
05% e sk=śh" 
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Taksamo znajdziemy spółrzędne (x',, z", 2'3) i (x, e", 2") punktów Le 
i L, na bokach A,A, i A,A 
Między trzema parami odcinków L;A, L, A3; LąAg, L2A,; T4A,, LA» 

zachodzi związek uwagi godny. Z równania %3% + %%, =0, któremu za- 
dość czynią spółrzędne punktu L,, wypada EŃ Zaś «ai «' są pro- 
2 
stopadłymi, spuszczonymi z punktu I, na boki A,A, i A,A, zatym 
æ' = L, A,sinA;, 2s =L, AzsinAa i 

%ą____IuAasinAz, 

a du A,sinA; 


Taksamo znajdziemy 
łą____ LA,sin A; “m _ LA sinA,, 


W. = RASNA %  _ A EA 
Mnożąc przez siebie te trzy równania stronami odpowiednimi, otrzymujemy 


związek 


DA. TAS -BAj_ _ 
TGA;.IGA,. LAG  * 
wyrażający znane twierdzenie Ptolomeusza. 
Zauważmy jeszcze, że równania 
(6) Xala + Kąty = 0, yla +AT 20, E + kąta "0 
przedstawiają pewne proste, przechodzące odpowiednio przez wićrzchołki 
A,, Az, Az. Te same jednak równania, napisane w postaciach 
(i£, + Zatz + 7303) — WC, 0, 
(2i, + Zala + Kgtz) — Aala =0, 
(Zyty + Rata + Kyt3) — Zata = 0, 
przedstawiają także proste, przechodzące odpowiednio przez punkty L,, Lo 
i La}. Równania więc (6) są równaniami trzech prostych ALi, ALa i Aala, 
z których wypada odpowiednio 
z  gg____SINIĄA, Aa, io _ sinl A,A 
377 SWEJ - sinL;A, A Fi 4 MFE Tz sin sin LAA; i 


Mnożąc te równania przez siebie stronami odpowiednimi, otrzymujemy związek 


sin L, A, A3. sinLąAzA; . sin L3 A,A; 

sin L, A,A, . sinl+A„A, . sinl4AJA» 

Weźmy nakoniec pod uwagę proste A,M,, A2M2, AM3, które z odpo- 

wiednimi prostymi A,L,, A2L2, AgLa tworzą pary harmonicznie sprzężone 

z odpowiednimi parami boków A,A;, A, A3; AzA5, AzA,; AzA;, A3 A3; równa- 
nia tych prostych są (art. 39) 


=— 1 
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Aala — hgt =(, Katz — hti =0, A£ Xt, =l. 
Suma tych trzech równań jest tożsamościowo równa 0, proste więc A,M;,, 
AM3, AM, przecinają się w jednym punkcie. 

60. Aby wyznaczyć spółrzędne trójkątne tı, ua, ug prostćj, przedsta- 
wionćj przez równanie (5), wynajdziemy prostopadłą odległość téj prostćj 
od punktu, którego spółrzędne trójkątne są (x, %'2, 7'3), spółrzędne zaś pro- 
stokątne (z, y'). 

Równanie (5), po podstawieniu wyrażeń (1) na £, %3 i ©, przechodzi na 
następujące 

(1yC08Ę, + 420087 -|- z30083) T+ (using -+ asinga- ąsinęz) y — (Hip, -H 4272 + 43) = 0. 
Podług więc artykułu 19, mamy 
g — — CcOspi H acos H rcosga) 2'4 (msingi F usinga H xasings) y! — (pi + Pa 93) 
V Gącosę, Hrcosp -F wscospa)? -F Casing, + ząsinga -F #asinga)? 
Podstawmy tu w liczniku wyrażenia po prawéj 
— (a'cosę, + y'sinę, —7)=F, — (2'COS Ga + Y'SiN pa — P2) = 2'2 
— (2'COS fa F Y'SIN 7 — P3) = 1'3, 
w mianowniku zaś rozwińmy kwadraty trójmianów, uwzględniając, iż 
COS P2COS Gz + SIN SİN y = COS ($3 — Y2) = Cos (T — A,) = — cosA,, i t. d.; 
wówczas 
(1) 5— Mądą F al'a F hts 
PJ Rea GE 
gdzie symbol 
(8) [xi; 2a 4]=V hi? +72 F tg? — ZmzzącosA, — Zmy4,COSA2 — 2%, %4COSA;. 
Aby otrzymać spółrzędne trójkątne prostopadłe prostćj (5), dość teraz 
w wyrażeniu (7) podstawić odpowiednio 
PZ, ZAZI,Z0% ti=h, ZSZY 20% Z;ZK, W mą 0. 
Tym sposobem znajdziemy 
x,h Yaht Zali 
9 14, = U Zr tą hamr: 
(9) k |, 42; c A = [4% %:]. 7 4, ža, %a] 

Między spółrzędnymi trójkątnymi linii prostéj zachodzi także związek, 
zapomocą którego z danych ich stosunków można obliczyć ich wartości. Ja- 
koż, z równań (9) wypada, według znanćj własności równych stosunków, 


ZKZ t t tla, tlg 
(10) 1 == — ha hs _ hy ha hg 
Zis kar Ka) Zi Xa Xa | CHECA 


Otrzymujemy stąd żądany Ro 


ui Uz tg = 1. 
hy hy l, š 
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czyli, według (8), po podniesieniu obu stron do kwadratu, 


yć Mać sł ag Mata SA, —2 75M kary JAA 
(10) maT miT mi 2 pi OS E Taaa — Aj Al. 


61. Podstawmy w równaniu (5) linii prostćj zamiast 44, %2, %3 war- 
tości wynikające z równań (9); będzie wtedy 
Uti 


(11) + 


Ugly 
lą 


m Uata _ 0. 


lz 


To równanie wyraża związek między spółrzędnymi trójkątnymi linii prostéj 
i punktu, leżącego na téj prostéj. A zatym, jeżeli przyjmiemy spółrzędne 
14, Wg, ty za dane, a spółrzędne %,, ©, £ za zmienne, to równanie (11) przed- 
stawia pewną liniją prostą. Jeżeli zaś spółrzędne 2,, 73, %4 uważamy jako 
dane, a spółrzędne u,, tą, t jako zmienne, natenczas równanie (11), wyrażając 
związek pomiędzy spółrzędnymi wszelkich prostych, przechodzących przez je- 
den punkt, będzie równaniem tego punktu. Równanie (11) jest więc ró- 
wnaniem prostój, mającćj spółrzędne dane (t, u, uz), lub równaniem pun- 
ktu, mającego spółrzędne dane (24, 42, 73). 

"Tegę kształtu równanie prostćj lub punktu we spółrzędnych trójką- 
tnych nazywamy równaniem normalnym, pićrwsza bowićm jego strona 
przedstawia długość prostopadłćj z punktu (24, Va, %3) na prostą (44, Uz, V 3). 
Jakoż, wskutek (9), wyrażenie (7) przechodzi na 


Ut Mala | Ugly, 
(12) se hy gy la R EF 
Porównywając równanie ogólne 
(13) Aati F kaTa + hta = 0 


linii prostéj z jéj równaniem normalnym (11), otrzymujemy, na mocy zwią- 
zku (10), następujące wartości na spółrzędne téj prostéj: 


- B= P 
(14) a A 
4 CCS [Xi ta %3 


Jeżeli prosta oddala się do nieskończoności, wówczas jéj spółrzędne, rosnąc 
bez granic, dążą do wartości równych sobie. Dla prostćj w nieskończoności 
mamy więc ze związków (14) 

WZA = kalia, 
wskutek czego 

Zi , Tą , Ta __ 
(15) tą, ti, =0 
jest równaniem prostćj w nieskończoności. Równanie (15) można pisać w po- 
staci (art. 58) 


(16) SiZ, + SąT2 + Szt =0, lub 2,sinA, + tąsinA> + 145sinAg =0. 
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Podobnie, porównywając równanie ogólne punktu 
(17) Gy F Kątltz + zty 0 


z jego równaniem normalnym (11), otrzymujemy, przy uwzględnieniu 
związku (3), 


(18) PE PAT 1 
n a h FaF 
Z tych wyrażeń widzimy, że punkt, przedstawiony przez równanie (17), znaj- 
dzie się w nieskończoności, gdy 
(19) My +% +% =0, 
t.j. gdy suma spółczynników w jego równaniu jest równa 0. 
62. Równanie prostćj, przechodzącćj przez dwa punkty dane 
(Wy, Wy, 8'3) i (X'p L'a 2"), jest wypadkiem rugowania %,:%:%, z trzech 
równań 
Kęty HRT + žav =0, 
yy Fal + yty =0, 
Kd! H Kąt" + kąt" =0, 
t. j. 
(20) Dy tą sdębi 20: 
By Bądz 


| a", : dG $ 24 
Nawzajem równanie (20) wyraża warunek, pod jakim trzy punkty leżą na je- 
dnćj prostćj, — Podobnie, równanie punktu przecięcia się dwu prostych da- 
nych (w, wą, ws) i (wy, W'a U") jest 
(21) UNELSZK* 


Wy Wą „Wz 


=0, 


| w; k u'ą : wą | 


i nawzajem, równanie (21) wyraża warunek, pod jakim trzy proste przecho- 
dzą przez jeden punkt. 

Równanie prostćj D, przechodzącćj przez punkt przecięcia się dwu pro- 
stych danych 


D= ję R ję T j Uts =: = aj + 5 Wz + pyt" = 
jest 

D=D'+4XD'=0. 
Oznaczając przez w,, wą, uz spółrzędne tćj prostćj, mamy 


07 JĄ [A = tz 
wi + Aui Wa A Aua wy A Au, 
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Znaczenie czynnika À jest tu takież samo, jak w art. 27. — Podobnie, równa- 
nie punktu P, leżącego na prostćj, łączącćj dwa punkty dane 


P= 5 zy + jatha + jE Talh, Pr guy + je" + Š z2" ib 
jest 
P=P' +P" =0. 
Oznaczając przez £ z, 13 spółrzędne tego punktu, mamy 


dy T: T. 


A © A A 3 
(23) A + AT'i ET T'a Z% AT''ą a” V; + AT'3 
Znaczenie czynnika X jest i tu takież samo, jak w art. 28. 


63. Wyznaczymy kąt między dwiema prostymi, przedstawionymi 
przez równania 


(24) Kąty F Aaa F Agta =0, Hity H H'a F Kya = 0, 

gdy te równania przekształcimy, wprowadzając spółrzędne prostokątne za- 
pomocą równań (1), i gdy następnie tak postąpimy, jak w art. 22. Znajdzie- 
my tym sposobem 


tg __(rycosę, +...) (x sinę, + ...)—(%,cosq, +...) (singi +...) 


— (4cosq, +...) (xeos pi + ...)-+ (ticos, +...) Wsinę, +...) 


Uskuteczniwszy zaś w liczniku i mianowniku wskazane mnożenia, i uwzglę- 
dniwszy, iż 


cos(ęz — $a) =cos(x - A,)=— cosA,, sin(g3 — 9) =sin(x — A,)=sinA,, i td, 
otrzymamy 


(25) tgr = (tk — %3%'2) sin A, -H (44% — 44%'3) sin Ag- (xna — %ą%,) sin Ag 
ty tan tg g — (195g) COSA — (zg j|-2,4'3) COSAg — (442-194) COSA3 


Stąd wypada 

(26) nw’, xana- an'a — (43-94) COSA — (zg y'3) COSA — (y9-> Kąt) COSA = O 
jako warunek prostopadłości, a 

(27) (rąk — gha) SINA, + (73%, — 44'a) SiN Ag + (%4%'2 — %3%',) Sin A =0 


jako warunek równoległości dwu prostych danych. Równanie (27) wyraża 
jednocześnie warunek, pod jakim dwie dane proste przetną się na prostój 
w nieskończoności, którój równanie jest (art. 61) 


©,sinAy; + taSiNA; + czSinAz =0. 

Ze wzoru (25) wypadają także wartości na kąty Yı; Ya, fs, które prosta 
dana tworzy z bokami A,A, AzA;, A,A, trójkąta odniesienia. Jakoż, je- 
żeli zamiast drugićj prostćj (24) weźmiemy pokolei proste z, =0, £= 0 
i cz=0, mióć będziemy odpowiednio 
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xsin Å, — %aSiNnA3 
ttis aN 
4% — 44C0OSĄ2—X4C0SA3 
„__mSinAz — %siINA, 
LŚ) wii ST e ZEE Só 
r COS $ — Yg COS. 1 
_MsSsiNnA, b ak ai sin Å, 
tg n => =; ak 
Zg — %ąC0SA; —4, COSA 
Te zaś równania dają 
sin, SE sin fa Sin Yy 


(28) ASINA, — sina;  %,SINA3 — %4sinA, — msinA, =ź,sinAz 


Między kątami %,, fa; fa zachodzą dwa, różne od siebie związki. Mamy na- 
przód widocznie 
(29) siny,sinA, + sintasinA s + sinyasinA, = 0; 
nadto, gdy fa —, =T — Ag, skąd yı = — [z — (A; +72)], także 
siny, + sinAgco0s7ą + €osAąsinfjz = 0 


lub, wyraziwszy COSY przez siny, i zniósszy niewymierność, 


(30) sin%4, + sin?7 + Zsiny,sinqącosAz = sin?A3, 
i odpowiednio 

(31) sin?y, + sint, + 2sinqąsin;cosA, =sin?A4, 
(32) sin? + sin?4, + 2sinysiny, cosA = sin?A3. 


Z cztćrech równań (29) — (32) dwa 
którekolwiek wynikają oczywiściez dwu 
pozostałych. 

64. Znajdziemy jeszcze odle- 
głość d dwu punktów P' i P", któ- 
rych spółrzędne są (e, «wą, «'3) 
i (ay, 2" ©'3), — W tym celu, na 
prostćj P'P", jako na średnicy, nakrć- 
ślmy koło, poprowadźmy proste P'A', 
i P'A', równoległe do boków AA; 
i AzA, aż do przecięcia się w pun- 
ktach A, iA5 z tym kołem, i proste 
P'A', P'A; i A5A5, oraz popro- 
wadźmy średnicę A', X i cięciwę XA',. 
Widocznie 


A',A'2 = P" A',? + P"A',2 — 2P'A',.P"AycosA',P"A'z 
= P" A',2 + P'A'3 + 2P" A', .P'"A'zCosA3. 
Atoli kąty A',XA5i A',P'A', są sobie równe; mamy zatym / A', XA!" = / Ap, 
skąd wypada 


Fig. 24. 
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AA =A'KXsinA, = P'P'sinA; = dsinA;. 

Nadto P'A',=x'z—u', P'Az=a,' —1',.— Podstawiwszy w powyższe ró- 
wnanie te wartości na A/;,A', P"A', i P'A',, otrzymamy 
(33)  @sin?A, =(x', -2'1 + a- 1) + 2(0, - ©) (0 — ©) COSA. 
Podobnym sposobem znajdziemy 
(33') Psin A, =(a',—0,)2+ (0-0)! + Ua", — 03) (e's —0',)00sA, 

sin? A> = (2'3 — 2'3) + (0, —0,) + 2(0'3—«0'5) "i — 0; ) COSA. 
Mamy więc trzy wyrażenia na d, symetryczne względem każdych dwu ze spół- 
rzędnych punktów danych. 


Aby otrzymać wyrażenie na d symetryczne względem wszystkich trzech 
spółrzędnych, oznaczmy uprzednio przez L,, Ly, L wyznaczniki 


(34) L =| 2z 2's |, lę=|cy,x, |, l4=|2, 7) , 
a'a „a'y FAA „a la" KA | 
i uważmy, że, uwzględniwszy związek s,2, + 82% + S3% = 24, mamy 
BG. | Z A «541,3 = 0 „zy +0 |=24AG0,-2'0. 
L L; 05, s an, ABY t eE E 
z A CJA s FLA | | zh : a'y , 2A 
Wtedy 
(35) a coa Vaa" | Wą-t'g 
T wj ("wę i tak samo =T rE aT: 
Ly , L L; , L, L L; 


Podstawmy teraz w równaniu np. (33) zamiast %',— 2", i æ',—-æ", wartości 
tych różnic, wynikające ze związków (35); wówczas 


4A2d2sinzA,=| 3” S Faj: 4, 5, | g| 2 8 || > 31 |cosA 
NEI BAC UZ" 
=s,?(L,? + L, + L? — 2L, LycosA, — 2L4LycosAz — 2L, LycosA3) 
. „= NRY E 
lub, z powodu, że (art. 58) = 2p, Jas; 


(36) B= z: (Li? + Ls? + L4? — 2L, LzcosA, — 2L L, cosA3 — 2L, LącosA;). 


Wyrażenie (36), w którym L, Lə L; mają wartości oznaczone równaniami 
(34), jest widocznie symetryczne względem wszystkich trzech spółrzędnych 
każdego z dwu punktów danych. 

65. Można z korzyścią używać wtedy spółrzędnych trójkątnych, gdy 
trójkąt odniesienia może być uważany jako część składowa téj właśnie figury 
gieometrycznój, którćj badaniem się zajmujemy. W dwu rozdziałach poprze- 
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dzających mieliśmy kilka przykładów takiego postępowania, albowićm wpro- 
wadzenie równań skróconych linii prostćj i punktu jest właściwie użyciem 
spółrzędnych trójkątnych. Innego przykładu dostarcza artykuł 59. Wszakże, 
gdy chodzi o t. z. własności metryczne figur, t. j. o wyznaczenie pewnych 
długości, wtedy układ spółrzędnych Descartes'a jest znacznie dogodniejszy. 
Widzieliśmy np. w ostatnim artykule, jak trudne stosunkowo jest już wy- 
znaczenie odległości dwu danych punktów. Z tego powodu w dalszym ciągu 
będziemy używali przeważnie spółrzędnych Descartes'a i Pliicker'a. Atoli, 
ażeby skorzystać z dogodności, które daje jednorodność równań rostrząsa- 
nych, przedstawiać będziemy te spółrzędne pod postacią ilorazu dwu zmien- 
nych przez tęż samę trzecią, t. j. zamiast viy będziemy pisali ilorazy 
EL, 2, a zamiast uiv ilorazy sk 28, Wychodzi to na jedno z wpro- 
TOW > Wz t 

wadzeniem spółrzędnych jednorodnych szczególnych, okróślonych w arty- 
kule 57, 


ÓWICZENIA. 


(37).  Znalóść spółrzędne trójkątne: a) środka koła wpisanego w trójkąt od- 
niesienia, b) środków kół wpisanych zewnętrznie w trójkąt odniesienia i c) środka 
koła opisanego na trójkącie odniesienia. 

(37). Wyrazić pole trójkąta przez spółrzędne trójkątne wićrzchołków, 

(39).  Znalóść pole trójkąta, którego wićrzchołki leżą w środkach boków trój- 
kąta odniesienia. 

(40). Znalóść pole trójkąta, którego wićrzchołki są spodkami prostopadłych 
z wiórzchołków trójkąta odniesienia na boki przeciwległe, 

(41). Okazać, że sızı + sątą — sza = 0 jest równaniem prostćj, która łączy 
środki boków AA; i AJA, trójkąta odniesienia. 

(42). Okazać, że z,cosA, + zącosA> — zycosA, =0 jest równaniem prostej, 
która łączy spodki prostopadłych z Ay na AA; i z A, na A3A;. 

(45). Znalóść warunek, aby prosta hay + lta + ht =0, była równoległą do 
dwusiecznój kąta A, w trójkącie odniesienia, 

(44). Okazać, że z,sinA; — ząsinA -+ gasin (A, — Az) 0 jest równaniem 
prostćj, prostopadłej do boku AA, trójkąta odniesienia i dzielącćj ten bok 
na dwie części równe.  Okazać, że tę samę prostą można przedstawić przez 


równanie z,COSA; — ząCOSĄg -3 (sinA cosA ;, — sinA; cosAz) = 0, albo przez 


R da) yk ( __ sasin AgsinA, 
(a sina, cosA, Tą ET" "HG 
proste zagadnienia (21) przecinają się w jednym punkcie, 
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Zi fg dą Tą Tą fi j 
w m eat S] 
do siebie równoległe, i warunek, aby te trzy proste były równoległe do prostéj 
hzi + latz + hta = 0. 

(46). Połączywszy każdy z trzech punktów, w których przecinają się każde 
dwie z trzech przekątnych czworoboku zupełnego, z parami wićrzchołków przeciwle- 
głych tegoż czworoboku, otrzymamy sześć prostych; okazać, że te proste przecinają 
się po trzy w cztórech punktach, 

(47). Z cztórech prostych, przedstawionych przez równania 4,2, Æ+ lz, Æ zaą=0, 
- dwie proste przecinają się w punkcie P, a dwie pozostałe w punkcie P', dwie z nich 
w Q, a pozostałe dwie w Q', i wreszcie dwie z nich w R, a pozostałe dwie w R'; zna- 
leść spółrzędne środków prostych PP', QQ, RR' i okazać, że te środki leżą na jednćj 
prostćj. 

(48). Okazać, że 0, =Æ sącosAz, -kszcosA> są spółrzędnymi prostopadłćj spu- 
szczonćj z punktu A, na prostą AzA3. 

(49). Okazać, że u, + ug + u, =0 jest równaniem środka ciężkości trójkąta 
A, AzA. 

(50). Okazać, że równania u,sinA, Æ wąsinA Æ usinAg =0 przedstawiają 
środki kół wpisanych wewnętrznie i zewnętrznie w trójkąt A,AA3. 

(51). Okazać, że równanie u,sin2A, +- wąsin2A3 + uzsin2A—= (0 przedstawia 
środek koła opisanego na trójkącie A,AzA3. 

(52). Okazać, że środki trzech przekątnych czworoboku zupełnego leżą na 
jednćój prostej, 


(45). Znalóść warunek, aby trzy proste 
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ROZDZIAŁ V. 


WIADOMOŚCI Z TEORYI ALGIEBRAICZNEJ WIELOMIANÓW 
JEDNORODNYCH STOPNIA 2-GO. 


66. UwaGA WSTĘPNA. Wyłożywszy twierdzenia najgłówniejsze o figu- 
rach gieometrycznych rzędu 1-go'i klasy 1-ćj, t. j. o linijach prostych 
i o punktach, przystępujemy obecnie do badania figur rzędu 2-go i klasy 
2-6j, czyli linij rzędu 2-go i klasy 2-éj. 

Jeżeli przez ©,, cą, £, Oznaczymy spółrzędne jednorodne punktu bieżą- 
cego, natenczas równanie najogólniejsze linii rzędu 2-go będzie kształtu 


(1) 4042 + dzą? + laala? F Zaz Taty + Lay LaL, + att 0. 


W tym równaniu spółczynniki ay, dza, @33; (łz,... Oddzielnych wyrazów są 
liczbami danymi (stałymi), a dwa wskaźniki, którymi każdy z nich jest opa- 
trzony, odpowiadają wskaźnikom obu czynników zmiennych (spółrzędnych), 
przy których te spółczynniki się znajdują: przy «2, czyli przy zyc, stawiamy 
zatym spółczynnik a; przy «e: spółczynnik ax; ponieważ zaś £r = Tt, 
więc przyjmujemy a; = ay, 

Podstawiwszy w równaniu (1) s, =2, £t, =y, 24 =1, mićć będziemy 
(2) 0442? + 2l TY F AY? + Żay37 + 2093 + Az =0, 
jako równanie najogólniejsze linii rzędu 2-go we spółrzędnych równoległych 
punktu. 

Rodzaj linij, przedstawionych przez równanie (1) lub (2), tudzież wła- 
sności tych linij zależą od wartości spółczynników az. Jedne z tych własno- 
ści są zawisłe od przyjętego układu spółrzędnych, a inne są tak z istotą linii 
połączone, że utrzymują się niezmiennie, choćbyśmy przyjęty trójkąt odnie- 
sienia zastąpili przez inny, lub odpowiednio zamiast przyjętego układu spół- 
rzędnych równoległych wzięli inny. Aby rozróżnić własności, należące do 
pićrwszćj kategoryi, od należących do drugićj, wyłożymy tu niektóre własno- 
śei algiebraiczne strony pierwszćj równania (1), t. j. własności wielomianu je- 
dnorodnego stopnia 2-go z trzema zmiennymi (czyli t. z. formy kwadratowćj 
potrójnej). 

http://rcin.org.pl 


76 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA, 


W części drugićj tego dzieła będziemy mieli podobnie do czynienia 
z wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z cztórema zmiennymi (czyli z t. z. 
formą kwadratową poczwórną). Aby się więc nie powtarzać, oraz ze wzglę- 
du, że wyprowadzenie odpowiednich własności wielomianu jednorodnego sto- 
pnia 2-go (czyli formy kwadratowćj) z ilukolwiek zmiennymi nie przedstawia 
trudności, weźmiemy pod uwagę przypadek ogólny, t. j. zastanowimy się nad 
wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z w zmiennymi. 

67. TWIERDZENIE EULER'A O WIELOMIANACH JEDNORODNYCH STOPNIA 
2-Go. Oznaczywszy przez zy, £z... ©„ n liczb zmiennych, a przez ax = a, 
spółczynniki stałe, t. j. niezależne od zmiennych z, można każdy wielomian 
J (2, Tąy.::,%„) jednorodny stopnia 2-go względem tych zmiennych przed- 
stawić pod postacią 
(1) J Gy Enen) Z PD 
gdzie znaki > i > oznaczają sumowanie, piórwsze względem ż, drugie wzglę- 


dem k, składników au z, zx, przyczym te sumowania należy rosciągnąć na 
wszystkie wartości 1, 2,..., n tak dla ¿, jaki dla k. Tak np. przy n=2, 
mamy 


J/ (zy 2) Z zy likit = b (AĄT;Ty F UiąT Ta) 
E (ay 242, + M4 Tj Ta) F Oal, +- a288) 
= Mp? + 20yą£yT2 F dząTą?, 
gdyż ają =aa,. Podobnie dla n=3 będzie 
JF (Ly Tą, 13) = X (Gatit + Malil > MyVi) 
= (ALL, + lla + hgt) + ULL, F latt F UgL) 
+ (@31L3L1 F gą TyT F dzą Tytz) 
= M121? + dągTą? + ggl? + Zaz TT + Zaz TT, + ZAy90yT3, 


gdyż d3 = Qa, dy, = Qqy, h= lz. I t.d. 
Ponieważ ogólnie 


Darvw= t; (ayTy + lila + o.. + linta) 
przeto, kładąc 
(2) fCTy, Taso os Ln) Z aLi F lata +... + ainn 
możemy wzór (1) tak przedstawić 
aip Z Mai (2, O DZ RADE 
(3) S Gy Tą Tn) = TY; (2122r Th) F Lafar Larta) + os + Tafa(CyTA Cn). 


Wyrażenie /; (£i, Ez.. ., 2n), okrćślone w zupełności tożsamością (2), jest po- 
łową pochodnćj cząstkowćj wielomianu /(y, t,...,%,) wzglę- 
dem zmiennćj z, 
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Wzór (3) wyraża właśnie twierdzenie Euler'a o wielomianach jednoro- 
dnych stopnia 2-go: wielomian jednorodny stopnia 2-go jest równy sumie połów 
swych pochodnych cząstkowych względem każdćj zmiennćj, pomnożonych przez też 
zmienne, 

68. PRZEKSZTAŁCENIE LINIJOWE I PRZEKSZTAŁCENIE PROSTOKĄTNE. Je- 
żeli w jakićjkolwiek funkcyi zmiennych 2%, %4,...,%„ zamiast tych zmiennych 
wprowadzamy nowe zmienne X,, X,..., Xn zapomocą związków stopnia 1-go 


Ty ZX, + ba X2 ++: + linXn, 
(1) gq=hj,Xy + lp Aa +... + lns 
| A m EPT + laaa + ... + nem R 
wówczas mówimy, że uskuteczniamy przekształcenie stopnia 1-go, 
czyli przekształcenie linijowe tćj funkcyi, albo téż jéj zmiennych. 
Spółczynniki lą w związkach (1), okrćślających przekształcenie linijowe, są 
liczbami danymi, których wyznacznik 
(3) EM, kanehe 

lą , laz ETA S 


| MIELE POOALE" 


nazywa się zamiennikiem, albo modułem tego przekształcenia linijo= 
wego. 

Przyjąwszy, że moduł L jest od 0 różny, można zapomocą równań (1) 
wyrazić, naodwrót, zmienne X,,..., X, przez zmienne 4,,...,%,. A miano- 
wicie, jeżeli przez li oznaczymy ilość dołączoną do elementu lą w wyzna- 
czniku L, to, kładąc, dla skrócenia, 


(3) zę ZKE GEI2: 05 KZI1,2,.0550, 
otrzymamy równania 


Sise Nth + Ag Za --v.. + Xaia 
(5) Ka =Ma + halą +... H Amtn, 
9 


| Raimi + Agnia Paot dann; 
jako rozwiązania równań (1) względem X,,...,X„ Związki (5) wyrażają 
przekształcenie linijowe odwrotne przekształceniu linijowemu (1). Po- 


dług zaś twierdzenia znanego z teoryi wyznaczników, moduł A przekształ= 
cenia (5) 


i 1 
(6) A= ky kat sesyhm |-Eq Ly s Lg, 1... Dm 


Laia s Daa 3: Luna | 


—=—<€-! 


hias kozy sosy hna 


3 . . . 5) 
ŁSSE 


Pd; PRD PE 
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t.j. moduł przekształcenia odwrotnego (5) jest równy odwrotności modułu przekształ- 
cenia pierwotnego (1). 

Przekształcenie linijowe (1) nazwiemy prostokątnym, jeżeli wsku- 


tek niego suma kwadratów 2,2? + c? +... +æ? przechodzi na sumę kwa- 
dratów X,?+ X? +... +X., t.j. jeżeli ono czyni zadość tożsamości 


(7) 2? + 8a? -... +a2 = X]3+- X37+-...+- X,2, 
Kładąc tu zamiast zmiennych 2, z4,...,%, ich wyrażenia (1), otrzymamy 
EuD K+ (XA +...+ (JX? 
+ 2 (Xalo) XX + Z(Zlula) X, Xa +11. + 2 (Xlii lin) XK 
= XP +X +... +X: - 


Z téj zaś tożsamości, wskutek porównania z sobą spółczynników wyrazów 
podobnych, mamy 


(8) X, =  (CzĘk kai 
(9) - Blilu = 0, 2 AE PORTY ISB 


A zatym: między spółczynnikami lx przekształcenia prostokątnego ma miejsce 
n+ dimt u, związków kształtu (8) i (9). 
Pomnóżmy równania (1), wrazie gdy one przedstawiają przekształcenie 
prostokątne, odpowiednio przez Qr, łą,,...,Ży,, a iloczyny dodajmy do siebie 
_ stronami odpowiednimi, uwzględniając związki (8) i (9); otrzymamy 
(10) Kr= hrti + lay tz +... luty, (+1, 2,...0). 
Wszystkie n związków (10) przedstawiają przekształcenie odwrotne prze- 
kształceniu prostokątnemu (1). Gdy zaś moduł przekształcenia (10) jest 
oczywiście taki sam, jak moduł przekształcenia (1), przeto, wskutek związku 
(6), Li=1, t.j. kwadrat modułu przekształcenia prostokątnego jest równy 1. — 
Przekształcenie (10) jest także prostokątne; a zatym, analogicznie do zwią- 
zków (8) i (9), będzie tóż 


(11) MA=l1, (,=1,2,:..,0) 
(12) Zr =0, (1, 2,...,; s$r). 


W rozdziałach poprzedzających znajdują się przykłady przekształcenia 
linijowego zmiennych. Mianowicie: zmiana kierunku osi układu spółrzę- 
dnych Descartes'a lub Pliicker'a [art. 11, (2) — (5); art. 12, (3), (4)], przej- 
ście od układu spółrzędnych trójkątnych do układu tylkoco wzmiankowanych 
spólrzędnych [art. 52, (1); art. 55, (10)], jakotóż przejście od jednego układu 
spólrzędnych trójkątnych do innego [art. 56, (15), (18)] uskuteczniają się 
właśnie zapomocą przekształcenia linijowego spółrzędnych. Wrazie zaś, gdy 
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oba uklady spółrzędnych są prostokątne, to przejście od jednego z nich do 
drugiego [art. 11, (4), (5)] odbywa się zapomocą przekształcenia prostokątne- 
go, gdyż wtedy, jak to łatwo sprawdzić, mają miejsce powyższe związki 
tak (8) i (9), jak i (11) i (12). 

A zatym, teoryja przekształcenia linijowego funkcyj zawićra w sobie, 
jako przypadek szczególny, teoryją przekształcenia równań figur gieometry- 
cznych zapomocą przejścia od jednych spółrzędnych do innych. 


WYRAŻENIE WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2-60 JAKO SUMY 
KWADRATÓW. 


69. Zapomocą przekształcenia linijowego można wielomian jednorodny sto- 
pnia 2-go wyrazić jako sumę kwadratów funkcyj jednorodnych stopnia 1-go. 
Jakoż, przekształcając linijowo wielomian jednorodny stopnia 2-go 


(1) SOG; Layo; Ca) Z ZNAC 
według 

(2) ti= WX, REL 2,42. ,70)5 
otrzymamy 


JG, Tą Ais Tn) = ZZ (XX) (XX); 


lub, z uwagi, że przy sumowaniu względem r i s wskaźniki ż, k pozostają nie* 
zmienne, 


f (ay T25:::,77)E DELY Gall XK, 
albo, zmieniając, co tu możliwe, porządek sumowań, 
f lay bae ert Z ZZZYGalrk X, Ka; 


albo nareszcie, 


(3) J Gy Tąy:.:,0%») = ELANK, Xs, 
jeżeli 
(4) Ar = ZZauladia: 


Gdy teraz dla wyznaczenia n? spółczynników l+ przekształcenia linijowego 
(1) przyrównamy do 0 spółczynniki A,., w których wskaźniki », s są różnymi 
od siebie liczbami szeregu 1, 2,...,n, mićć będziemy tożsamość 
(5) fu Tay 2a) Z AX? + AX? +... + AmXŻ, 
t: j. wielomian pićrwotny f (£i, £a.: :;, 8n) będzie wyrażony jako suma n kwa- 
dratów. 

Według wzoru (4), widocznie A, = As, liczba więc równań 


(6) A,„=0, gdzie rs, 
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ź n(n—1). , 
Jest równa sii} ; Że zaś n*> 


2 


BN), zatym pośród n? spółczynni- 


ków l pozostaje n* — 


n e 1)_n(n +1) "t 1) zupełnie dowolnych, skutkiem 


czego możemy nieskończenie wielu sposobami wielomian jednorodny stopnia 2-go 
z n gmiennymi wyrazić jako sumę n kwadratów. 

Sylvester dowiódł twierdzenia następującego: 

Jakimkolwiek sposobem wyrazimy wielomian jednorodny stopnia 2-go z n zmien- 
nymi jako sumę n kwadratów, zawsze mićć będziemy tę samę liczbę kwadratów ds- 
datnych, ujemnych i równych zeru, 

Przypuśćmy, że to twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianu z n zmien- 
nymi i starajmy się udowodnić je dla wielomianu z n+ 1 zmiennymi. Weź- 
my zatym pod uwagę dwa wyrażenia wielomianu / z n- 1 zmiennymi 2;, 
Diges j Uny atiy 


fE sA X, + AX +... + nAn Xa? F Enpi An Xap’, 
T = e'i A,X3++e,A',X',? + ... -+ r. y -j HA'R hh, 


gdzie si s' mogą mićć wartości +1, —1, lub 0, A i A' są liczbami doda- 
tnymi, zależnymi od spółczynników pierwotnych wielomianu / i od spółczyn- 
ników przekształcenia, a X i X' są wyrażeniami stopnia 1-go względem 
zmiennych pierwotnych 24, Tay... nyi W tożsamości s 


(7) er AX? sgAzX? H Hen An Xna E ANHAN H = ni Ana X ną? 


przynajmnićj jedna z liczb s równa jest jednćj z liczbe. Gdyby bowićm 
wszystkie liczby e były równe 0 lub — 1, a wszystkie liczby «' równe 0 lub 
+1, to równość tych dwu wyrażeń tego samego wielomianu, mogłaby mićć 
miejsce tylko wtedy, kiedyby ten wielomian był tożsamościowo równy 0. 
Przyjmijmy, że np. s=e,. Wtedy, kładąc V A,X, = AX, ustana- 
wiamy związek między zmiennymi pierwotnymi 2, 23,...,4%44, Zapomocą 
którego można jednę z tych zmiennych wyrazić przez n pozostałych [przypa- 
dek, kiedy związek V A,X, =) A,X', jest tożsamością, należy wyłączyć 
spod uwagi, gdyż wówczas możnaby nie pisać pićrwszych wyrazów w (7)|. 
Gdy więc, wyrazimy z tego związku «,4;4, przez £i, cy...,c, i wyrażenie 
otrzymane podstawimy w (7), natenczas strony tćj równości będą dwoma 
wyrażeniami tego samego wielomianu tylko z n zmiennymi 2,, 2ą..,%w, a za” 
tym, według przypuszczenia, będą zawićrały tę samę ilość kwadratów ró- 
wnych zeru, lub jednakowego znaku. Ponieważ zaś liczby ei < są niezale- 
Żne od zmiennych 4,, ©3,...,0,4.,, więc, jeszcze przed podstawieniem wyra: 
żenia ostatnićj z tych zmiennych przez poprzednie, czyli, przed ustanowieniem 
powyższego związku między zmiennymi, po obu stronach równości (7) zacho: 
dziła taż sama ilość kwadratów jednakowego znaku, lub równych zeru. A za- 
tym, jeżeli to twierdzenie jest prawdziwe dla » zmiennych, to jest ono pra- 
wdziwym i dla »+-1 zmiennych. Gdy zaś ma ono oczywiście miejsce dla je- 
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dnój zmiennćj, więc utrzyma się także i dla 2, 3,..., wogóle, dla ilukolwiek 
zmiennych. 

70. Na osobliwą uwagę zasługuje wyrażenie wielomianu jednorodne- 
go stopnia 2-go jako sumy kwadratów zapomocą przekształcenia prostokątne- 
go. Dla większćj jasności, weźmiemy pod uwagę wielomian z trzema tylko 
zmiennymi 


(1) /(ay, Tay TJ ZQ420,? + A28? + AgzTą* F Zaz3C2Ty F+ lalt, + 2l ETa; 
wszakże postępowanie, jakiego użyjemy, daje się bez żadnćj zmiany zastoso- 
wać do wielomianów z ilukolwiek zmiennymi. Wielomian (1), wskutek prze- 
kształcenia prostokątnego 

i xı= LX, + LXi + LX, 

Tą =m,XŃ, + ma X3 + mX, 

2y = MXi + MaX + ny X, 


którego zatym spółczynniki czynią zadość warunkom 


(2) 


43-+ my? +n’ =l, 
(3) b? + m? +n? = 1, 
12m? ++ mą? =1, 
laly + mmg + nang =0, 
(4) ly, + mm, + nn, = 0, 
ll, + mm, + nn, =0, 


wrazie, gdy przyjmiemy 


anlal -|- azamgmy +- azgnyng +- agg(mąny -- mgng) -|- azı (nals -|- nl) + aia(lamg + hmg) = 0, 
6) 4 Guts | azamzm, A- azynzn, 4- ags(mzn, +- mna) +- agy(ngly + nila) + aya(lym, +- Lims) = 0, 

alila + aggmyną +- azznyną +- azs(myną + many) -+ azy(ny lą + nali) + allm + lm) = 0 
i oznaczymy 


44? + zam? + aaam? + Zazymym, + Zagynyt, + Zam, = A;, 
(6) Qila? + Azyma? + agana? + 23MM + 209 Mzlą + Zayylymą = A3, 
th? + aama? + dagha? + ZazymyNy + Ag Nąlą + La zląmą = A3, 
przechodzi na sumę kwadratów, a mianowicie: 
(7) / (ty, Taz £a) =A, X, 2 -- A,X? + A,X;2. 


Dla wyznaczenia 9 spółczynników przekształcenia (2) i 3 spółczynników wy- . 
rażenia (7) mamy 12 równań (3)—(6). Aby wyznaczyć spółczynniki l, m, n, 
oznaczmy przez fı (Li, Ty La), SaLi, Ta, ©3) I fz(2,, L2, £3) połowy pochodnych 
cząstkowych wielomianu f(x, tą, cz) względem odpowiednich zmiennych 24, 
Tą 1 £y, a przez /,(/, m, n),... to, co otrzymujemy wskutek podstawienia liczb 
l, m, n za liczby zmienne 2,, %2, 24 w tych wyrażeniach f,,...; wtedy równa- 
nia (5) można tak pisać: 
Bibl, mat.-fiz., S. IV, T. tv. 8 
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lafi(ls, mą, Na) + Mafa(lą, M3, Ma) + Nafą(ly, Ma, ny) =0, 
hfil, My, Ry) + Mafa, My, Na) + Nafas My, My) =0, 
lifi (lz, Ma, Na) + My falla, Ma, Na) + ny f3(l4, mą, Na) =0. 


Porównywając te równania z równaniami (4), otrzymamy, dla i=1, 2, 3, 
fi (li Mi, ni) _Ja (li Mi, ni) bof (lis Mi, ni) y 
A wi My Em Ni 

Oznaczając zaś przez s; wartość tych stosunków i wypisując wyrażenia, ozna- 
czone przez fis Jz fa, mamy trzy równania: 

(a, — SU + Qami +. Qani =0, 
(8) az li + (02 — 85) Mi +. Aag Ni =0, 

azı li + hami + (@as — Si) ni =0, 
z których, po wyrugowaniu stosunków 2,:m,:m,, wypada 


(9) A(S)=| 4, — Si, 42 > 43 | 
daj 1 dą —S; , dą3 
KETI + d32 + 33 — Si | 


Wyznaczywszy z tego równania wartość na s,, znajdziemy z dwu któ- 
rychkolwiek równań (8) wartości stosunków /,:m,:n,, a następnie zapo- 
mocą odpowiedniego z równań (3), t. j. zapomocą równania l? + m? + n 3 = 1, 
wartości spółczynników l, m, m, Tym sposobem, biorąc za s, kolejno 
każdy z trzech pierwiastków 5,, sz, sz równania (9), wyznaczymy wszystkie 
9 spółczynników naszego przekształcenia (2), — Mnożąc nakoniec równania 
(8) odpowiednio przez l; m, n; i dodając do siebie iloczyny, otrzymamy, 
uwzględniając oznaczenia (6), 
(10) A; = S$; 
t. j. spółczynniki wyrażenia (7) są pierwiastkami równania (9). 

Pozostaje jeszcze okazać, że pierwiastki równania (9) są rzeczywiste. 
W tym celu załóżmy, że równanie A(s;)=0 o spółczynnikach rzeczywistych 
posiada dwa pierwiastki zespolone sprzężone s, i S. Ponieważ równania 
(8), służące do obliczenia spółczynników przekształcenia, są względem tych 
spółczynników stopnia 1-go, więc wartości tych spółczynników, odpowiada- 
jące pierwiastkom sp i $+, będą także zespolone i sprzężone, a mianowicie, 
jeżeli 

p =a + By —1, m =4 +B VI, m =a 4 V, 
to natenczas 

l, = 4 — M —1, m =a — BV = m= Vn 
Atoli, według (4), 


1, + mpm, + nym, = 0; 
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powinnoby więc być 
a? -+ B2 +a? + p'2 Ha"? ++ paz 0, 

co niemożliwe, chyba wrazie, gdy wszystkie a i wszystkie ß są równe 0. Wte- 
dy jednak byłoby także 2,2 -4 mp? + m3 =0 i 1,3 m,* -+-n,* =0, co się 
sprzeciwia równaniom (3). 

71. Przekształcenie prostokątne, zamieniające wielómian jednorodny 
stopnia 2-go /(x,, ©,, %3) na sumę trzech kwadratów s, X,? + są X? -+ sz X4?, 
nie daje się dokładnie wyznaczyć, jeżeli pomiędzy pierwiastkami równania 


A(3)=| q,-8, aa  ; dys | 
dą 1 dąa—8;, dog 
| KETI 3 dza > d33 78 | 


zachodzą pierwiastki równe. 

Przypuśćmy, że dwa pierwiastki tego równania są sobie równe. Z teoryi 
równań algiebraicznych wiadomo, że pierwiastek podwójny równania A(s)=0 
przywodzi do zera także piórwszą pochodną wielomianu A(s). Oznaczmy 
pochodną tego wielomianu, który, rozwijając wyznacznik, możemy tak na- 
pisać: 


AM(5) (ay — $) (aq2 — 8) (azą — $) — (04, — 8) t23? — (22—83) 0,2 — (33 — 8) a12? + 

+F 209503 042, 
przez A'(s) a — ogólnie — przez Ax ilość dołączoną do elementu i-ego wićr- 
sza i k-ćj kolumny wyznacznika symetrycznego (bo ay = av) A(s). Łatwo 
spostrzeżemy, że 

A'(5) = — Ay — dzą — Myj. 

A zatym, jeżeli s jest pierwiastkiem podwójnym równania A(5) =0, naten- 
czas jednocześnie 


(a) Ay + dzą + aga =0, 


t. j. trzy główne wyznaczniki częściowe (symetryczne) stopniaa 2-go wyzna- 
cznika symetrycznego A(s) tworzą sumę równą 0. Atoli te trzy wyznaczniki 
częściowe mają znaki jednakowe. Jakoż, skoro Afs)=0, przeto, podług 
twierdzenia znanego z teoryi wyznaczników, 


A , dz |=0, 
Azi 1 LYN 
skąd, z powodu, iż Ax = Ax, wynika 
(5) Au An = AG. 


Ponieważ, według (a), suma tych wyznaczników częściowych jest równa 0, 

a, według (8) mają one znaki jednakie, więc każdy z nich jest równy 0, 

a nadto każdy z wyznaczników częściowych A; (t. j. także i przy ¿ różnym od 

k) jest równy 0, jak wypada ze związku (f). — A zatym, pierwiastek podwój- 
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ny równania A(s)=0 przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki częściowe 
stopnia drugiego wyznacznika A(s). (To twierdzenie może być odwrócone.) 
W tym więc przypadku z równań (8), gdy w nich za s, podstawimy pierwia- 
stek podwójny równania A(s) =0, nie otrzymamy wartości oznaczonych na 
dwa stosunki l: m;: ni, lecz tylko jeden z nich wyrazimy przez drugi. Prze- 
kształcenie prostokątne nie będzie zatym dokładnie wyznaczone, 

Jeżeli zaś równanie A(s)=0 posiada wszystkie trzy pierwiastki sobie 
równe, wówczas ten pierwiastek przywodzi do zera także drugą pochodną 
A'(s) wielomianu A(s). A że widocznie 


A'(8) =2|(aq — 8) + (a22 —8) + (a33 — 8)], 
więc suma elementów głównych wyznacznika A(s) jest równa zeru. Atoli 
równania 


(M An = =(, l» = 


Qyą—8,dzz |=0, A= |Qqy —850ya MrS,  |=0, 
s2 10343 =S Gy „033758 day  „042—8 
które teraz również mają miejsce, wskazują, że te elementy są wszystkie je- 
dnakowego znaku. Te więc elementy, a także, wskutek (y), i elementy po- 
zostałe wyznacznika A(s), są równe 0.— W tym przypadku nićma co usku- 
teczniać przekształcenia, albowićm z powodu, że ay =, =a,ą =0, mamy 


bespośrednio 


FG, Ty, 23) Z yt)? F laa? + ggi? 
72. Przez rosciągnienie badań, przeprowadzonych w artykule poprze- 
dzającym, na wielomiany jednorodne stopnia 2-go z n zmiennymi, łatwo dojść 
możemy do twierdzenia następującego: Wiclomian jednorodny stopnia 2-go 


Sy Tay: y n) = EE attr 
można przywićść zapomocą przekształcenia prostokątnego do postaci 
aX + 5X F-H nX, 
gdzie Xi, Xy..., Xn oznaczają wielomiany jednorodne stopnia 1-90 względem 
Ay; Mas: «110, a Spółczynniki Sı, S2. ..,Sn SĄ pierwiastkami równania 
A(S)Z|0q4=5,0yą 311: dja SE 


dą 3 dąą— S yeee zn 


Gni dna EERTE T — 8 


Nadto przekształcenie prostokątne da się lubtóż nie da się dokładnie wy- 
znaczyć, według tego, czy pierwiastki równania A(s)=0 są wszystkie od 
siebie różne, czy tóż między nimi są wielokrotne. W tym drugim przypadku, 
t. j. jeżeli równanie Afs)=0 posiada pierwiastek m-krotny, przywiodą się do 
zera także wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia n—1, n—2,....n—m + 1 
wyznacznika A(s). I nawzajem, jeżeli te wyznaczniki częściowe są wszystkie 
równe 0, wówczas równania A/s)=0 posiada m pierwiastków sobie równych. 
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Chcąc więc poznać, na ile kwadratów dodatnych i ujemnych daje się 
rozłożyć wielomian ffay, %4,...,2,), dość zbadać, ile w równaniu A(s)—0, 
mającym pierwiastki tylko rzeczywiste, uporządkowanym podług potęg ma- 
lejących niewiadomćj s, zachodzi przemian i następstw znaków. Podług 
znanego twierdzenia Descartes'a, liczba przemian znaków jest równa w tym 
razie liczbie pierwiastków dodatnych, a liczba następstw znaków jest równa 
liczbie pierwiastków ujemnych równania A(s) 0. 

Z twierdzenia powyższego można wyprowadzić także warunki konieczne 
i dostateczne, aby wielomian jednorodny stopnia 2-go z n zmiennymi był su- 
mą m kwadratów, przy m<<n. Wtedy bowićm równanie Afs)=0 powinno 
mióć n — m pierwiastków równych 0. Wyznacznik więc 4(0), t. j. 


A=| Gy 2 ;1-- , in 


da , z2 j..+.; dan 


Ung dną ;::21; lnn 


i wszystkie stopni n—1, n—2,....,n—(n—m—l)=m+1 jego wyzna- 
czniki częściowe powinny się wtedy przywićść do zera. 

Wyznacznik A w Teoryi liczb zwykle nazywa się wyznacznikiem 
formy (wielomianu jednorodnego) /(2), t4,...,%,), w innych zaś gałęziach 
badań matematycznych nazywamy go wyróżnikiem (dyskryminan- 
tem) wielomianu jednorodnego (albo: formy) f(zy, Lyss., ©»). 
Wyznacznik ten jest symetryczny, albowićm, z założenia, ax = ay. 


NIEZMIENNIKI WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2-GO. 


73. Niech, wogólności, G(2y, Xa,.11 ©n;+1+;dą,.. .) będzie wyrażeniem, 
zawićrającym zmienne 2, 24,...,2,, połączone pewnymi działaniami ze spół- 
czynnikami stałymi...,a,... To wyrażenie, wskutek przekształcenia li- 
nijowego 
(1) di = WK, + aX +... +X», (=, 2...0), 

o module L, przechodzi na inne 

P(X, Ry yass cy Ay 53); 
zawićrające nowe zmienne X,, X,,...,X,„,... i spółczynniki Ax, zależące 
w pewien sposób od spółczynników az i od spółczynników la. 

Oznaczmy przez F(a) pewne połączenie całkowite spółczynników ax 
wyrażenia g, a przez F(A) wyrażenie w takiż sam sposób utworzone z od- 
powiednich spółczynników Ax wyrażenia ©; natenczas, jeżeli między tymi 
dwoma wyrażeniami zachodzi związek 

F(A a) = LPF (ai), 
mówimy, że wyrażenie F(a;:) jest niezmiennikiem (inwaryjantem) 
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wyrażenia o ze względu na przekształcenie linijowe (1). Niezmiennik jest 
bezwzględnym, kiedy 
FA) = F(a;x). 

Aby ocenić doniosłość pojęcia niezmiennika, zauważymy, że jakąkol- 
wiek własność linii krzywćj równania g(a,, %ą, cz) =0 przedstawia się pospo- 
licie przez jeden lub więcćj związków między spółczynnikami. 

Przypuśćmy więc, że pewną własność przedstawia równanie 

F ( (7%) == 0; 
natenczas, jeżeli F(a) jest niezmiennikiem funkcyi w(%, z, z), ta własność 
utrzyma się także wtedy, gdy funkcyja q(zy, tą, 13) ulegnie jakiemukolwiek 
przekształceniu linijowemu o module różnym od 0, albowićm równanie 
F(Aa)=0 wciąż będzie miało miejsce. Zatym: niezmiennik, przyrównany do 
0, przedstawia własność linii krzywćj, niezależną od układu spółrzędnych, do któ- 
rego równanie jéj odnosimy. 

Można nadać niezmiennikowi inne jeszcze znaczenie. Dajmy, że ró- 
wnanie linii krzywój (£1, £a %3)= 0 zapomocą zmiany spółrzędnych (a więc 
zapomocą przekształcenia linijowego) przeszło na równanie 

PT, lea + lta, ME, + MaLa | Myy, NL, + NaLa + ngt) = 03 
jeżeli przyjmiemy to równanie nie za równanie téj samój krzywćj, odniesione 
do nowego układu, lecz za równanie nowćj krzywćj, to niezmiennik F(a.), 
przyrównany do 0, wyraża własność krzywéj pićrwszćj, którą także posiada 
krzywa druga, czyli własność spólną wszystkim krzywym, których równania 
są kształtu wypisanego, zwanym krzywymi jednokróślnymi. 

74. Dowiedziemy następującego twierdzenia.  Spółczynniki równania 
A(s) = 0, którego pierwiastki są spółczynnikami w wyrażeniu wielomianu 
Jlis tase ita) Z ZZ De Jako sumy n kwadratów, są niezmiennikami ze względu 


na każde przekształcenie prostokątne. 
Aby dowióść tego twierdzenia, uważmy naprzód, że według tego, cośmy 
powiedzieli w przedostatnim ustępie artykułu 72, wielomian 


(2) P=ZXi Ter s(a? + 03? + ... 1 717) 
będzie sumą, conajwięcój, n — 1 kwadratów, jeżeli wyróżnik tego wielomianu 
będzie równy 0, t. j. jeżeli s będzie pierwiastkiem równania danego 
(3) A(S)E | 4-8, 5...3 On ==0. 
KETI + dąą 78 9:::, Aan 


CZ 3 n2 trey n= 8 


Uważmy teraz, że, wskutek przekształcenia linijowego (1), wielomian 
PEtat przechodzi na XXA,:X,X, gdzie (art. 68) 
i rs 
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(4) A, = Etirli lts, 
a wyrażenie %1? -+ £3? +... +8? przechodzi podobnież na YYf,.X,X., gdzie 


(5) Brs = liris + hrs +... -F barlus; 
tak, iż wielomian p przechodzi na wielomian 
(6) P=YYA„X,X, ze yar o E e 


A gdy, wskutek założenia, wielomian (2) jest sumą n —1 kwadratów, więc, 
według twierdzenia Sylvester'a (art. 69), wielomian (6) także jest sumą n— 1 
kwadratów. Wyróżnik przeto wielomianu (6) przywodzi się do 0 przy tych sa- 
mych wartościach s, co wyróżnik wielomianu (2), innymi słowy: równanie 


(7) | âi u — Bu > Ara — Bi,- A EW =0 
Ay — spa , Aza — Poa; — stu 


Am Bal , koea Ae 
ma też same pierwiastki, co równanie (3). 

Jeżeli przekształcenie (1) jest prostokątne, to, uwzględniając związki 
(5), mamy Brus = 0, przy r $s, i f,„=1 (art. 68), równanie więc (7) przy- 
wodzi się do równania 
(8) Ay —5, Ap rÅ (=t 

Ag, , Aqą—8,1:.,Agn 

Ax 1 Aa 3 see} Am —8 
które jest takiego samego kształtu, jak równanie (3). Oba równania (3) 
i (8) mają nadto jednakie pierwiastki; spółczynniki więc przy tych samych 
potęgach s w obu równaniach są sobie równe. Spółczynniki zatym równania 
A(s)=0 są niezmiennikami ze względu na przekształcenie prostokątne, 
i wszczególności: niezmiennikami bezwzględnymi. 

Jeżeli przekształcenie (1) nie jest prostokątne, to w równaniach (3) i (7) 
(mających, jak wiemy, pierwiastki jednakie) zrównajmy wyrazy niezależne 
od s. Wyraz niezależny od s w równaniu (3) jest wyróżnikiem A (art. 72) 
wielomianu ZZiTECy, wyraz zaś niezależny od s w równaniu (7) jest wy- 
różnikiem A' wielomianu ZZArX,X,, podzielonym przez wyróżnik B' wie- 

ś 


lomianu 228. AX, Mamy zatym 


A' 
A= skąd A'=B'.A. 


Lecz, wskutek (5), 
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B = | Bia s Prase- Bin =| his haye tia | =L 
Baa » Paz se-a Pan | | lai a laa 90-23 lan 
96: e E NN E SU fe) s 
T tu; fa | EAST 
jest więc 
(9) AFERA 


t. j. wyróżnik wielomianu ZZ tar jest niezmiennikiem ze względu na 
każde przekształcenie linijowe. 


WYRAŻENIE JEDNOCZESNE DWU WIELOMIANÓW JEDNORODNYCH STOPNIA 
2-60 JAKO SUM KWADRATÓW. 


75. Zapomocą przekształcenia linijowego można jednocześnie dwa 
wielomiany jednorodne stopnia 2-go wyrazić jako sumy kwadratów. 

Weźmy pod uwagę dwa wielomiany, dla większćj jasności, z trzema 
tylko zmiennymi, 


(1) ftp Ty, zz) PJ ; (2) g(2y, Tą, %3) = FZbi Lk. 
Wskutek przekształcenia linijowego 
n= hX, + LX:+ ĠLX;, 
(3) ta = m, X; + M Xą + m X, 
ty = MX, + NX + ną X, 
te wielomiany przechodzą odpowiednio na (art. 70) 


(4) f= ZZArKX, X, , (5) J= ZYB,„X,X. , 
gdzie, przy r=1, 2,3 i s=1,2,3, 

(6) Ars = rf i (ls, m, Ns) + m,fą(l,, Ms, Ns) + Nr falls, Ms, Ns), 
(7) s = lygi (ls, Ms, Ns) + MrJa(ls, Ms, ns) -+- Nga (lss Ms ns). 


Ji Ja fa są połowami pochodnych cząstkowych funkcyi f, a gy, 9» 93, Są poło- 
wami pochodnych cząstkowych funkcyi g, wziętych odpowiednię względem 
Xis Tą, ty Aby dwa dane wielomiany stały się sumami kwadratów, dość po- 
łożyć > 

(8) A„=0 i B„=0, przy r Ss, 

gdyż wtedy wyrażenia (4) i (5) przywodzą się do następujących: 

(4) JEAX?’ + ApX2” + Az X? (5) g=B,X,*+ Bz3 Xą? + By, X”. 
Skoro widocznie A„=A,„ i B„=B, (gdyż Qir = au i ba = br) przeto 
równań (8) jest 2.3—=6, gdy tymczasem spółczynników we wzorach (3) jest 
9. Potrzeba zatym, dla dokładnego wyznaczenia tych 9 spółczynników, do- 
wolnie ustanowić jeszcze trzy związki. Najprościćj postąpimy, gdy w wy- 
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rażeniu jednego z wielomianów damy kwadratom jakiekolwiek spółczynniki 
dowolne, gdy więc położymy np. 
(9) Ba =x,, przy s=1, 2, 3, 
rozumiejąc już przez %, liczby dane. 
Równości (8), wskutek (6) i (7), dają 


Sills Mo ns) _ Sallo ms ms) _ falls Ma mo) 
(s Mys) Jalle, Ms ms) alls Mo, Ns) 
Oznaczmy przez X, wartość tych stosunków i zamiast fi, f» J» 91 In 93 wy- 
piszmy wyrażenia rozwinięte; wtedy miéć będziemy trzy równania: 
(a, — Ab, 1) + (02 — Abia) m, + (aia — Abia) n= 0, 
(10) (a21 — Abar) ls - (a223 — Abaz) Ms + (aga — Xba) N= 0, 
(ag, — Ast, ) ls + (daa — Absa) Ms + (asa — Aboa) n= 0, 
z których wypada 


(11) tir — Abir , Qia — Abia s tia — Abiga |=0. 
da — Àsbzi , aaa — Asbo y Ay -—Àsbag 
Gg, — Abai , daz — dba , gą — Àsbag 


A zatym, jeżeli wyznaczymy pierwiastki 4,, Xy, łą równania (11), to z równań 
(10) otrzymamy, odpowiednio każdemu z tych pierwiastków, wartości sto- 
sunków l :my: my, lą: mą: mą i ly: mą:ng, A następnie zapomocą równań (9) 
znajdziemy wartości każdego z 9 spółczynników przekształcenia (3). 

Aby nareszcie otrzymać wartości spółczynników A,,, A22, A33, dość po- 
mnożyć równania (10) odpowiednio przez lę m,, n, i dodać do siebie iloczyny; 
uwzględniając związki (6), (7) i (9), otrzymamy wtedy 


(12) Ay ZK, przy = if 2, 8, 
Wyrażenia dwu danych wielomianów będą więc 


SE UNK? HUK? HNX, gE4X KŻ + 4X. 

Równanie (11) posiada wszystkie pierwiastki rzeczywiste, jeżeli spół- 
czynniki ax, bæ są liczbami rzeczywistymi i jeżeli przynajmnićj jeden z dwu 
danych wielomianów fig, np. g, jest stale (t. j. przy wszelkich wartościach 
rzeczywistych na «,, ©, 23) dodatnym. Jakoż, równanie (11) wyraża wa- 
runek, pod jakim wielomian /—4,9 jest sumą conajwyżćj 2 kwadratów (art. 
72). Wskutek przekształcenia linijowego, zapomocą którego wielomian stale 
dodatny g, przechodzi na sumę kwadratów K FR EKA które wszyst- 
kie są dodatne, a wielomian f np. na p =XYa.,.X,X,, wyrazimy wielomian 

rs 

f—hg jako —2,(X,7+X,?+ ej Ten wielomian, przy tój samćj war- 
tości às, co i wielomian pierwotny /—4,9, jest sumą conajwięcćj 2 kwadra- 


tów. Pierwiastki równania (11) są zatym jednocześnie pierwiastkami ró- 
wnania 
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(13) AQ,)= |t — Às > 2 + i3 =0. 
dj + dąą—h > dag 
dg, + %32 + a3 — Às 


Pierwiastki zaś równania (13) są, jak wiemy (art. 70), wszystkie rzeczywi- 
ste. — Nadto, z twierdzenia art. 71, odnoszącego się do pierwiastków wie- 
lokrotnych równania (13), wynika analogiczna własność pierwiastków wielo- 
krotnych równania (11). A zatym: pierwiastek dwukrotny równania (11) 
przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia 2-go, a pierwia- 
stek trzykrotny wszystkie elementy wyznacznika, stanowiącego stronę lewą 
tegoż równania. 


ĆWICZENIA. 


(53). Okazać, że wielomian 2? +- Ży? +2? + 2ry + $ez + 6yz jest sumą 
trzech kwadratów, z których dwa są dodatne, a jeden ujemny. 
(54). Jeżeli f(x, z, 14) = ELasta, a F(z; ta 73) = PL tiutitr, gdzie 


a= t, i A oznacza wyróżnik wielomianu /, zaś Aş jest ilością dołączoną do 


elementu a; wyznacznika A, natenczas przekształcenie prostokątne, zamieniające 
f na sumę kwadratów sX}? +- sX, + s3X4?, zamieni F na sumę kwadratów 
x ZA X 

SLUB; ZE, 

si są s3 

(55). Wyznaczyć spółczynnik aj, tak, aby wielomian 
22 + 232 + 6232 — Trata — Özat, +, 209773 

był sumą dwu kwadratów, 

(56). Okazać, że jeżeli zy, zą 13 SĄ długościami trzech krawędzi równoległo- 
ścianu, a X, X, ły kątami między parami krawędzi £3, z3; £3, %15 tiy 72; to wielo- 
mian zi? -4 22 +- 23? + 2era cosy + Zzyz, cos Àa + Qzyrącosh jest sumą trzech 
kwadratów dodatnych. 
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ROZDZIAŁ VI. 


RÓWNANIA STOPNIA 2-GO I WYŻSZYCH, PRZEDSTAWIAJĄCE 
ZBIÓR LINIJ PROSTYCH, LUB ZBIÓR PUNKTÓW. 


76. Liniją, przedstawioną przez równanie stopnia 2-go względem spół- 
rzędnych punktu, nazwaliśmy liniją rzędu 2-go, a liniją, przedstawioną przez 
równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych linii prostćj, nazwaliśmy liniją 
klasy 2-ćj. Ponieważ iloczyn równań dwu linij prostych, jak również iloczyn 
równań dwu punktów, jest równaniem stopnia 2-go, więc nawzajem, równa- 
nie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, lub względem spółrzędnych 
linii prostćj może niekiedy być iloczynem dwu równań stopnia 1-go i przed- 
stawiać odpowiednio parę linij prostych, lub parę punktów. Przystępując 
zatym do rozbioru równania ogólnego stopnia 2-go względem spółrzędnych 
punktu, jak również względem spółrzędnych linii prostćj, należy nam prze- 
dewszystkim zbadać, kiedy takie równanie przedstawia odpowiednio parę pro- 
stych, lub parę punktów. Zaczniemy od równania stopnia 2-go względem 
spółrzędnych punktu. 


PARA PROSTYCH. 


74. Weźmy pod uwagę równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych 
jednorodnych æ, 2, æ punktu, 
(1), Xa, X3) = 0121? + A2222? + tgga? + 2a F Zaj tt, + Az, t =0, 
którego spółczynniki dą, &31, ©, będziemy niekiedy, dla symetryi wzorów, pi- 
sali: a32, 043, Ay, gdyż, zgodnie z umową (art. 66), aaq=4232, dz, M3, h=. 
W artykule 72 okazaliśmy, że wielomian /(ay, æ% 23) jest sumą dwu 


kwadratów dodatnych lub ujemnych, jeżeli jego wyróżnik, t.j. wyznacznik 
symetryczny 


(2) A=| aista; |, 
A 3 dz , dag 
dzy » dgą , dzą 


jest równy 0, a z jego wyznaczników częściowych stopnia 2-go przynajmnićj 
jeden jest od 0 różny. Wtedy 
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Í Er Tą, 13) = aX + X”; 


gdzie s, i są są dwiema liczbami stałymi i rzeczywistymi, a Xy, X, oznacza- 
ją funkcyje jednorodne stopnia 1-go względem 24, z», «4. — Ponieważ 


s, Ka” +X’ = sX, —V —sX;) (Vs X,+ VK — 5X) 
więc w tym przypadku równanie (1) jest iloczynem dwu równań stopnia 1-go, 


V X, -V —8X,=0, V 4X, +V —X,=0, 


i przedstawia parę linij prostych. Zatym: warunkiem koniecznym i dostatecznym, 
aby równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu f(xy, £z, cz) =0 przed- 
stawiało parę prostych, jest równość 0 wyróżnika wielomianu f (æi, £y, £y). 

Gdy nietylko wyróżnik, ale także wszystkie jego wyznaczniki częściowe 
stopnia 2-go są równe 0, wówczas wielomian / jest dokładnym kwadratem, 
(Eis Tą, 2) = 4X; 

i równanie (1) przedstawia w tym przypadku jednę prostą X, =0, albo ra- 
czćj — prostą podwójną. 

78. Do tych samych wypadków można dojść także bespośrednio, nie 
opiórając się wcale na twierdzeniu art. 72. Jakoż, przypuśćmy, że wielo- 
mian f£, ©, ag) jest iloczynem dwu czynników stopnia 1-go. Przyjmując 
yy + Xat + y£ za jeden czynnik, musimy drugiemu czynnikowi dać kształt 
ma + T -+ zł ażeby, po uskutecznieniu mnożenia, spółczynniki przy 

1 
22, ©ą?, 14% wypadły odpowiednio równe a;i, dzą, «34. Niech więc będzie toż- 
samościowo 


(3) J(0 Tay 4) = (xiti + Aata + na) ( SR + a + Ha è 


Z téj tożsamości otrzymujemy, wskutek porównania spółczynników odpowie- 
dnich po obu stronach, trzy związki: 


% 
2029 = ga t 09? 
dą M Ka 
(4) 2d31 = h3 Ta +i P 
2a = a, Ż + e z 
1 Xz 


Z tych związków wyrugujemy dwa stosunki %, :%:%,. Pomnóżmy te równo- 
ści stronami odpowiednimi; w iloczynie zaś 


2% ą%2? 
8 dzy, ją = 205, Aązdzą + dy | 22 Z3 ae | F 
7 2 43 
A? a) ( żę Ri? 
da3 — + a,,3 > a dy? —— aa — 
+a,( 33 "JEJ U a3 + dz | dn ya T 2 2 
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zastąpmy czynniki, ujęte w nawiasy, przez równe im, wskutek związków (4), 
wyrażenia 
4a? — 2022033, 431? — 203304, 40,2? — 20,022. 


Otrzymamy 


Bazą l 43 244 1029093014 (40937—20230133)H-07(403,3— 20330,1 )033(40,4—20402), 
czyli 

4023033 + Żg303, 043 — 11423? — 2331? — 0330,23 = 0, 
t.j. A=0. A zatym, jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to wy- 
różnik lewćj jego strony jest zerem. — Pozostaje okazać, że ten warunek jest 
także dostateczny. Przyjąwszy, że A=0, możemy otrzymać wartości sto- 


sunków %,:%ą:%4 z dwu którychkolwiek równań (4). Tak np. dwa ostatnie 
z tych równań, napisane w postaci 


2 2 
(2) — 2a (2) +n 20, an (>) — 2d, (2) + t33 =0, 


dają 


Ka mE 27 — dag, h dj EV ag? — gy. 


i dy 4 Gi 


Kładąc zatym albo 


(5) =t, ta =À (0 + ta? — 132); ta =A (G + %1? — a41); 
albo téż 


(5') m=My, ta =À (ua — | m3 — 0 a22), 9 =À (agı > a? — aya) 
(gdzie A jest czynnikiem nieoznaczonym), w obu razach, po wstawieniu tych 
wartości na %,, %2; %3 w stronę drugą wzoru (3), otrzymujemy tożsamościowo 


(6) /(x4, Tą, 14) = " [Qq471 + (ap + V a2? — a123) Lat (z1 + az? —ass411) CJ 


[an2 + (a —V 0422—04402) £y+-(091—V/ yy? —Qz3d4)T3]. 
A zatym, jeżeli wyróżnik lewćj strony równania (1) jest zerem, wówczas to 
równanie jest iloczynem dwu równań stopnia 1-go, t. j. przedstawia dwie 
proste. 
Oznaczmy przez Ay, A22, Aas wyznaczniki częściowe stopnia 2-go wy- 
różnika, odpowiadające jego elementom głównym 44, 444, dzy, lub, co tu wy- 
chodzi na jedno, ilości dołączone do tych elementów, t. j. 


Aqq Zdpadgz — 037, App = galliy — 0347, Aag = lgl — ly? . 
Według (6), dwie proste, które, wrazie A=0, są przedstawione przez równa- 
nie (1): są obie rzeczywiste i od siebie różne, jeżeli Az, <0 i Azz <0; są 
obie urojone, jeżeli albo A;;>0, albo Az4>0, albo téż jednocześnie 
Ay>0 i A > 0; obie są tą samą prostą, t.j. przedstawiają prostą po“ 
dwójną, jeżeli A, =0 i Aza =0. 
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W przypadku ostatnim, gdy A=0, Az—=0, Az; =0, mamy także, 
jak to łatwo sprawdzić, tak A,, jak i wszystkie inne wyznaczniki częściowe 
stopnia 2-go równe 0. A zatym, i ostatni ustęp artykułu 77 został w ten spo- 
sób sprawdzony. 

79. Widzieliśmy w artykule poprzedzającym, że proste, które równa- 
nie (1) przedstawia wrazie A=0, mogą być urojonymi. Lubo takie proste 
nie istnieją gieometrycznie, to jednak nie możemy ich wykluczać przy bada- 
niach analitycznych, jeżeli nie chcemy wyników naszych rostrząsań pozba- 
wiać należytćj ogólności. W dziedzinie gieometryi ma się z nich tę samę 
korzyść, jaką Algiebra osiąga z wprowadzenia liczb zespolonych, t. j. liczb 
kształtu a +b —1. 

Odnosi się to osobliwie do takich dwu prostych urojonych, w których 
równaniach, jak np. w równaniach prostych urojonych w artykule poprzedza- 
jącym, spółczynniki odpowiednie są liczbami zespolonymi sprzężonymi. Pro- 
ste takie, zwane prostymi urojonymi sprzężonymi, posiadają dwie 
następujące właśności uwagi godne: 

Dwie proste urojone sprzężone mają punkt spólmy rzeczywisty, i 

Dwusieczne kątów, zawartych między dwiema prostymi urojonymi sprzężony- 
mi, są prostymi rzeczywistymi. 

Jakoż, niech równania 


(ara —1)z + © +VV — Vy + (E+e/ =D, 
(aaX/ —N)e + (b — bV —1)y + (c—cf/' —1)=0 


przedstawiają dwie proste urojone sprzężone. Sam skład tych równań poka- 
zuje, że te proste, lubo nie istnieją gieometrycznie, przecinają się w punkcie 
rzeczywistym, a mianowicie, przechodzą obie przez punkt przecięcia się dwu 
prostych rzeczywistych (art. 27), których równania są 


ac-+-by+c=0 i axc+bVy--c=1. 


Pićrwsza: własność jest więc dowiedziona. — Aby udowodnić drugą, przyj- 
mijmy, że z i y są spółrzędnymi prostokątnymi punktu bieżącego i oznaczmy 
przez œ ia' kąty (urojone), które proste (7) tworzą z kierunkiem dodatnym 
osi ©-ów, a przez R kąt, który dwusieczna kąta między prostymi (7) czyni 
również z kierunkiem dodatnym osi a-ów. Wtedy 


2tg$ __ tga + tga' 
1l—tgg 1— tgatga' 


(7) 


2f=a-+-a, skąd tg28 = 


Lecz z równań (7) wypada 


l eman sz ZM". — 
catt 1 =m-+-u —1, tgd =— f o ELR —1, 
bby —1 b=v/ —1 
zatym 
(8) mtg?8 — (m +n? — 1)tgf — m=0. 
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Pierwiastki równania (8) są oba rzeczywiste, a ich iloczyn jest równy — 1; 
a zatym jeden z nich odpowiada dwusiecznćj jednego, a drugi dwusiecznćj 
drugiego kąta, spełniającego poprzedni. Obie dwusieczne mają więc kierunki 
rzeczywiste. Jak zaś widzieliśmy, obie one przechodzą przez punkt także 
rzeczywisty (spólny dwu prostym danym). Obie więc istnieją gieometrycznie. 

80. Wyznaczmy jeszcze punkt przecięcia się prostych, które, wrazie 
A =Q, są przedstawione przez równanie (1). 

W tym celu oznaczmy, jak poprzednio, przez /4(%4, Tą, £3), fa(4, £ą, T3) 
fa(24, Xa, 23) połowy pochodnych cząstkowych wielomianu /(ey, £2, cs) wzglę- 
dem Ti, Ta, Zz, 


HZ + Mata + lata, 

J2= ta, + l2 F A231, 

Ja = l2 + laala F lglg. 
Gdy, według założenia, A=—0, to istnieje układ wartości od 0 różnych 
L, 090, 130 NA Li, Va, Ly, jednocześnie zadość czyniących równaniom 
= fa=0, f5=0. Ponieważ zaś, według twierdzenia Eulera (art. 67), 

Sy Tą T3) = Cfi E13 Ty T3) + Tafz(Ty, Ta, L3) H Wz/z(0i, Tay Ta), 
więc 
JG, Tą”, £909) =0, 

t. j. spółrzędne punktu (2,9, 230, £?) czynią zadość równaniu (1), czyli: ten 
punkt jest punktem linii, przedstawionćj przez równanie (1). Atoli, wsku- 
tek naszego założenia, równanie (1) jest równaniem pary prostych. Zatym 


ten punkt jest punktem przecięcia się dwu prostych, przedstawionych przez 
równanie (1) wrazie A=0. 


o 
Oznaczmy przez £o, yo spółrzędne Descartes'a tego punktu, t. j. n= 


0 
yy = = « Wówczas mamy 
arto + 4299 + tia 20, 
(9) Qa; Tg + l22Y0 + ąz =}, 
azo F 3240 + 433 =0, 
skąd wypada 
Qyą = — (o F U20), a23 = — (t1220 + 2300); 
azs = — (t320 + 4379) = M1120” + 2012200 + dza? 


Wprowadźmy także spółrzędne Descartesa «,y do równania (1), kładąc 
wnim 24—=], gy =2, £a =y, i, prócz tego, podstawmy w tymże równaniu 
zamiast dy, das, 034 powyższe ich wyrażenia. Po uskutecznieniu uproszczeń, 
otrzymamy równanie 

(10) M€ - 9)? + Za2(7 — Zo) Y — Vo) + aza(Y — Y0)? = 0, 
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które, według fpoprzedzającego, przedstawia dwie proste, przecinające się 
w punkcie (£o, yo). Rzeczywiście, rozwiązując to równanie względem y—y5, 
sprowadzamy je do dwu równań stopnia 1-go, 


(10) , RZEZ 


z których każde przedstawia prostą, przechodzącą przez punkt (£o, Yo): — 
Widzimy z tego, że jeżeli równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych Descartes'a 
punktu przedstawia parę prostych, to można je zastąpić przez równanie stopnia 
2-go jednorodne względem różnic c — £o, Y — Yo, gdzie zg, Yo są spółrzędnymi pun- 
ktu przecięcia się tych dwu prostych, i, oczywiście, odwrotnie. 

Jeżeli przez B oznaczymy kąt, który dwusieczna kąta zawartego mię- 
dzy prostymi (10') czyni z kierunkiem dodatnym osi «-ów układu spółrzę- 
dnych prostokątnych, to (art. 79) 


(11) Aqptg?B + (04, — azą) tg — a, 0. 
Stąd zaś wynika, iż równanie 
(12) Aa(Z — Lo)? — (Ay, — 02) @ — L0) (Y—Y0) — U2(Y —Y0)? =0 


jest równaniem obu dwusiecznych. 
Wartości £o, yo otrzymamy z dwu którychkolwiek równań (9); np. z dwu 
pićrwszych wypada 


A 
(13) n= W=Xy! 


gdzie Agy, Ass, Ass są ilościami dołączonymi do elementów 444, ga, Oza Wy- 
różnika wielomianu /(z, y, 1). 

Zważmy, że punkt (ww, o) leży w nieskończoności, gdy Aga =0, jest 
zaś nieoznaczonym, gdy jednocześnie Az, =0 i Aza =0, W pićrwszym razie 
dwie proste będą równoległe, a w drugim stanowią jednę prostą. Toż samo 
wynika bespośrednio z równań (6). 


PARA PUNKTÓW. 
81. Weźmy równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych jednoro- 
dnych ty, o, Ug linii prostćj, 
(1) Ff, ta, U3) Z A111? H Aot A ggtt3?-|-2A pgtłzttą | ZA gytłzt, ŻA ot =0, 
którego spółczynniki Ass, Ası, Ai również będziemy niekiedy, dla symetryi 
wzorów, pisali odpowiednio: Aa, Ay, A>. Załóżmy, że wyróżnik wielomianu 
Ffu, tz, U3) 


(2) r. a = | Ay, Apr, Aas | 
Ası , Aga , Ans 
Ası s Aaz; Ags | 
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jest równy 0. Wskutek tego założenia wielomian F(u, ua, ttg) jest sumą 
dwu kwadratów, lub kwadratem zupełnym funkcyi stopnia 1-go; a więc, jeżeli 
wyróżnik wielomianu F(t, ua, uz) jest zerem, to równanie FE (uz, Uz, ug) =0 przed- 
stawia parę punktów lub punkt podwójny, według tego, czy wyznaczniki częścio- 
we stopnia 1-go wyróżnika nie są, czytóż są wszystkie równe 0. 

82. Do tego samego wypadku można dojść także bespośrednio. Po- 
stępując taksamo, jak w artykule 78, dowiedziemy, że równość zeru wyró- 
nika funkcyi F(u, ua, uz) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby 
ta funkcyja była iloczynem dwu czynników stopnia 1-go, i znajdziemy wtedy 


(3) Fl, U, us) = r" (Anty + An H An — AnA) + (Ap + Ap? Av Asz) uz] 
„Anu + An — V AP ZApAz) u (AV A —A nAg) w]. 


Dwa punkty, które równanie (1) w tym przypadku przedstawia, są więc: 
oba rzeczywiste i od siebie różne (oddzielne), jeżeli A? — AA% > 0 
i Ag? — AAs >0; oba urojone, jeżeli albo Ay” — AnA <0, albo 
As? — An Azz <0, albotóż jeżeli jednocześnie oba te wyrażenia są ujemne; 
oba są tym samym punktem, t.j. przedstawiają punkt podwójny, jeżeli 
Ay? Aq Ap >0, i Ai? — A,A =0. W ostatnim przypadku można taksa- 
mo, jak powyżćj, okazać, że wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia 2-go 
wyróżnika są równe zeru. 

83. Dwa punkty urojone, które równanie (1) może, jak widzieliśmy, 
przedstawiać, są punktami urojonymi sprzężonymi, t.j. spółczyn- 
niki odpowiednie ich równań, mówiąc ogólnie, są liczbami zespolonymi sprzę- 
żonymi. Takie dwa punkty posiadają własności, odpowiadające własnościom 
linij urojonych sprzężonych (art. 79). A mianowicie: 

Dwa punkty urojone sprzężone wyznaczają prostą rzeczywistą; i 

Środek odległości dwu punktów urojonych sprzężonych jest punktem rzeczy- 
wistym. : 

Jakoż, niech równania, w najogólniejszćj wzięte postaci, 


(4) (a + aV —1) u + (b + vy —1)v+ 1=0 
(a=a/ —1) u + © —V/ —1)v+1=0 
przedstawiają dwa punkty urojone sprzężone. Spółrzędne tych punktów są 


| a! =a + aV —1, ' =b +b —1; 


5 Z pac: 
6) zg'=a—a/ —1, y'=v—vJ/ —1 


Podstawiwszy te wartości w równaniu prostćj, przechodzącćj przez dwa pun: 
kty (w,y)i œ", y"), t. j. w równaniu (art. 21) 

C= _y-Y 
otrzymamy 


Bibl. mat.-fiz,, 8. IV, T.IV 
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2a/ —1 wy —1 
czyli 
ca ab 
(6) = ja a : 


Prosta więc, przechodząca przez dwa punkty urojone i sprzężone, jest rze- 
czywistą. — Spółrzędne środka odległości dwu punktów («',y'), œ", y") są 

" I " 
a zatym, po podstawieniu wartości (5), 


(7) c=, y=b, 
t. j. środek odległości dwu punktów urojonych sprzężonych jest punktem 
rzeczywistym. 


84. Postępując taksamo, jak w artykule 80, znajdziemy, że spółrzę- 
dne prostćj (1°, 40, 40), na którćj leżą dwa punkty równania (1) wrazie 
a=0, są wyznaczone przez równania 

F;(49, U39, 150) = Aqq? + Ar? + Ait =0, 
(8) Fa(u,, U39, 140) 2 Agu? ++ Aat? ++ Anth? =0, 
r F349, 449, 140) = Agytą? F Agot? + Agzttz = 0. 
Albowiém, stosując twierdzenie Euler’a, mamy także F(u, u°, u?) =0. 
Prosta więc (149, 03°, u4%) jest styczną do linii F=0, a więc dotyka obu 
punktów, które równanie F=0 w tym przypadku przedstawia. 

Jeżeli do równania (1) wprowadzimy spółrzędne Pliicker'a, kładąc 

w tym równaniu wg = 1, ú =ù, U, =v, i przez w, vo oOznaczymy spółrzędne 
Pliicker'a prostćj, przechodzącćj przez punkty przedstawione przez równanie 
(1), natenczas równanie tych punktów sprowadzimy (art. 80) do postaci 
(9) A(t — o)? + ZA (t — tto) 0 — vo) + Aaz (V — to)? = 0, 
t. j. jeżeli równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych Pliicker'a linii prostéj 
przedstawia parę punktów, to można je zastąpić przez równanie stopnia 2-go jedno- 
rodne względem różnic u — ug, © — Vo, gdzie ug i vo są spółrzędnymi prostćj, łączą- 
cój te dwa punkty, i odwrotnie. 

Spółrzędne čo, “o mają wartości 


—_%i — %2 
(10) u, = dz , V = daa , 
gdzie 034, «43, %33 OZNACZAJĄ ilości dołączone do elementów Ası, Aza, Ass Wy- 
różnika wielomianu F(u, v, 1). 
85. Ogólnie, Jeżeli równanie jakiegokolwiek stopnia, bądźto między spół- 
rzędnymi punktu (x, y), bądźtćż między spółrzędnymi linii prostćj (u, v), daje się 
wyrazić jako iloczyn kilku równań stopni niższych, to ono wyraża połączenie miejsc 
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gieometrycznych, przedstawionych przez czynniki. Równanie np. stopnia -go, 
dające się rozłożyć na n czynników stopnia 1-go, przedstawia odpowiednio 
n prostych, lub m punktów. 


Wszczególności, równanie stopnia n-go jednorodne względem dwu różnie 
E— Ty, Y — Yo, lub U — to, v—vg, przedstawia odpowiednio n prostych, przeci: 
nających się w punkcie (£o, Yo), lub n punktów, leżących na prostéj (uo, vo)- 
Jakoż, dzieląc równanie 
(8—20) p, (£ —120)" (Y—Y0) + Pa(z— 20)" (Y — Yo)? +... + Pa —Y)"=0 
przez (y — 4o)", miéć będziemy równanie 


GZW ta GE + aG23) Feta 


którego rozwiązanie daje n wartości na ( 


Oznaczywszy te warto: 


ści przez ay, Qą,..., @n, możemy ostatnie równanie napisać w postaci 


(a a) =% _ ,)...( =o —,)=0 
Y—w Yo * — " i 


a pierwotne w postaci 


[x — to — a (y — Yo) ] [8 — To — az (Y — Yo) . « [E — £o — an (Y —Y0)]=0, 
z któréj widać, iż ono przedstawia w prostych 


© — dy= a, (Y— Yo), T— 9 (y —Y0);:::) T— To = (Y — Yo). 
Toż samo, gdybyśmy mieli podobne równanie między u— w i v — vo 

Można wynalćść liczbę warunków potrzebnych na to, aby równanie ogólne 
stopnia n-go przedstawiało n prostych lub » punktów. Dość w tym celu po- 
równać równanie ogólne stopnia »-go, po sprowadzeniu w nim wyrazu nieza- 
leżnego od zmiennych do jedności, z iloczynem a równań stopnia 1-go 

(“s+ biy + 1) (aga + bzy + 1)... (auc + bzy + 1)=0. 

Jeżeli liczba wyrazów równania ogólnego stopnia n-go między æ i y jest =N, 
to porównanie spółczynników wyrazów podobnych w tym równaniu i w roz- 
winięciu napisanego iloczynu da nam N —1 równań między spółczynnikami. 
2n z tych równań posłuży nam do wyznaczenia 2n liczb niewiadomych 
Ais bis dą, bą,...,0,, bq, a podstawienie wartości tak otrzymanych w pozosta- 
łych równaniach doprowadzi nas do N—1— 2n warunków żądanych. Ró- 
wnanie ogólne stopnia n-go między æ i y (i podobnie między « i v) można pi- 
sać pod postacią 


1 
+ (Bor + Biy) 
+ (rot? fety + Tay?) 
aE ENS 
+- (vor -Huar ty +... - yy") =0, 
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liczba więc jego wyrazów jest równa sumie postępu różnicowego 


N=1+2+3+... +(n+- yete, 
a liczba warunków koniecznych 
—"(n—1), 
N—1—2n= 12 


ĆWICZENIA. 


(57). Czy i jakie proste przedstawia równanie 1? — Bry+-4y?+-x+-2y—2—= 0? 

(58). Czy i jakie proste przedstawia równanie z? — zy + 92 — r —y + 1=0? 

(59). Jaki kąt czynią między sobą proste z? -+ zy — 6y3=0, a jaki proste 
12 — 2zy sec 9 + y3 = 0? 

(60). Znaléść równanie dwusiecznych kątów między dwiema prostymi 
323 + By? + 10xy — 15r — 21y + 18 = 0. 

(61). Okazać, że równanie we spółrzędnych trójkątnych 
z? + 23? + 23? + 22ra cos (Az — Az) + Zzzz, cos (Az — A, ) + 22,23 cos(A, — A2) = 0. 
przedstawia dwie proste równoległe do prostéj z, cos A; + %ą 008 A, + z3 COS Az = 0. 

(62). Znalóść równanie prostćj rzeczywistćj, przechodzącćj przez punkt uro- 
jony (z + z"V=1, a'a + al —1, az + "JD. 

(63). Kiedy prosta, łącząca punkt urojony zadania (62) z punktem rze- 
czywistym (z4'', 24”, x"), jest rzeczywistą? 

(64). Okazać, że jeżeli czynnik X się zmienia, to punkt urojony z', -Xe",J/ — 1, 
złe" J/ —1, 1; + Je" V/ —1 opisuje prostą rzeczywistą. 
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O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-G0. 


LINIJE KRZYWE RZĘDU 2-G0. 


88. Tak linije, przedstawione przez równania stopnia 2-go we spół- 
rzędnych punktu, jak i linije, przedstawione przez równania stopnia 2-go 
we spółrzędnych linii prostćj, są linijami krzywymi, wrazie, gdy wyróżniki 
tych wielomianów stopnia 2-go są od 0 różne. Pićrwsze z tych linij nazy- 
wamy linijami krzywymi, albo, krócój, krzywymi rzędu 2-go, a drugie 
krzywymi klasy 2-ćj. Ponieważ, jak to niebawem się okaże, każda 
krzywa rzędu 2-go jest zarazem krzywą klasy 2-ćj i, nawzajem, każda krzy- 
wa klasy 2-6j jest zarazem krzywą rzędu 2-go, więc będzie można jedne i dru- 
gie nazwać ogólnie krzywymi stopnia 2-go. 

Wykrycie wszelkich krzywych stopnia 2-go jest przedmiotem tego i na- 
stępującego rozdziału. Doprowadzi nas do tego wyprowadzenie niektórych 
własności tychże krzywych z ich równań najogólniejszych. Zajmiemy się 
naprzód krzywymi rzędu 2-go. 

Równanie najogólniejsze linii krzywćj rzędu 2-go jest 


(1) JE, Tay Tą) Z aqq Ty? + Aą Tą? + aaa? F Zaz9 TT + Zayy CZU, + 20190409 =0. 


W tym równaniu zmienne 2, 2, x, są spółrzędnyni punktu jednorodnymi, 
od których można przejść do spółrzędnych Descartesa, kładąc z,—=2z, 
DZWI ZN; 

Wiadomo, że prosta przecina liniją rzędu 2-go w dwu punktach (art. 8). 
Weźmy więc pod uwagę prostą, która łączy dwa dowolnie wybrane punkty 
płaszczyzny, P, i Pa, i znajdźmy stosunek, w jakim każdy z punktów prze- 
cięcia się tćj prostój z liniją, przedstawioną przez równanie (1), dzieli odci- 
nek P,P}. Jeżeli z, ©, wj i 1”, «', x'ą są spółrzędnymi jednorodnymi 
punktów P, iP, a £i, zz, v, są takimiż spółrzędnymi punktu P na prostćj 
P,P,, dzielącój odcinek P,P, w stosunku danym P,P:PP;=A:1, wówczas 
(art. 62) można wyrazić 
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(2) gy =a, AC, a= H AE" Ty =T + hy. 

Jeżeli punkt P jest jednocześnie punktem przecięcia się prostćj P,P, z liniją, 
przedstawioną przez równanie (1), natenczas mamy 

z F(E HAL" La HAL" © Aa") = 0. 


t. j. równaniu (1) staje się zadość, gdy w nim za 4), £a, %4 podstawimy war- 
tości (2). Równanie ostatnie, gdy wprowadzimy znane oznaczenia, 


(2, Tay 23) = l8 + tata + dja Ty, 
(3) (Z, Tą, 23) Zad, + dzą F a313; 

Fa(24, Tay Ta) Zad, F lga? + lagla; 
przyjmie postać 
(4) foty DHA RE tnt DH AAT t HEE HASE tnr) =0. 
Równanie to jest stopnia 2-go względem à. Da więc nam ono dwie wartości 
na tę liczbę: jednę odpowiadającą jednemu, a drugą odpowiadającą drugiemu 
z punktów P, w których prosta P,P, przecina liniją, przedstawioną przez 
równanie (1). — Zajmiemy się rozbiorem równania (4). 

89. BIEGUNOWA I BIEGUN, — Przypuśćmy, że spółrzędne punktów P, 

i P, czynią zadość równaniu 


(5) EA p B'a a) H L'S p Taz, 03) + L'S Tą, 79) =0. 
Wtedy równanie (4) sprowadzi się do równania 
Jay Tą, La) ŁANY, Ty, ©'3) 0, 


które daje dwie wartości na A, różniące się tylko znakami, Oznaczywszy 
więc przez (4, "a, 2") i (€p wą, 2'3) spółrzędne dwu punktów P, i P4, 
w których prosta P,P, przecina liniją (1), mićć będziemy w tym przypadku 


e" =, At", "= H A" a'a =gf;+kt'y, 
g =a Ae" Daaa", L= Aa" 


skąd widzimy, że dwie pary punktów P,, P, i Pa, P, są harmoniczne (art. 39). 

Jeżeli przez punkt stały P, będziemy prowadzić coraz inną prostą (sie- 
czną), przecinającą liniją (1) w dwu coraz innych punktach P; i P,, to na każ- 
déj z nich znajdzie się punkt P,, który z punktem P, tworzy parę harmonicznie 
sprzężoną z parą punktów P, i P,, leżących na téjże prostćj. Spółrzędne 
każdego z tych punktów P, uczynią zadość równaniu warunkowemu (5), t. j. 
te punkty P, leżą na linii, przedstawionćj przez równanie 


(6) Cfa (L'i L'as 2'3) + Lafai Cz, 2'3) + Tafal T'a 2'3) =0, 


które jest stopnia 1-go względem 2,, x, zz, spółrzędnych bieżących tych 
punktów P;. Zatym: miejsce gieometryczne punktu na prostćj, przechodzącćj 
przez punkt stały, tworzącego z nim parę punktów, harmonicznie sprzężoną z parą 
punktów, w których ta prosta przecina liniją rzędu 2-go, jest linija prosta. Tę pro- 
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stą (6) nazywamy biegunową punktu danego P;(z, Z'a 2'3), a punkt da- 
ny biegunem tćj prostéj względem danćj linii rzędu 2-go. 

Z równania (6) widoczna, że biegunowa punktu (z, *', 7) jest nieo- 
znaczona tylko wtedy, kiedy spółrzędne tego punktu jednocześnie przywodzą 
do zera wszystkie trzy wyrażenia: /,,/ą,/4. Ten przypadek, jak wiemy, ma 
miejsce wrazie, gdy równanie (1) przedstawia parę prostych. A zatym: jeżeli 
równanie (1) nie przedstawia pary prostych, to biegunowa każdego punktu jest 
oznaczona; jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to biegunowa punktu prze- 
cięcia się tych prostych jest nieoznaczona; jeżeli nakoniec równanie (1) przedstawia 
prostą podwójną, to biegunowa każdego punktu tćj prostój jest nieoznaczona. — 
W obu ostatnich przypadkach z tożsamości 


JĄ (Ty Tą B3) H Lafai L'or 2'3) H Tafa'i L'a WJ) 
Ez AZ, Ty £3) + Vafą(Ty, Tą, 04) + L'S Lo T3), 


wypada, że równaniu biegunowéj jakiegokolwiek punktu (2,, z, 43) uczynią 
zadość spółrzędne (a',, «'ą, 1';), dla których jest jednocześnie 


Io V'a 13)=0, fairy, Va Cz) =0 i faln Vy, 0) =0. 


A zatym: jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to biegunowa każdego 
punktu przechodzi przez punkt przecięcia się tych prostych; a jeżeli równanie (1) 
przedstawia prostą podwójną, to biegunowa każdego punktu, leżącego zewnątrz tój 
prostćj, schodzi się razem z tąż prostą. 

Z własności harmonicznych czworoboku zupełnego (art. 40) wypada 
sposób króślenia biegunowćj punktu danego względem danćj linii rzędu 2-go. 
Jakoż, wyprowa- 
dziwszy (fig. 25) 
z punktu danego 
P, dwie sieczne, 
z których pićrw- 
sza przecina li- 
niją rzędu 2-go 
w punktach P, 
i P„, a druga 
w punktach P, 
i P,, i prze- 
dłużywszy proste 
PPa P;P; aż do 
przecięcia się w 
Ps, mióć będzie- 
my czworobok 
zupełny. Prosta, 9 Fig. 25. 
łącząca wiérz- , 
chołek P, z punktem Py, w którym się przecinają dwie przekątne P,P, i P,Pe, 
przetnie pićrwszą sieczną w punkcie Pa, a drugą w punkcie P,. Punkt P, 
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tworzy z P, parę punktów harmonicznie sprzężonych z parą punktów P, i Pą 
i taksamo para punktów P, i P, jest harmonicznie sprzężona z parą punktów 
P, i P,; przeto prosta PSP, jest biegunową punktu danego P,. Podobnie, 
prosta P,P, jest biegunową punktu P;. 

90. Równanie warunkowe (5) wyraża, że punkt P, leży na biegunowćj pun- 
ktu P,. Ze względu na znaczenie wyrażeń /, „/2,/3, można to równanie tak pisać: 


ZE y Ty, 2'3) H Wafą(t'y, L'a ©'3) F wzfz(0, Da 2'3) + 0. 
Stąd czytamy, że nawzajem punkt P, leży na biegunowćj punktu P;. A za- 
tym: jeżeli z dwu punktów P, i P, jeden leży na biegunowój punktu drugiego, to 
drugi leży na biegunowćj punktu pićrwszego, albo ogólnićj: jeżeli punkt przebiega 
liniją prostą, to jego biegunowa obraca się ckoło bieguna tój prostćj, 

Wyprowadzamy stąd wniosek: biegunowa punktu przecięcia się dwu pro- 
stych przechodzi przez bieguny tych prostych. 

Dwa punkty, z których każdy leży na biegunowćj punktu pozostałego, 
nazywamy punktami sprzężonymi względem danćj linii rzędu 2-go. 
One, oczywiście, tworzą parę punktów harmonicznie sprzężoną z parą pun- 
któw, w których prosta, je łącząca, przecina daną liniją rzędu 2-go. — 
O trzech zaś punktach, z których każde dwa są z sobą sprzężone względem 
danćj linii rzędu 2-go, innymi słowy: o trzech punktach takich, iż biegunowa 
każdego 2 nich względem danćj linii rzędu 2-go przechodzi przez dwa punkty 
pozostałe (czyli, na mocy powyższego wniosku: każdy jest biegunem prostćj, 
lączącój dwaj punkty pozostałe), mówimy, że one tworzą trójkę pun- 
któw sprzężonych. Na fig. 25 punkty P,, Ps, P, tworzą trójkę punktów 
sprzężonych, albowićm punkt P, jest biegunem prostćj P4P;, punkt P, jest 
biegunem prostój P4P,, a zatym i punkt P, jest biegunem prostój P,P;. — 
Trójkąt, którego wićrzchołki są biegunami boków przeciwległych, zowie się 
trójkątem biegunowym. Takim na fig. 25 jest trójkąt P,P4P;. 

91. "Twierdzenie artykułu poprzedzającego można jeszcze tak wypowie- 
dzićć: Jeżeli pewien punkt P opisuje szereg prostolinijowy punktów, to biegunowa 
tego punktu D opisuje pek promieni, jednokróślny z owym szeregiem punktów, a wiórz- 
chołek pęku jest biegunem podstawy szeregu (art. 48). 

Jakoż, niech będą P, (2'i; Z'a «'5) i Pafz'y, S'a ©'3) dwa punkty szeregu 
prostolinijowego, opisanego przez punkt P. Spółrzędne punktu P wyrażą 
się wtedy przez 

g ZY AW yy =t Ay y= H a" 
a jego równanie przez 
P=P,+AP+—0. 
Biegunowe zaś punktów P,, Pai P s 
DETA dy, Va) + SAE Vo 3) + BSa W, 03) = 0, 
D Etf (2'i 7,14) + zafą(0' 12'a ©"'3) H BSa 0,0") = 0, 
D = rfia +At',, a'H" L'y HAL") + afa HA" o D'a HAL", ©'4+At'3) 
+ Bafa (2'i HAL" B'a + Aaa 05 + Aa") = 0, 
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czyli 
D=D, + D0 


Stąd wypada, że biegunowa D punktu P przechodzi przez przecięcie się bie- 
gunowych D, i D; punktów P, i P}, czyli przez biegun prostéj P,P,, tudzież, 
że pęk promieni, opisany przez D, jest jednokréślny z szeregiem punktów 
opisanym przez P. 

Oznaczmy jeszcze przez Q punkt na prostćj P,P}, który z punktem 
P tworzy parę punktów sprzężonych. Posuwaniu się punktu P na prostćj 
P,P, odpowiada posuwanie się punktu Q na tćjże samćj prostćj. Pary 
punktów, odpowiadające jednoczesnym położeniom punktów P i Q, są wszyst- 
kie harmonicznie sprzężone z parą punktów, w których prosta P,P, przecina 
daną liniją rzędu 2-go. Mamy zatym twierdzenie: Pary punktów sprzężonych, 
względem danćj linii rzędu 2-go, leżące na jednćj prostćj, tworzą inwolucyją; pun- 
ktami asymptotycznymi téj imwolucyi są punkty przecięcia się téj prostćj z daną liniją 
rzędu 2-go. * 

92. LINIJE STYCZNE. — Wracając do równania (4), przypuśćmy, że, 
oprócz związku (5), ma jeszcze miejsce równanie /(z',, t', 2'3) = 0, czyli 


(7) WCT, V'a VI) E Lafal Wy L'a) + WZ Wy, D) 20. 
W tym przypadku równanie (4) sprowadza się do następującego, 
RCT" T'a æ",)=0, 


które daje obie wartości na A równe 0, a przeto oba punkty P, i P,, w któ- 
rych prosta P,P, przecina liniją rzędu 2-go (1), schodzą się razem w pun- 
kcie P,. 

Równanie warunkowe (7) wyraża, że punkt P, leży na linii rzędu 2-go 
(1) i zarazem na swojćj biegunowćj. A zatym: jeżeli punkt leży na linii rzędu 
2-go, to jego biegunowa przechodzi przezeń i przecina tę liniją w dwu punktach, 
schodzących się razem z biegunem. Prostą, która liniją rzędu 2-go przecina 
w dwu punktach schodzących się razem (t. j. w dwu punktach nieskończenie 
siebie bliskich), nazywamy styczną linii rzędu 2-go, a punkt, w którym 
styczna ma z liniją rzędu 2-go dwa punkty spólne, nazywamy punktem 
styczności. A zatym: biegunowa punktu, leżącego na linii rzędu 2-go, jest 
styczną do téj linii w tymże punkcie, 

Równanie zatym (6) przedstawia także styczną do linii rzędu 2-go (1) 
w punkcie, którego spółrzędne są %',, w'», 2's, jeżeli te spółrzędne jednocześnie 
czynią zadość równaniu warunkowemu (7), t.j. jeżeli ten punkt leży na 
linii (1). 

93. Jeżeli przypuścimy, iż 
(8) texty ez) fe zh) — [ft 24) + t'afą(z'p L'a 2'3) + afale T'a z'a) = 0, 


wówczas pićrwsza strona równania (4) jest kwadratem zupełnym, a przeto 
jego pierwiastki, t. j. obie wartości na X, są sobie równe. W tym przypadku 
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prosta P,P, przetnie liniją rzędu 2-go (1) w dwu punktach, schodzących się 
razem, czyli — będzie styczną do linii równania (1). 

Jeżeli przyjmiemy punkt P, jako stały, a punkt P, jako punkt bieżący 
na stycznój, wyprowadzonćj z punktu P, do linii (1), natenczas spółrzędne 
tego punktu bieżącego, wskutek (8), czynią zadość równaniu 


(9) Ken 1n 18) fr z) — (ET 73) + (27,73) HAE Ta 7)] =. 


Temu równaniu uczynią zadość także spółrzędne punktu styczności téjże sty- 
cznój, Atoli dla punktu styczności jest f(®,, Tą, %3) =0. Wskutek tego, 
dla punktu styczności równanie (9) sprowadza się do równania 


Lafi L'a 2'3) + Lafai T'a 2'3) + Gyfą(t'y, T'a 2'3) =0, 


z którego czytamy, że punkt styczności stycznéj, wyprowadzonéj z punktu P, 
do linii (1), leży na biegunowćj punktu P,. 

Biegunowa punktu P,, jako linija prosta, przecina liniją rzędu 2-go 
w dwu punktach; a więc z punktu P, można wyprowadzić dwie styczne do 
linii rzędu 2-go, których punkty styczności leżą na przecięciu się jćj z biegu- 
nową punktu P,. Gdy zaś punkt P, jest zupełnie dowolnym, przeto: z każdego 
punktu na płaszczyźnie linii rzędu 2-go można wyprowadzić dwie, lecz tylko dwie, 
styczne do téj linii, Biegunowa tego punktu jest prostą, przechodzącą przez oba 
punkty styczności, a więc zawićra w sobie cięciwę styczno ści.— Na za- 
sadzie tego twierdzenia, króślenie stycznych do linii rzędu 2-go z jakiegokol- 
wiek punktu sprowadza się do króślenia biegunowćj tego punktu, co, jak wiemy, 
daje się uskutecznić zapomocą poprowadzenia kilku linij prostych (art. 89). 

94. Nie trudno okazać, że równanie (9) przedstawia dwie linije pro- 
ste, t. j. dwie styczne, dające się wyprowadzić z punktu P, do linii (1). Dość 
w tym celu okazać, że wyróżnik pićrwszćj strony równania (9) jest równy 0. 
Połóżmy, dla skrócenia, : 
UCZA CZ) =f, fh (2'i T'a a'a) = f'ife D'o a'a) =fn Sai'n 2'3) =f; 
wtedy równanie (9) możemy tak przedstawić 
(a, — P) 2? + f'ta — J27) Ta? + S'as — J3) 23 + f'ta — S'a) yta 

+ f'ta AJ) yta + 2 ag —J'2]'3) 2283 = 0. 
Wyróżnik pićrwszćj jego strony, 
A =| f'm — fi’ Faia Si's S'as — S'a | 
Fan — Pafi ; f'ta — S2 > Faza — PaSa 
Fay —Fafh s; J'ai — If 25 S'a — S'a? 

daje się rozłożyć na sumę óśmiu wyznaczników, których elementami są pićrw- 
sze lub drugie wyrazy dwumianów, tworzących elementy wyznacznika A. 
Z tych óśmiu wyznaczników cztéry są tożsamościowo równe 0, t. j. te, które 
mają po dwie lub trzy kolumny, utworzone z drugich wyrazów tych dwumia- 
nów. Pozostaną zatym tylko cztóry wyznaczniki następujące 
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J'aq 3 f'ta , f'ta 
S'ar ; f'o ; fa 
| Fazy Jaga , J'agą | 


=f/3.A, 


i pa d liso 12/1 ! 
=— f2.| aty + aala + jg T 5649,04, Z</YWA, 


! J 
lo L'i F dpąt'ą F dz3€ 9 , dy , daj 


| =f? , J'in, J's 


— S'i S'a, /'Gąg , J'i 


— S'i S'a , Jaga; /' gg | aya, + a3a8'2 F Aa3T'3 , A33 3 Ma3 

E a AE T ea E S- ETN T a A |= — J"fzzzA. 
faq r —f a? J'in J'agi s f'ta, —F af? 

J'as , —f'af'3 Ja |Ma +f'a32 , — J? 
Mamy więc 


ASPAS — cf — 1'faą—t'f3)=0, 
gdyż ZUJ + Taf 2 H PaSa 


Stąd wypada, że równanie (9) przedstawia istotnie parę prostych (rzeczywi- 
stych i różnych, rzeczywistych i schodzących się razem, lub urojonych). Że 
zaś te proste przechodzą przez punkt P, i przez punkty styczności stycznych, 
wyprowadzonych z punktu P;, przeto tymi prostymi są właśnie styczne z pun- 
ktu P, 

95. KLASA LINIJ KRZYWYCH RZĘDU 2-G0. Ponieważ z każdego punktu, 
dowolnie obranego na płaszczyźnie, można wyprowadzić dwie, ale tylko dwie, 
styczne do krzywćj rzędu 2-go, więc krzywa rzędu 2-go jest zarazem krzywą, 
klasy 2-6j. Stąd zaś wypada, że jéj równanie we spółrzędnych linii prostój 
powinno być także równaniem stopnia 2-go. 

Aby otrzymać to równanie, oznaczmy przez t, 44, uz spółrzędne jedno- 
rodne (szczególne) stycznój do krzywćj (1) w punkcie (t;, vy, ©). Z ró- 
wnania (6) stycznćj, wypadają związki 


a'i F al'a + yz t = 4, 
Ay Ty F doga H Ogg! 3 = Ma, 
zy + Ggąt' z + gg! = U; 


(10) 


które rozwiązując względem x, ©, z',, otrzymujemy 

Az, = Åi + Azt + A31, 

Acz=Apt, + Az F Agath, 

Azz=Apty + Åt + Åz3th, 

gdzie A jest wyróżnikiem strony lewéj równania (1), a Ax jest ilością do- 
lączoną do elementu a, tego wyznacznika A, przyczym jest także A= Api 


Punkt (x, «', a';), jako punkt styczności, leży na stycznój (w, w, ug); ma- 
my więc 


(12) Wy! + UT z F uh 0. 
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Podstawienie zaś wartości na z, «a, %'3, wynikających z równań (11), w ró- 
wnaniu (12) daje związek między spółrzędnymi stycznćj do krzywćj (1), 
(13) F(u, u, w) ZA? + A22? + Aata? + ZAggtltziz + ZAzytizi, =0, 
czyli równanie téj krzywćj we spółrzędnych linii prostćj. To równanie, jako 
wypadek rugowania liczb 14,4%, 11 z cztćrech równań (10) i (12), można 
przedstawić także pod postacią wyznacznikową, 
(14) Ff, Ua, 43) = | ly ; ia ; Aya , 4, | =0. 

A21 ; dog dag ; Ha 

Gys , dzą y 33 , M3 

M4; tą ; 44,0 
Równanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych t, u, 43; a zatym: 

Krzywa rzędu 2-go jest zarazem krzywą klasy 2-éj. 

Tym twierdzeniem nie jest wszakże objęty przypadek, kiedy liniją, przed- 
stawiona przez równanie (1), sprowadza się do pary prostych; albowićm 
wówczas A =0, a przeto strony lewe równań (11) są =0. 

LINIJE KRZYWE KLASY 2-EJ. 

96. Weźmy teraz pod uwagę równanie najogólniejsze krzywćj klasy 2-éj 
(1') F(u, tą, uz) = A14? HAHAH 2At + ZA yny, ŻA attt =0, 
przyjmując nadal, jak poprzednio (art. 66), A32 = Az, Ap Az, An "Ap. 

Wiadomo, że z każdego punktu można wyprowadzić dwie styczne do 
krzywój klasy 2-éj. Wyprowadźmy zatym z punktu spotkania się dwu do- 
wolnie obranych promieni D, i Dz dwie styczne, i wynajdźmy stosunek mię- 
dzy wstawami dwu kątów, na które każda z tych stycznych dzieli kąt między 
promieniami D, i D}. Jeżeli oznaczymy przez w, wą, w, i u”, W'a, W'a spółrzę- 
dne jednorodne promieni D, i Dz, to spółrzędne jednorodne promienia D, 
wychodzącego z punktu przecięcia się promieni D, i D,i dzielącego kąt D, D; 
tak, że sinD,D :sinDD, =A:1, można wyrazić przez 
(2) zyj AU, =U MU, U ZU; HAU. 

Jeżeli promień D jednocześnie dotyka linii, przedstawionćj przez równanie 
(1'), natenczas równaniu temu stanie się zadość, gdy w nim za %,, xa, uz pod- 
stawimy wartości (2). Wykonawszy to podstawienie i kładąc, dla skrócenia, 
Fly, tb, WJZA Gry + Ata + Aih, 
(3) Fay; tz, U) Z Azt + Agatą + Az, 
F(t, tą, 4) Z Agqu, + Aata + Anth, 
mamy 
(4) F(u, wg) u" E Cu u'a u) Ealu 71003)" Falu W'a t) JAHAE Ua 3) = 0, 
równanie stopnia 2-go względem à. Da więc nam ono dwie wartości na tę 
liczbę: jednę odpowiadającą jednćj, a drugą odpowiadającą drugićj ze sty- 
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cznych, które można wyprowadzić z punktu D,D, do linii, przedstawionćj 
przez równanie (1'). — Zajmiemy się rozbiorem równania (4'). 

97. BIEGUN I BIEGUNOWA. — Przypuśćmy, że spółrzędne promieni D, 
i D, czynią zadość równaniu 


(5') u E i Wa, Ug) + u EaU Wz, Wg) + Ua Egis Wa, wa) =0. 
Wtedy równanie (4') sprowadza się do równania 

Ff, a, Wg) + AZFfwy, W'a ' 3) =0, 
które daje dwie wartości na %, różniące się tylko znakami. Oznaczywszy 


więc przez "i, wg, w" i wy, Wa wz spółrzędne dwu stycznych D; i Dy, 
które można wyprowadzić z punktu D,D; do linii (1'), mićć będziemy w przy- 


padku uważanym 


u y=", hw, WaW hg, ua = Au", 
u r =u hh, W= Aa, W= — Aua, 
skąd widzimy, że dwie pary promieni D,, Də i D3, D; są harmoniczne. 

Jeżeli promień D, ma położenie niezmienne, a z coraz innego punktu na 
tym promieniu wyprowadzać będziemy po dwie styczne D; i D; do linii (1'), 
to z każdego z tych punktów można wyprowadzić promień Da, który z pro- 
mieniem D, tworzy parę harmonicznie sprzężoną z parą stycznych D; i Dy. 
Spółrzędne każdego z tych promieni D, uczynią zadość równaniu warunko- 
wemu (5), t.j. te promienie D, przechodzą przez punkt, PER przez 
równanie 
(6') u Fyfuy, Wz, Wz) + UEU is z, Wa) HF UEa, wą, ws) =0 
(stopnia pićrwszego względem č, ug, wg, spółrzędnych bieżących promienia 
Dy). Zatym: Promienie, tworzące z promieniem o położeniu niezmiennym pary 
promieni, harmonicznie sprzężone z odpowiednimi parami stycznych, które z różnych 
punktów na promieniu niezmiennym można wyprowadzić do linii klasy 2-6j, prze- 
chodzą przez tenże sam punkt. Ten punkt (6') nazywamy biegunem promie- 
nia danego Dy (wy, wą, wa), a promień dany biegunową tego punktu 
względem danćj linii klasy 2-ćj. 

Z równania (6') czytamy, że biegun promienia (w;, u'z, w';) jest nieozna- 
czony tylko wtedy, kiedy równanie (1') przedstawia parę punktów, albowićm 
wtedy wszystkie trzy wyrażenia F;, F}, Fa przywodzą się jednocześnie do 
zera. W tym przypadku szczególnym, z tożsamości 


u, F,(y, Wz, Wz) UEa i Wa, W3) F uz Ea (Ui Wa, 13) 

= WE, t, 4, 43) + UWE tą, Ug) + WF Uz, M2), 
wynika, że: jeżeli równanie (1') przedstawia dwa punkty oddzielne, to biegun każ: 
déj prostój leżóć będzie na prostćj, łączącój te dwa punkty, a jeżeli równanie (1') 
przedstawia punkt podwójny, to biegun kaźdćj prostćj zejdzie się razem z tym punktem. 
Albowićm, wartości wy, wą, ws, dla których jednocześnie F;=0, F;+=0 

i F =0, uczynią zadość, wskutek powyższćj tożsamości, równaniu 
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U, E (U Ug Ug) + UEa, Uz, Ug) H+ UE, W, 14) =0, 


które przedstawia biegun prostéj dowolnéj (4, 4, g). 

98. Równanie warunkowe (5') można także tak pisać: 

u Ff, ua, U'3) + waFafu",, uz, u'z) HUE U" ua, w") = 0. 

A zatym: jeżeli z dwu prostych D, i D, jedna przechodzi przez biegun drugićj, to 
druga przejdzie przez biegun pićrwszćj, albo: jeżeli prosta obraca się około stałego 
punktu, to biegun téj prostćj przebiegą prostą stałą, biegunową tego punktu. 

Stąd zaś mamy jako wniosek: Jeżeli prosta przechodzi przez dwa punkty, 
to biegun tój prostćj jest punktem przecięcia się biegunowych tych dwu punktów, 

Dwie proste, z których każda przechodzi przez biegun prostćj pozosta- 
łćj, zowią się promieniami sprzężonymi względem danćj linii klasy 
2-6j. Otrzech zaś prostych, z których każda jest względem danćj linii klasy 2-6j 
biegunową punktu przecięcia się dwu pozostałych, powiadamy, że one two- 
rzą trójkę promieni sprzężonych. — W trójkącie biegunowym (art. 
90) nie tylko wićrzchołki tworzą trójkę punktów sprzężonych, ale i boki jego 
przedstawiają trójkę promieni sprzężonych. 

99. Jeżeli promień D, obracając się około wiórzchołka S, opisuje pęk pro- 
mieni, to biegun tego promienia, przebiegając biegunową wićrzchołka S, opisuje sze- 
reg punktów, z owym pękiem jednokrćślny. 

Albowićm, jeżeli (wi, wą, ws) i (wy, W'a, W'a) są spółrzędnymi dwu 
promieni D, i Dz, to spółrzędne każdego innego promienia są 


wy Zu, AW, U ZU hy, U ZU 3 + AU zy 
a D = D, + XD, =0 
jest równaniem tego promienia. Bieguny zaś P,, Pi P promieni D, iD, i D są 


P EUF Wis z, Wa) HUE, U, Wz) HF uFz(w,, Wa, Ws) =0, 
P,=u,F, (ty, Uo W'3) + UEU Wz, U'3) + uzFz(u' Ua w'a) =0 i 
P=u F(u; Hay, Wat A'a Ws HAU) tit. d.=0, 
czyli 
P=P, ++4P, =0. 


Stąd wypada, że punkt P leży na prostćj P,P, i że szereg punktów, utworzo- 
ny na P,P, przez biegun P promienia D, opisującego pęk, jest jednokrćślny 
z tym pękiem. 

Oznaczmy przez E promień pęku, który z promieniem D tworzy parę 
promieni sprzężonych. Do każdego innego promienia D należy inny, ściśle 
wyznaczony, promień E. Pary promieni D i E są wszystkie harmonicznie 
sprzężone z parą stycznych, dających się wyprowadzić z wićrzchołka pęku 
do linii klasy 2-éj. Mamy zatym twierdzenie: pary promieni sprzężonych 
względem danój linii klasy 2-6j, wychodzące z jednego punktu, tworzą inwolucyją; 
promieniami asymptotycznymi téj inwolucyi są styczne, wyprowadzone z tego punktu 
do danćj linii klasy 2-éj. 
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100. PuNKTY sTryczNości. — Wracając do równania (4'), przypuśćmy, że, 
oprócz związku (5'), zachodzi jeszcze równanie Ffu,, wą ws)=0, czyli 


(7) u, E (U i, Wa, Wa) + UEU i, Wa, Wg) HUE, W'a, U'3)=0. 


W tym przypadku równanie (4') daje obie wartości na A równe 0, a przeto 
obie styczne D, i D}, wyprowadzone z punktu D,D, do linii klasy 2-ćj 
(1'), schodzą się razem na prostćj D;, która wskutek (7'), jest także styczną 
do tćj linii. Równanie (6) jest także równaniem punktu styczności. A za- 
tym, biegun linii, stycznój do linii klasy 2-éj, jest punktem styczności tójże 
stycznój. 

101. Jeżeli przypuścimy, iż 


(8) Ffu',, W'a, u'3) Fw, wą, wz) —|w F(u, W, Wz) HW'zFo(y, Wa, W) -+ 
+ w Ff, Wz, Wy] =0, 


wówczas strona lewa równania (4) jest kwadratem zupełnym, a przeto 
jego pierwiastki, t. j. obie wartości na à, są sobie równe. W tym przypadku 
obie styczne, dające się wyprowadzić z punktu D,D; do linii klasy 2-ćj (1'), 
razem się schodzą, czyli — punkt D,D; leży na linii (1'). 

Jeżeli przyjmiemy prostą D, jako stałą, a D, jako prostą bieżącą, 
obracającą się około punktu, w którym prosta D, przecina liniją (1'), naten- 
czas spółrzędne téj prostćj bieżącćj, wskutek (8), uczynią zadość równaniu: 


(9) Fw, u, u) Ffw,, uz, uz) — [u F, (w, Ua, Ws) H WEW, Wa, Ws) + 
HUE (Ui, W'a, Wa) = 0. 


Temu równaniu uczynią zadość także spółrzędne stycznych w punktach prze- 
cięcia się prostćj D, z liniją (1'). Atoli dla tych stycznych jest F (ur, tta, u3)=0. 
Wskutek tego, dla prostéj Da, jako stycznéj, równanie (9') sprowadza się 
do równania, 

WE (Wis Wa, Wz) + UEU i, Wa, Wa) + UFz(Wy, Wa, W) =0, 
z którego czytamy, że styczna do linii (1') w punkcie, w którym tę liniją 
przecina prosta D,, przechodzi przez biegun tćj prostćj. 

Z bieguna prostćj D, wychodzą dwie styczne do linii klasy 2-6j; a więc 
prosta D, przecina liniją klasy 2-6j w dwu punktach. Gdy zaś prosta D, 
jest zupełnie dowolną, zatym: każda prosta przecina liniją klasy 2-6j w dwu pun- 
ktach. Styczne w tych dwu punktach przechodzą przez biegun tćj prostćj. 

Podobnie, jak to uczyniliśmy w art. 94, można okazać, że równanie (9') 
przedstawia parę punktów, w których liniją klasy 2-ćj (1') przecina prosta 
D, o spółrzędnych w), u'z, Wz. 

102. RZĘD LINIJ KRZYWYCH KLASY 2-6J. Już stąd, że każda prosta 
przecina krzywą klasy 2-6j w dwu punktach, wnosimy, że krzywa klasy 2-éj, 
jęst zarazem krzywą rzędu 2-go, a przeto, że równanie krzywćj klasy 2-ćj, 
gdy je wyrazimy we spółrzędnych punktu, będzie także równaniem sto- 
pnia 2-go. 


http://rcin.org.pl 


112 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


Aby otrzymać to równanie, oznaczmy przez 2, a, «, spółrzędne pun- 
ktu, w którym prosta (u, wa, ws) dotyka krzywćj (1). Z równania (6') 
punktu styczności wypadają związki 
Ag + Az + Aqzl za, 
Agu, + A'a + Agi z = 23, 
Agr + Agatą H Agat z = 3, 


(10') 


które rozwiązując względem t, wą, wz, otrzymujemy 


AU = AaLi ++ Aala F Aga, 
AW z Wg + Aaga F Ag3T3, 


| OWI ye; + daj 2 F Agt, 
(11) | 


gdzie a jest wyróżnikiem strony lewćj równania (1'), a ax ilością dołą- 
czoną do elementu A. tego wyznacznika a, przyczym, skoro Au = Ay, 
jest także œi = ay. — Prosta (u'i, Wa, W3), jako styczna, przechodzi przez 
punkt (24, Xz, £3); mamy więc 

(12) LiU, F La'a + Lag = 0. 

Podstawienie zaś wartości na «i, Wa, Ws, wynikających z równań (11), 
w równaniu (12') daje związek między spółrzędnymi (e, «, æ) punktu 
styczności, 

(13') qfe,, Ta, L3) = A1? F Arala F Aaga? F LazTzTy > Daj T, + 2040, 0 =, 
czyli równanie we spółrzędnych punktu krzywćj, przedstawionćj przez równa- 
nie (1'). To równanie, jako wypadek rugowania liczb w,, wą, wj! i 1 z cztó- 
rech równań (11') i (12'), można przedstawić pod postacią wyznacznikową, 


(14) Q(X, Tą, Cz) E | dy > Aja + ig » Ty |=0. 
dj ; Aaz ; Ogg ; Wa 
O31 » A32 A33 ; V3 


Ti, T2, 2,0 | 


Równanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych %;, %2, ©; a zatym: 

Krzywa klasy 2-6j jest zarazem krzywą rzędu 2-go. 

Tym twierdzeniem nie jest objęty przypadek, kiedy linija, przedsta- 
wiona przez równanie (1), sprowadza się do pary punktów; albowićm wówczas 
jest a=0, a przeto strony lewe równań (11') są =0. 

Należy tu jeszcze zauważyć, że wrazie, gdy spółczynniki w równaniu 
(1') w art. 96 są ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika A, przed- 
stawiającego wyróżnik strony lewćj równania (1) w art. 88, to, podług twier- 
dzenia znanego z teoryi wyznaczników, mamy 


x = AQg, 


a wtedy równanie (13') będzie tymże samym równaniem (1) w art. 88. 
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ZASADA DWOISTOŚCI. 


103. Zupełna analogija między spółrzędnymi punktu i spółrzędnymi 
linii prostćj, osobliwie gdy te spółrzędne są jednorodne, prowadzi do zasa- 
dy dwoistości, podług którćj z wypadku tego samego rachunku, uskute- 
cznionego na tychże samych równaniach, można otrzymać jednocześnie dwa 
rozmaite twierdzenia gieometryczne, zależnie od tego, czy te wypadki będzie- 
my stosowali do układu spółrzędnych punktu, czytóż do układu spółrzędnych 
linii prostćj. Dwa te twierdzenia odpowiadają sobie w ten sposób, że tam, gdzie 
w wysłowieniu jednego występuje: punkt, linija prosta, pęk promieni, szereg 
punktów, krzywa algiebraiczna rzędu n-go, lub krzywa algiebraiczna klasy 
n-éj, to natomiast, w wysłowieniu drugiego, występuje odpowiednio: linija pro- 
sta, punkt, szereg punktów, pęk promieni, krzywa algiebraiczna klasy n-ćj, 
lub krzywa algiebraiczna rzędu n-go. Dotychczasowe rozwinięcia zawićrają 
liczne już przykłady tego dwoistego charakteru twierdzeń i zagadnień gieo- 
metrycznych, a w ciągu dalszym spotkamy się również z wielu innymi. 

Teoryja biegunów i biegunowych, którą wyłożyliśmy w tym rozdziale, 
dozwala nam uzasadnić w sposób ścisły metodę takiego podwajania twier- 
dzeń i zagadnień gieometrycznych, t. z. metodę biegunowych wzaje- 
mnych. 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek krzywą algiebraiczną S i krzywą rzę- 
du 2-go K, którą nazwiemy kierownicą. Jeżeli punkt bieżący opisuje 
krzywą S, to natenczas biegunowa tego punktu względem kierownicy K 
obwodzi inną krzywą £, taką, że każdemu punktowi na krzywéj S odpowiada 
pewna styczna do krzywćj £. Ale i nawzajem, kążdćj stycznój do krzywćj S 
odpowiada pewien punkt na krzywój X. Jakoż, jeżeli P i P' są dwa punkty na 
krzywćj S, to biegunowe Di D' tych punktów względem kierownicy K, są 
stycznymi do krzywój Z, a punkt DD' przecięcia się tych dwu stycznych 
do X jest biegunem cięciwy PP' krzywćj S. Dajmy, że punkt P' coraz 
bliżćj przystępuje do punktu P, natenczas i styczna D' będzie się coraz wię- 
cćj zbliżała do położenia stycznój D, a więc i punkt DD' przecięcia się 
tych dwu stycznych będzie coraz bliżćj przystępował do punktu styczności Q 
prostój D do krzywćj £. W granicy zatym, kiedy punkt P' zejdzie się razem 
z punktem P, czyli, kiedy cięciwa P'P stanie się styczną do krzywój S w pun- 
kcie P, styczna D' znajdzie się wtedy na stycznéj D, czyli punkt D'D prze- 
cięcia się tych dwu stycznych zejdzie się razem z punktem styczności Q pro- 
stój D do krzywćj £. Ale punkt D'D wciąż jest biegunem cięciwy P'P, więc 
i punkt Q na X pozostanie biegunem stycznój w punkcie P do S. A zatym: 
każdćj stycznój do krzywćj S odpowiada na krzywćj © biegun tój stycznój względem 
kierownicy K. — Krzywe Si£, które w ten sposób sobie odpowiadają, że 
punktowi na jednćj z nich odpowiada styczna do drugićj, i nawzajem, nazy- 
wają się krzywymi biegunowo wzajemnymi. | 

Łatwo okazać, że rzęd jednój z dwu krzywych biegunowo wzajemnych jest 
klasą drugój. Jakoż, przyjmijmy, że krzywa S jest rzędu n-go, a 7190 
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że prosta D przecina tę krzywą w m punktach P,, Py,...„P,. Każdemu 
z tych punktów odpowiada pewna styczna do krzywćj £, jako jego biegu- 
nowa względem kierownicy K. Niech Dy, D.,...,D„ będą tymi stycznymi. 
Ponieważ bieguny P}, P,...,P„ prostych D,, D;,..., Dn leżą na jednćj pro- 
stój D, więc te styczne przechodzą przez jeden punkt P, biegun prostój D. 
A zatym, z jednego punktu P można wyprowadzić n stycznych do krzy- 
wćj ©. Biorąc zaś jako D coraz inną prostą, mićć będziemy także coraz 
inny punkt P. Z każdego więc punktu można wyprowadzić m stycznych do 
krzywćj £, co okazuje, że krzywa X jest krzywą klasy n-ćj,— W szczegól- 
nym przypadku, kiedy krzywa § jest rzędu 2-go, to krzywa Z, jako krzywa 
klasy 2-éj, będzie zarazem krzywą rzędu 2-go. 

Z podania powyższego wypada bespośrednio, że z twierdzeń, odno- 
szących się do krzywćj rzędu 2-go, a wyprowadzonych z równania téj krzy- 
wéj, danego we spółrzędnych punktu, można, bez dalszego rachunku, otrzy- 
" mać twierdzenia analogiczne, odnoszące się do krzywéj klasy 2-6j, stosując 
tylko zasadę dwoistości, powyżćj wyłuszczoną. Gdy zaś krzywe rzędu 
2-go są zarazem krzywymi klasy 2-éj, i nawzajem, to tym sposobem 
można podwoić — mówiąc wogólności — każde twierdzenie odnoszące się do 
krzywćj stopnia 2-go. Stąd tóż, w dalszym ciągu, nie będziemy badali wła- 
sności krzywych stopnia 2-go osobno przez rozbiór ich równań we spółrzę- 
dnych punktu, a osobno przez rozbiór ich równań we spółrzędnych linii pro- 
stój, ale ograniczymy się rozważaniem jedynie pićrwszych. 


ĆWICZENIA. 


(65). Znalóść równanie krzywćj rzędu 2-go, która na osiach układu spółrzę- 
dnych równoległych odmierza odcinki a, a' i 2, V'. 

(66). Jeżeli cztóry punkty krzywćj rzędu 2-go są dane, to biegunowa pun- 
ktu stałego względem każdćj takićj krzywćj przechodzi przez punkt stały, 

(67). Zmalćść spółrzędne bieguna prostćj 1 — 3y + 1 =0 względem krzy- 
wój «2 — Żzy -++ By? — 6x + 1=0. 

(68). Znaléść równanie pary stycznych do krzywój poprzedzającój z pun- 
ktu (J, 1). 

(69). Znaléść równanie krzywćj, biegunowo wzajemnój z krzywą 

Az? +- 2Bry + Cy? = 
względem kierownicy z? + y3 —1—=0, 

(70). Krzywa rzędu 2-go dotyka ramion kąta danego w, a jakakolwiek do 
niéj styczna tworzy z tymi ramionami trójkąt: znalóść miejsca gieometryczne 
a) punktu, w którym przecinają się proste łączące wićrzchołki ze środkami boków 
przeciwległych tego trójkąta, b) puoktu przecięcia się trzech wysokości tego trójkąta 
i c) środka koła, opisanego na tym trójkącie, 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ VIIL. 
O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO 


DOKOŃCZENIE). 


ŚRODEK, ASYMPTOTY I ŚREDNICE. 


104. ŚRoDEk. Rozwiniemy szczegółowićj teoryją biegunów i bieguno- 
wych i wyprowadzimy z nićj nowy szereg własności ogólnych linij krzy- 


wych stopnia 2-go. Dojdziemy tą drogą do wykrycia rozmaitych rodzajów . 


tychże linij, jak również do uproszczenia ich równań. Ponieważ własności, 
o których mówić będziemy, są przeważnie metrycznymi, więc najdogodnićj 
będzie (art. 65) użyć spółrzędnych punktu Descartes'a. 

Niech więc 
(1) JGYy1)Z4423 + Zay30y + a24? + 20457 + Zaggy + a33 =0 
będzie równaniem ogólnym stopnia 2-go ws spółrzędnych punktu 
(&, y) i załóżmy, że wyróżnik 
(2) AZŻE04d2ą033 
wielomianu tego równania nie jest =0, a przeto, że równanie (1) przedsta- 
wia istotnie liniją krzywą stopnia 2-go, a nie parę prostych. 

Kładąc, dla skrócenia, 


y 

Sil) Etat + ay +- 043, ATE wATYCZN l 

(8) Ja(& 1) =at + aay F das, ABINET MA' «0 pasaat 
Ja (@ 91) E=E azt + Aząy + 033 hanko” 


Todarzjsieć 
i oznaczając przez (%9,y0) spółrzędne jakiegokolwiek punktu Po, miéć bę- 
dziemy (art. 89) 


(4) TCC Yor 1) FYS Yos 1) +/f3tty Yo 1)=0, 


jako równanie biegunowóćj punktu Po względem krzywój (1). 

Przyjmijmy, że biegunowa punktu P, jest prostą w nieskończoności. 
Wtedy punkt P, jest środkiem każdój cięciwy krzywćj (1), przechodzącćj 
przez ten punkt. Punkt bowićm, w którym jakakolwiek cięciwa, przecho- 
dząca przez punkt Po, przecina biegunową tego punktu Po, t. j. prostą w nie- 
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skończoności, tworzy z punktem P, parę punktów harmonicznie sprzężoną 
z parą punktów, w których cięciwa przecina krzywą (1); punkt więc P, jest 
środkiem téj cięciwy (art. 38), 

Punkt, który dzieli na równe części każdą cięciwę krzywćj stopnia 
2-go, przezeń przechodzącą, nazywamy środkiem tój krzywćj. A zatym: 
biegun prostój w nieskończoności względem krzywćj stopnia 2-90 jest środkiem tój 
krzywćj. 

Aby otrzymać spółrzędne środka, przypuśćmy, że jest nim punkt P%. 
Ponieważ wtedy równanie (4) przedstawia prostą w nieskończoności, a więc 
spółrzędne Pliicker'a tćj prostćj są równe 0, zatym mamy 
(5) Falo Yo, 1) = t1120 + 299 F 043 20, 

Salor Yoy 1) = l21L0 + zy + G23 =Q. 


Te dwa równania, stopnia 1-go względem niewiadomych £o, Yọ, dają na nie 
jeden tylko układ wartości. Mianowicie, jeżeli przez Ası, Aga, Asg ozna- 
czymy ilości dołączone odpowiednio do elementów ay, Qza, &33 wyznacznika 
(2), to z równań (5) otrzymamy wartości na spółrzędne środka 

= Ag = Ap À 
(6) wp: P E ri V 
Wartości te są oznaczone i skończone, jeżeli A;>0, a nieskończone, jeżeli 
Ag=0, a A 20 i AzaE0. Nakoniec, jeżeli jednocześnie Az; =0, 
A, =0 i A= 0, wówczas spółrzędne środka są nieoznaczone. Przypadek 
ostatni nie może mićć miejsca wtedy, kiedy równanie (1) przedstawia istotnie 
krzywą, anie parę prostych, bo wrazie Ag, =Ag=A3,=0, mamy także 
A=0, co się sprzeciwia założeniu. Mamy więc twierdzenie: 

Krzywe stopnia 2-go posiadają jeden środek, który albo leży w odległości 
skończonćj, albotéż znajduje się w nieskończoności. 

Na tój zasadzie dzielimy krzywe stopnia 2-go na: krzywe ze Śro- 
dkiem (t. j. ze środkiem w odległości skończonćj) i krzywe bez środka 
(t. j. ze środkiem w nieskończoności). 

105. Asrmprory. Okazaliśmy w rozdziale poprzedzającym, że z każ- 
dego punktu można wyprowadzić dwie styczne do krzywćj stopnia 2-go, 
oraz, że prosta, łącząca oba punkty styczności, czyli cięciwa styczno- 
ści, leży na biegunowćj tego punktu. Ponieważ biegunowa środka krzy- 
wćj stopnia 2-go jest prostą w nieskończoności, więc dwie styczne, które 
można wyprowadzić do tćj krzywćj z jéj środka, dotykają jéj w punktach 
nieskończenie odległych. Prostą, która dotyka krzywćj w punkcie nieskoń- 
czenie odległym, nazywamy asymptotą tój krzywćj. A zatym, dwie sty- 
czne do kreywćj stopnia 2-go, wyprowadzone z jéj środka, są asympłotami tój 
krzywej, 

Podstawmy w równaniu pary stycznych (art. 93) z4=1, 14=2, %54, 
s'a =l, 2'i = Zo T'a =Yo; Wtedy mićć będziemy równanie 


Szy Yor M/Cy Yi 1) — [Ef (E0 Vo 1) + Y(Tv Yor 1) F/3(T0 Yor 1) =0, 
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jako równanie asymptot krzywéj (1). — To równanie daje się uprościć. 
Jakoż, podług wzorów (5), mamy /4(% Yo 1)=0, fa(£o Yo, 1)=0, a nadto 


fly Yor 1)ZTofi(y Yo 1) + Vla Yos 1) tf3/(20 Yo, 1)=J(zo Vo 1). 
Wskutek tego, równanie ostatnie sprowadza się do następującego: 
Ff, Y 1)— falo Yo; 1)=0, 
czyli do równania 
aT? + Zay + Ozzy? + A(20 — T0)  dza(2Y — Vo) =0. 
Podstawiwszy zaś w nie, na mocy równań (5), 


Qyz =— (t1120 44290), G23 = — (U 270 +. 4220), 
otrzymamy ostatecznie równanie 
(7) (Z — £0)? + 20,2(8 — 26) (Y — Y0) + 422V — Yo)? =0, 
jednorodne i stopnia 2-go względem różnic %—%o, y- Yo, przedstawiające 
istotnie parę prostych, przecinających się w punkcie (%o, yo). Te dwie pro- 
ste (7) są urojonymi, jeżeli Aa3 = 4123 — 3> 0, rzeczywistymi i o kierun- 
kach różnych, jeżeli Agą Z aqy0ą — 0443 < 0, stanowią jednę prostą podwójną, 
jeżeli Ax Z 0,09 — 043 = 0. — W ostatnim przypadku schodzą się one ra- 
zem z prostą w nieskończoności. Jakoż, gdy równanie (7) pomnożymy przez 
a, i, z powodu, że w tym przypadku ayydzą = @12%, ZA Gyjazą pOdstawimy °, 
będziemy mieli 
a 2(2— c9)?+2049014(% — o) (Y — Yo) +Y — y0) = [m (8 — 20) +Y — Y0) =0. 
W tym więc przypadku równanie (7) przedstawia jednę prostą 
(E — To) + ta- Vo) =0,; 
któréj spółrzędne 
zak | m Ga 
nm" PZ ==" 
yyy + TRZA yt F tayo ` 
są = 0, albowiém to=—yọ =œ. Ta prosta jest zatym nieskończenie odległą. 
Możemy więc wypowiedzićć twierdzenie następujące: 

Krzywe stopnia 2-go są trzech rodzajów: krzywe, mające dwie asymptoty uro- 
jone; krzywe, mające dwie asymptoty rzeczywiste i o różnych kierunkach, i krzywe, 
mające jedyną asymptotę — prostą rzeczywistą w nieskończoności, 

Każdą krzywą piórwszego rodzaju nazywamy elipsą, drugiego hi- 
perbolą, a trzeciego parabolą (znaczenie tych nazw będzie wyjaśnione 
w rozdziale następującym). Czy krzywa, przedstawiona przez równanie (1), 
jest elipsą, czy hiperbolą, czytćż parabolą — to zależy, jak widzieliśmy, tylko 
od spółczynników a;i; 044, 2, wyrazów stopnia 2-go wielomianu strony lewćj 
równania (1), a mianowicie od wyrażenia Az EQqyd33 —a;27, które jest wy- 
różnikiem wielomianu stopnia 2-go 


t12? + ZayąTy F ay’. 
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Jest więć krzywa (1) elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy ten 
wyróżnik jest dodatny, ujemny, lub równy 0. 

Ponieważ wyróżnik jest niezmiennikiem ze względu na wszelkie prze- 
kształcenie linijowe, więc widocznie równanie (1) nie przestanie przedstawiać 
krzywćj tego samego rodzaju, w jakikolwiek sposób zmienilibyśmy kierunki osi 
układu spółrzędnych (art. 68). Ze zaś przeniesienie początku spółrzędnych do 
innego punktu, jak to łatwo sprawdzić, także nie zmienia spółczynników jı, 
(42, aa, Więc równanie (1), odniesione do jakiegokolwiek układu spółrzę- 
dnych Descartes'a, przedstawia zawsze ten sam rodzaj krzywćj stopnia 2-go. 
Z tego powodu w dalszym ciągu wykładu możemy, dla uproszczenia, przy- 
Jąć, że układ spółrzędnych jest prostokątny. 

106. ŚREDNICE. Podobnie, jak biegun prostéj w nieskończoności 
jest środkiem krzywój stopnia 2-go, tak nawzajem, biegunowa punktu, znaj- 
dującego się w nieskończoności, względem krzywćj stopnia 2-go przechodzi 
przez środek tćj krzywćj. Biegunową punktu, znajdującego się w nieskoń- 
czoności w pewnym „kierunku (t. j. w kierunku pewnćj prostćj), nazywamy 
średnicą sprzężoną z tym kierunkiem. Ponieważ proste równo- 
ległe do siebie można uważać, jako przecinające się w tym samym punkcie 
w nieskończoności, więc z własności harmonicznych bieguna i biegunowćj 
wypada, że średnica sprzężona z pewnym kierunkiem jest miejscem gieometry- 
cznym środków cięciw krzywćj, mających ów kierunek, 

Niech P,P, będzie jakimkolwiek kierunkiem danym, wychodzącym ze 
środka Po krzywćj stopnia 2-go, a P, niech będzie punktem w nieskończono- 
ści na biegunowćj PP, punktu P,, leżącego w nieskończoności w kierunku 
PoP,. Punkt P, na PoP, można uważać jako punkt przecięcia się prostćj PP, 
z prostą w nieskończoności, z czego wypada, że punkt P, jest biegunem 
prostój PoP,, która przechodzi tak przez biegun P, prostćj P,P,, jak i przez 
biegun Po prostćj w nieskończoności. Podobnie więc, jak prosta PoP, jest 
średnicą sprzężoną z kierunkiem P¿P,, prosta P,P, jest średnicą sprzężoną 
z kierunkiem P,P}. — Dwie proste, przechodzące przez środek krzywćj sto- 
pnia 2-go, z których jedna jest średnicą sprzężoną z kierunkiem drugićj, na- 
zywamy parą średnic sprzężonych. Dwie więc proste PP, i PoP, są 
parą średnic sprzężonych, 

Dwie średnice sprzężone P,P, i P,P, z prostą P,P, w nieskończoności 
tworzą trójkąt, w którym każdy wićrzchołek jest biegunem boku przeciwle- 
głego, i nawzajem, każdy bok jest biegunową wićrzchołka przeciwległego, 
a te dwie średnice sprzężone są dwiema prostymi sprzężonymi względem da- 
nćj krzywćj stopnia 2-go (art. 98). Gdy zaś te dwie proste sprzężone, wy- 
chodzące z jednego punktu, tworzą parę, harmonicznie sprzężoną z parą sty- 
cznych, które z tegoż punktu możemy wyprowadzić do danćj krzywćj stopnia 
2-go (art. 99), więc, zważywszy jeszcze, że te styczne, jako wyprowadzone 
ze środka krzywćj danćj, są jéj asymptotami, możemy wypowiedzićć twier- 
dzenie: pary średnie sprzężonych krzywćj stopnia 2-go tworzą inwolucyją, którój 
promieniami asymptotycznymi są asymptoty tój krzywćj. 
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Wiadomo, że jeżeli punkt porusza się po prostćj danćj, to biegunowa 
tego punktu obraca się około stałego punktu, bieguna téj prostćj. Stosując 
to twierdzenie do biegunowćj punktu, poruszającego się po średnicy, mamy 
twierdzenie następujące: Viegunowe punktów, leżących na średnicy, są równoległe 
do średnicy, z tamtą sprzężonćj. — Stąd wniosek: styczna do krzywćj stopnia 
2-go jest równoległa do średnicy sprzężonćj ze średnicą, przechodzącą przez punkt 
styczności, 

WŁASNOŚCI ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH. 

107. Aby otrzymać równanie średnicy sprzężonćj z pewnym kierun- 
kiem danym, załóżmy, że układ spółrzędnych jest prostokątny i że w tym 
układzie równanie 5 
(8) y=rtga 
przedstawia ten kierunek, z którym żądana średnica krzywćj (1) ma być 
sprzężona. Równanie biegunowćj punktu (x', y') względem krzywćj (1) jest 

chy Y'n 1) FYFE Y'o 1) FAE Vy 1)=0, 
czyli 
Lant! + tay! + 3) + Ynt + dzy! + 423) + (at + Ozzy! + 1) =0. 
Przyjmijmy, że punkt (*, y) znajduje się na prostćj (8) i w tymże kierunku 
oddala się do nieskończoności. Wtedy «' iy' rosną do nieskończoności, ale 
I 
tak, że stosunek f pozostaje niezmiennie równym tga. Podzielmy zatym ró- 


U 


wnanie ostatnie przez «', podstawmy w nim tga za 7 i =œ; otrzymamy 


w ten sposób, jako równanie żądanéj średnicy, 
(9) z(a + Gatga) + Yn + atga) + (dzy + aytga) =0, 
lub 
(9) (42 + Any + 03) + (aat + aay + 093) tg 1=0. 
Z postaci (9') czytamy, że średnica przechodzi istotnie przez środek linii 
krzywój, t.j. przez punkt przecięcia się dwu prostych (art. 104) 
(10) NEAYN=ayt + dy + 043 =0, 

fary, 1) aa, 7 F pay F 49a = 0. 
Z tegoż równania (9') zarazem wypada, że równania (10) przedstawiają: 
piórwsze — średnicę sprzężoną z kierunkiem osi 2-ów, a drugie — średnicę 
sprzężoną z kierunkiem osi y-ów. Równanie bowićm (9') przechodzi na piérw- 
sze, lub na drugie z równań (10), gdy w nim przyjmiemy a=0, lub a=2: 


W paraboli wszystkie średnice są do siebie równoległe, albowićm środek 
paraboli leży w nieskończoności. To samo wynika z równania (9). Jakoż, 
równanie (1') przedstawia parabolę, gdy Ag Zyd — 37 = 0, skąd 
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ją =|/ 04,0. Wstawiwszy tę wartość za a, w równanie (9), otrzymamy 


UC +V aa tga) Gu y ara + atga) + (azı + az tg a) 0, 
d — — dy + tga zE 
czyli V mis 4 ay + Van + V tga =0, 


skąd widoczna, że wszystkie średnice paraboli mają kierunek prostéj 


(11) Vas +V/ any =0. 

108. Oznaczmy przez ß kąt, który średnica (9), sprzężona z kierun- 
kiem (8), czyni z kierunkiem dodatnym osi -ów układu prostokątnego. Ma- 
my wtedy 


zę A + ażtga 
(12) te= ta + dzą tg a 
czyli 
(12) tı + Ga(tga + tgh) + aptgatgp =0. 


Rówanie (12) lub (12') wyraża związek między kierunkami średnic 
sprzężonych. Oznaczywszy jeszcze przez w kąt między parą średnic sprzę- 
żonych o kierunkach a i ß, otrzymujemy 


„teP-tga ŢȚ 
1-+tgatgB 


tgw = tg (B-a) = 
lub, wstawiwszy za tgß wartość (12), 
13 te o =— di i je 2a tga $ an tga A 
(18) j 012 (1- tg?a) + (az — a, ,)tga. 
Z tego wzoru wypada, że: średnice sprzężone razem się ze sobą schodzą, gdy 
(14) Gy, + Zaatga + azn tg? =0; 
średnice sprzężone są do siebie prostopadłe, gdy 


(15) tg?a + m tga— 1—=0. 
12 


Równanie warunkowe (14) okróśla kierunki asymptot, a zatym każdą 
z asymptot linii krzywćj rzędu 2-go należy uważać, jako parę średnic sprzężonych. 
Jest to bespośrednim następstwem tego, że asymptoty są promieniami asym- 
ptotycznymi inwolucyi par średnic sprzężonych. 

Równanie zaś (15) okréśla kierunki dwusiecznych kątów między asym- 
ptotami (art. 80). A zatym: dwusieczne kątów między asymptotami tworzą je- 
dyng parę średnie sprzężonych, do siebie prostopadłych. Te dwie średnice sprzę- 
żone, do siebie prostopadłe, nazywają się średnicami głównymi, albo 
osiami, albotćż osiami głównymi linij krzywych stopnia 2-go. 

Kierunki osi tak w elipsie, jak i w hiperboli są rzeczywiste, albowićm 
dwusieczne kątów między dwiema prostymi są rzeczywiste, niezależnie od te- 
go, czy te proste są rzeczywiste, czytóż urojone sprzężone (art. 79). 
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Parabola ma tylko jednę oś, t.j. średnicę prostopadłą do kierunku z nią 
sprzężonego. 

109. Jeżeli założymy, że ay, = i 0,4 =0, to pierwiastki równania (15) 
będą nieoznaczone. W tym przypadku istnieje nieskończenie wiele par średnic 
sprzężonych do siebie prostopadłych, czyli każde dwie średnice, do siebie 
prostopadłe, są średnicami głównymi, czyli osiami. Krzywa, którą równanie 
przy tym założeniu przedstawia, jest szczególnym przypadkiem elipsy, gdyż 
Aga =l —0143>0. Można łatwo okazać, że ta krzywa jest kołem. 
Dzieląc bowićm równanie (1) przez a, = i uwzględniając, że a} =0, 
mamy 


(16) ©? +- y? + 27180 +- 97By 4- 558 — 0, 
yy A; ii 
czyli 
2 2 2 + a 2— gą a 
16' (z Gya ( 2a) h 23 si, 
(16) Fan s Sa, t? 
Lewa strona wyraża kwadrat odległości punktu bieżącego (œ, y) od pun- 
ktu, którego spółrzędne są — i m, a strona prawa ma wartość stałą. 
11 11 


Równanie (16') przedstawia zatym miejsce gieometryczne punktu, którego od- 
ległość od punktu (-2, 8) jest stałą, a więc koło, którego środek 
11 11 


2 | Tr 
jest w tym właśnie punkcie, a promień =K ntt aat tnts, — W tym 
11 


przypadku równanie asymptot (7) sprowadza się do rówania 

(© — 19)? + Y-Y) =0 
czyli (e—1)+(U-Y)/ —1=0 i (c-w)—1-4)/ —1=0. 
Do tych równań nie wchodzą spółczynniki równania koła, zatym: asymptoty 
wszelkich kół są do siebie równoległe, czyli: wszelkie koła przechodzą przez te same 
dwa punkty urojone sprzężone w nieskończoności, Te dwa punkty nazywamy 
punktami kołowymi urojonymi, 

Jeżeli zaś założymy, że a,, = — ag, to kierunki asymptot, okróślone 
równaniem (14), będą do siebie prostopadłe i zawsze rzeczywiste. Krzywa, 
którą równanie (1) przy tym założeniu przedstawia, jest szczególnym przy- 
padkiem hiperboli, albowićm jest tu Az = a, — a,,3 <0. Tę szczególną 
hiperbolę nazywamy hiperbolą równoboczną, — Asymptoty hiperboli 
równobocznćj są do siebie prostopadłe, 


UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-G0 
ZE ŚRODKIEM, 


110. Skorzystamy z powższych własności linij krzywych stopnia 2-go, 
aby równania tych krzywych sprowadzić do postaci najprostszćj. Weźmy 
naprzód pod uwagę linije krzywe ze środkiem. 


http://rcin.org.pl 


122 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA, 


Równanie ogólne 
(1) JG, Y, 1)= 42? + aY? + Żaząty + 20t + Zazzy + lą =0 
przedstawia liniją krzywą stopnia 2-go ze środkiem, jeżeli wyróżnik 
ASLE aat i jego wyznacznik częściowy Ag% = @1đ23 — Aj? SĄ od 
0 różne. Przypuśćmy, że układ spółrzędnych jest prostokątny. Spółrzędne 
Zo i yo Środka téj linii krzywćj czynią zadość równaniom 


(2) Filo Yo, DZay4To F dqVo + a3 =0, 
Jalto Yos 1) = A21 Lo + 22V + M23 "0, 
które dają 
A AR 
+ s WO 


gdzie Ag, Zayądą — Mađ, Ag =l — Miz SĄ wyznacznikami częścio- 
wymi wyróżnika A, odpowiadającymi jego elementom ay ia. Jeżeli przyj- 
miemy środek jako początek nowych spółrzędnych «' i y', t.j. jeżeli wyrazimy 


(4) =t tt, y=% +Y, 
wówczas równanie (1), wskutek związków (2), przyjmie postać prostszą 
(5) a2? + aay"? + agd y' + f(0y Yo, 1)=0, 


gdzie spółczynniki a;, ay I a, są te same, co w równaniu (1). — Gdy zaś 
J(2 Yo IMZ, (Eo Yos 1) + Yofa(zo Yor 1) + zi %o + Az2V9 + Mas, 
zatym, wskutek (2) i (3), mamy 
Gy, Ay + dza Aga + ga Asa = A 
Ag 33 


co wstawiając w równanie (5), otrzymujemy 


J(0%y Vo, 1) = 


(6) aa? + ay? + Żacy! + a =0. 
33 


111. Linija krzywa stopnia 2-go ze środkiem posiaua nieskończenie 
wiele par średnic sprzężonych, a jednćj z tych par średnice są do siebie pro- 
stopadłe. Te osobliwe średnice sprzężone nazwaliśmy jéj średnicami, lub 
osiami głównymi. Gdy zaś każda z dwu średnic sprzężonych dzieli na części 
równe cięciwy równoległe do drugićj z nich, przeto, jeżeli jakąkolwiek parę 
średnic sprzężonych weźmiemy za osi spółrzędnych, równanie linii krzywćj 
sprowadzi się do postaci, zawićrającćj tylko kwadraty obu spółrzędnych. 
Najprościćj postąpimy, gdy za nowe osi spółrzędnych weźmiemy osi główne. 

Aby równanie (6) odnićść do osi głównych, należy je przekształcić pro- 
stokątnie (art. 11 i 68), kładąc 


æ! = Xcosa — Ysina, 


(7) ; 
y = Xsina + Ycosa, 
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gdzie «a oznacza kąt między pierwotną osią «-ów a tą osią główną krzy- 
wéj (1), którą obićramy za nową oś z-ów. Ten kąt a jest okréślony równa- 
niem (15) w artykule 108, które można także tak pisać: 


(8) (M z(COSZa — sin?a) — (ay, — aa) Sina cosa = 0, 
lub 2044 COS2 a — (ay; — 422) SINZ a = 0, 
skąd 
20a 
9 tg2a=q . 
©) é Qi — 022 


Równanie więc (6), wskutek przekształcenia (7) i uwzględnienia związku 
(8), przechodzi na równanie (piszemy x, y zamiast X, Y) 


A 
(10) s2? -+ Szy? + AZ zad, 
33 
gdzie 
Sı =a,,COS?a + Z04ą8iN acosa + azsin?a, 
(11) ; ; 
S= M Sin? — ZayąSin A cosa -|- daC05?2, 
a to równanie (10) jest równaniem żądanym krzywéj (1), odniesionym do 
osi głównych. 
Ze związków (11) czytamy, że s,i s, posiadają wartości rzeczywiste, 
i otrzymujemy z nich 


(12) Sı + 2", F laz 
tudzież 
(13) SiS = l a23 — 0423 E App, 


tak, iż s, i s3 są pierwiastkami równania (porówn. art. 70) 


(14) Mi= S yaiz =0, 


da, 3 da —8 


i mają znaki jednakie, lub różne, według tego, czy Az; >0, czytćż Ay; <0. 
Równanie (1) w przypadku, kiedy Az>0, przedstawia elipsę, a w przy- 
padku, kiedy A; <0, hiperbolę. A zatym i równanie (10) przedstawia 
elipsę lub hiperbolę, według tego, czy spółczynniki s, i są mają znaki jedna- 
kie, czytóż różne. 
Przyjmijmy, że spółczynnik s, jest dodatny. Jeżeli także s,>0, a więc 
Az >0, to, kładąc w równaniu (10) 
sÅ 1 pAn 1 
KG EE WE | 
gdzie znaki wyższe odnoszą się do przypadku, kiedy A>0, a niższe do 
przypadku, kiedy A <0, sprowadzimy je odpowiednio do postaci 


(15) + 


g2 2 
(16) atytl! =0; 


http://rcin.org.pl 


124 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA, 
jeżeli zaś s,< 0, a więc Aga 0, to, kładąc w równaniu (10) 
(17) PRÓB äis 1 


aż” x "w 
gdzie również znaki wyższe odnoszą się do przypadku, kiedy A>0, a niższe 
do przypadku, kiedy A<0, sprowadzimy odpowiednio do postaci 

qx? 2 
(18) 5- h F1=0. 

W tych równaniach (16) i (18) liczby a i b, wskutek (15) i (17), posia- 
dają wartości rzeczywiste. Równania (16) przedstawiają elipsę, a równania 
(18) przedstawiają hiperbolę. Kształtem tych linij krzywych zajmiemy się 
w rozdziale następującym. 

112. Celem uproszczenia równania (6), przyjęliśmy osi główne krzywćj, 
przez to równanie przedstawionćj, za nowe osi spółrzędnych. Atoli do tych 
samych kształtów (16) i (18) doszlibyśmy także, przyjmując za osi spółrzę- 
dnych jakiekolwiek inne średnice sprzężone. Tylko wtedy układ spółrzędnych 
nie byłby prostokątnym, a liczby a i b miałyby inne wartości. Atoli odnie- 
sienie równania (6), czyto do osi głównych, czytéż do jakićjkolwiek pary śre- 
dnie sprzężonych, uskutecznia się zawsze zapomocą przekształcenia linijowe- 
go, które wielomian jednorodny stopnia 2-go ax? +- Zayga”y' + agqy 3 zamie- 
nia na sumę dwu kwadratów. Nadto, według artykułu 68, spółczynniki tych 
kwadratów są zawsze albo tego samego znaku, albotćż znaków różnych, 
niezależnie od tego, jakie mianowicie przekształcenie linijowe uskutecznione 
zostało, Widocznie więc w równaniu elipsy, odniesionym do jakichkolwiek 
średnie sprzężonych, spółczynniki przy a? i y? mają znaki jednakowe, a w ta- 
kimże równaniu hiperboli spółczynniki te mają znaki różne. 

Wiedząc to, można znalóść spółczynniki przy æ? i y? w równaniach eli- 
psy i hiperboli, odniesionych do układu jakichkolwiek dwu średnie sprzężo- 
nych, sposobem następującym. — Oznaczmy przez a i ß kąty, które te 
dwie średnice sprzężone tworzą z tą osią główną, która w równaniach (16) 
i (18) jest.osią z-ów, oznaczmy ĝ —a=w i średnicę o kierunku a przyjmij- 
my za nową oś z-ów, a średnicę o kierunku ß za nową oś y-ów. Aby przejść 
od osi głównych do tćj pary średnie sprzężonych, potrzeba równania (16) 
i (18) przekształcić linijowo, kładąc 


c=xv'cosa. + y'cosf, 


(19) 
y=wv'sina + y'sin$. 
Wskutek tego, wyrażenie jednorodne stopnia 2-go 
LĄ 4 
aż JĄ 


zamieni się na wyrażenie jednorodne stopnia 2-go 


g'2 y? 
q? = R 
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i jednocześnie wyrażenie 
a? ++ y? 
przejdzie na wyrażenie 
©? + y'? + 0 y' cos w, 


gdzie w=f—a; albowićm dwa ostatnie wyrażenia przedstawiają kwadraty 
odległości tego samego punktu od początku spólnego obu układów spółrzę- 
dnych. Stąd wypada, że przekształcenie (19) zamienia wyrażenie 


(20) © ŁY 4 s(aż +yn) 
g b2 y“), 
gdzie s jest jakąkolwiek liczbą stałą, na 
(21) >s + — y? + s(æ!'2 + y'? + 2æ'y'cosw). 
aż p2 Y Y 


Jeżeli piórwsze z tych wyrażeń przy pewnćj wartości na s jest kwadratem 
zupełnym, to wyrażenie drugie przy tćj samój wartości na s jest także kwa- 
dratem zupełnym (art. 69). Atoli, te wyrażenia, według art. 72, są kwadra- 
tami zupełnymi, gdy ich wyróżniki są równe 0. Przyrównywając te wyró- 
żniki do zera, mamy dwa równania, 


l : toi) W 

> aji 0 = 0, czyli ss (5t k z = 0 
1 

0 1 tas 

1 ; s 1 1 

p—s soso |=0, emi sag (atn) tar’ 
1 

SCOS w Eas 


których pierwiastki są sobie równe. Mamy zatym 


aa SR AF 

a 034 v'2) sinż» ab?  a'%?sin?w 
Stąd zaś wynika, iż 
(22) ab=a'bV'sinv, a:Łb3=a?EV'2, 
Z równań więc (22) możemy obliczyć spółczynniki a', b' w równaniach elipsy, 
lub hiperboli, odniesionych do średnic sprzężonych, tworzących z sobą kąt 
dany w, jeżeli spółczynniki aib w równaniach tych krzywych, odniesionych 
do osi głównych, są dane. — Równania (22) wyrażają pewne twierdzenia 
gieometryczne, o których będzie mowa w rozdziale następującym. 
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UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO 
BEZ ŚRODKA. 


113. Równanie ogólne 
(1) 42? + AY? + 2018Y Hr. 2097 + 2423Y + gz = 0 
przedstawia liniją krzywą stopnia 2-go bez środka, jeżeli wyróżnik strony 
lewój A=E +a% jest od zera różny, a jego wyznacznik częściowy 
Az = M122 — M2? jest równy 0. Tę krzywą nazwaliśmy parabolą. 

Z równania warunkowego A, 0 wypada a443 =a,;0zą. Przyjmijmy, 
że spółczynnik aa, a przeto i aa jest od O różny i pomnóżmy równanie (1) 
przez a. Otrzymamy wtedy, uwzględniając, że a1ą% = Qq,024, 
(2) (043% + a224)? + Żaq2(0437 + A234) + A2233 =O, 
skąd czytamy, że w równaniu (1), gdy ono przedstawia parabolę, trzy jego 


piérwsze wyrazy przedstawiają kwadrat zupełny dwumianu. 
f Wiadomo, że w paraboli wszystkie średnice są równoległe do siebie 


i mają kierunek (art. 107) £ a, +y(/ aga = 0, lub, co wychodzi na jedno, 
kierunek | aaa +y(/ aga? 0, czyli, jak w tym przypadku, 

(3) Ara + logy =0. 

Przyjmijmy tę prostą za oś %-ów nowego układu spółrzędnych i przypuśćmy, 


że tak nowy układ spółrzędnych, jak i pierwotny są prostokątne. 
Aby równanie paraboli odnićść do tego nowego układu spółrzędnych, 
należy je przekształcić prostokątnie, kładąc 


(4) 


| æ = x'cosa — y'sina, 
y=wx'sina + y'cosa, 


gdzie, wskutek (3), kąt æ jest okróślony równaniem 


tia + antga =0, 
z którego wynika 


a A22 PAR S 
(5) a=—"2 cosa = rrm na = ry. 
tg z2 Va 122 + daa?’ V a? + an? 


Wskutek zaś (4) i (5), mamy 


Anl + aY = (Qq4C0S A + Asina) a + (— asina + agzCOS a) Y' 


Aya? + dzą? ——— 
SV onto” 7 "= Vaz + da CĄ 
tudzież 
Qat + aY = (AygC0S a + AzSina) I” + (— asina + azzCOsa)y' 


__ Maaa — 2023 il; ar23 + A2223 y; 
—- ALi Wi ZETA EG AE p 
V a, +. dn? V Mia? - aa? 
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równanie więc (2) sprowadzi się do postaci 


1322 — dyad23 a12l13 + M2223 
2 2 2 — A r 
(042? PF 0223) + am Za, 2 FE 02,2 w + a 314 3Y! +. aas; = 0, 


lub, dzieląc przez a2? + 044? i zamiast BEP k pisząc — Ax, 


12_ Zaz Agi J Qy2Q43 + M2223 y Q233 

J : (t2? Faa js (ay? + dzą?) i 

114. Wiadomo (art. 108), że między średnicami paraboli znajduje się 
jedna, o kierunku prostopadłym do cięciw z nią sprzężonych; tę średnicę nazwa- 
liśmy średnicą główną, albo osią główną paraboli. Jeżeli przeniesiemy po- 
czątek spółrzędnych, do którego równanie (6) jest odniesione, do punktu na 
paraboli, przedstawionćj przez to równanie, przez który przechodzi jćj śre- 
dnica główna, natenczas oś x-ów zejdzie się razem z osią główną, a oś y-ów 
będzie styczną do paraboli w tym nowym początku (art. 106). 

Aby równanie (6) odnićść do tego nowego układu spółrzędnych, należy 
w nim podstawić 


(7) a' =s ta, y'= tY 

i spółrzędne &'o, y'o nowego początku tak wyznaczyć, aby równanie prze- 
kształcone nie zawićrało ani wyrazu stopnia 1-go względem y, anitóż wyrazu 
niezależnego od © i y (art. 108). Wówczas otrzymamy 


gag Mad c +2 [o+ 0a tata t Aate y 


= 


(044? + taa?) F ma? + Qa?) 
2a Agi ' 42043 + h23; dąąllg3 
= g 2an —— 1r =0 
K (042? + Aza*)2 O (0,2? + dąą?)z” yo+ M? + an? air aa|= 


Kładąc następnie 


Qyąly3 + Aalls __ =(, 


Y'o + za 
(8) + (042? + 0qą?)7 

ga — = Zaz Agi Gy 2an e RW 4 + Aąąd33 = 

ETE aa?) | htta 
tudzież 
A 
(3) o eDi g =h 
(an? + 0ąą7)77 


miéć będziemy 

(10) y =2pr, 

równanie paraboli, odniesione do osi głównéj, jako osi æ-ów, i do stycznéj 
w punkcie, w którym oś główna przecina krzywą, jako osi y-ów. Z wzorów 
(8) otrzymamy wartości na «'9iy', zupełnie oznaczone. A gdy wstawimy 
je za æ'iy' w wyrażenia (4), to mićć będziemy spółrzędne punktu, w którym 
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oś główna przecina parabolę, odniesionego do układu pierwotnego spół- 
rzędnych. 

115. Przyjęliśmy w artykule 113, że spółczynnik a, a więci ay, nie 
jest równy 0. Przypuśćmy teraz, że a= a= 0. W tym przypadku ró- 
wnanie (1) przywodzi się do równania 
(11) a? + 20437 + 2023Y + gz =0, 
jednocześnie zaś równanie a/ ay ŁY aga = 0, przedstawiające kierunek 
średnic, sprowadza się do w =0, tak, iż oś y-ów układu, do którego równa- 
nie (11) jest odniesione, jest równoległa do średnic tćj paraboli. 

Aby równanie (11) uprościć, przeniesiemy początek układu do punktu 
na paraboli, przez który przechodzi średnica główna tój krzywćj. Podsta- 
wiając w tym celu w (11) z9-+2 i Yo ty za viy i kładąc 
(12) auzo ++ Oy EO, 41120 HF, 201320 + 2023% + 433 = 0, 
otrzymujemy równanie 


yy? + 237 0, 
lub, oznaczając jeszcze 
23 
13 — = =, 
(13) AA 
(14) m=2gy. 


Równanie (14) różni się od równania (10) tylko tym, że w równaniu (14) oś 
y-ów jest osią paraboli, a oś -ów styczną do nićj, gdy w równaniu (10) rzecz 
się ma przeciwnie. 

116. Jeżelibyśmy wzięli za oś x-ów jakąkolwiek inną średnicę, a za 
oś y-ów styczną w punkcie, w którym ta średnica przecina parabolę, to ró- 
wnanie krzywój byłoby zawsze kształtu (10), tylko spółczynnik p miałby inną 
wartość. Tę wartość znajdziemy, gdy odpowiednio przekształcimy równanie 
(10). Weźmy zatym pod uwagę średnicę, która przecina parabolę (10) 
w punkcie (z, Yo) i z kierunkiem cięciw z nią sprzężonych tworzy kąt w. 

Przenieśmy naprzód początek spółrzędnych do punktu (£o, y9). Wsta- 
wiając w tym celu w równanie (10) £o + ©; Yo +y za æ, y i uwzględniając, 
że Yo =2pag, otrzymujemy 


(15) Y? + ŻYY = pu. 

Zmieńmy teraz kierunek osi y tak, aby nowa oś y-ów była równoległą do 
cięciw sprzężonych ze średnicą, a przeto była styczną do paraboli i z osią 
«-ów czyniła kąt w. Podstawiając w tym celu w równanie (15) z--ycosw 
iysin» (art. 11) za viy i kładąc 

(16) YoSIn © = p cos w, 

otrzymamy równanie paraboli 
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2p 
2 — 
(W |= sinże 


odniesione do tego nowego układu spółrzędnych. Ażeby więc od równania 
paraboli (10), odniesionego do osi głównćj, przejść do równania (17) tćjże 
paraboli, odniesionego do średnicy, która z kierunkiem cięciw sprzężonych 
tworzy kąt w, dość spółczynnik p w równaniu (10) podzielić przez sin?w. 
Spółrzędne początku nowego układu otrzymamy z równania (16) i równania 
Yo = 2pzy, a mianowicie: 


(18) yo=pctgo, To= 3 ctg? w. 


WŁASNOŚCI CIĘCIW. 
117. Niech 
(1) fæ, y, 1)= an2? + ZaąTy + a224? + 20t + Zaz) | gą 0 
będzie danym równaniem ogólnym krzywéj stopnia 2-go. Poprowadźmy 
przez punkt Po, którego spółrzędne prostokątne są (z, Yo), cięciwę PoP, czy: 
niącą kąt a z kierunkiem dodatnym osi «-ów. Oznaczając przez (œ ,y) spół- 


rzędne punktu bieżącego P tój cięciwy, a przez r odległość zmienną PoP 
punktu P od Po, mamy (art. 18) 


(2) V=T+TrCOSU, Y=Y% + rsina. 


Podstawienie wartości (2) nawiy w równaniu (1), zamienia je na równa- 
nie stopnia 2-go względem r, 


(3) (a,,cos?a + Za,ąCOsasina +- ąsin?a)r? +- 2| (09 Yo: 1) cosa +- fą(0g; Yo; 1)SINA |r* 

+ J (Tw Vo, 1) =0, 
którego pierwiastki ry, rą oznaczają odległości od punktu Po dwu punktów 
P, i P}, w których uważana cięciwa przecina krzywą (1), czyli długości od- 
cinków PP, i PoP, tój cięciwy. 

Rozbiór równania (3) przy rozmaitych założeniach, odnoszących się 
tak do położenia punktu (£o, yo), jako téż do kierunku (a) cięciwy, przez 
ten punkt poprowadzonćj, może nas doprowadzić do wszystkich własności 
krzywych stopnia 2-go, które znaleźliśmy w rozdziale niniejszym i poprze- 
dzającym. Nie chcąc się powtarzać, pozostawiamy ten rozbiór czytelnikowi, 
a wyprowadzimy tylko pewne własności cięciw linij krzywych stopnia 2-go. 

Z teoryi równań algiebraicznych wiadomo, że, gdy r,ir, są pierwia- 
stkami równania (3), wówczas 


(4) Na ZE SG Vo 1) . 
27 m4C0S?a + ZaszCOs a. SIN A F azzSin? A 
Wiedząc to, łatwo udowodnić twierdzenie następujące: 
Jeżeli przez punkt Po poprowadzimy dwie cięciwy PP i P,P', które krzywą 
stopnia 2-go przecinają odpowiednio w punktach P+, P, i P',, P'a, to natenczas sto- 


Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. http Irci n. org : pl 9 


130 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


sunek PoP, . PoP, : PoP', . PoP'a, pół prostokątów, wystawionych na odcinkach tych 
cięciw, będzie niezależny od położenia punktu Po i dla różnych jego położeń będzie 
stały, jeżeli kierunki tych cięciw pozostały niezmienione. 

Jakoż, jeżeli kierunki tych cięciw czynią z kierunkiem dodatnym osi 
«-ów kąty ai a', mamy, wskutek wzoru (4), 


(5) POP: - Pol: Rz QyyCOS?a! + ZaqzCOSa sINA! + dzsin?a' : 
PP,.PoP >  aucos?a + Ża,ącosa sina + aąsin?a 


a ten stosunek zależy jedynie od kątów aiu. 
To twierdzenie nie ma miejsca, jeżeli prosta PoP' jest równoległą do 
jednój z asymptot krzywćj; albowićm wówczas mamy (art. 105) 


(yyCOS?A! + ZazCOSa' sina! + dząsin? a =0, 


to dowodzi, że jeden z odcinków P4P'+, PoP', jest nieskończenie wielki 
(oba odcinki będą nieskończenie wielkie, jeżeli P, jest zarazem środkiem 
krzywćj). Przypuśćmy, że odcinek PoP’, jest nieskończenie wielki a POP", 
długości skończonćj i zbadajmy, jaką jest teraz wartość stosunku 
PoP, .PoP,: PoP'i. Weźmy w tym celu, dla uproszczenia, punkt Po za począ- 
tek spółrzędnych, PP’ za oś z-ów, a PP za oś y-ów. Ponieważ dla y=0, 
równanie krzywćj dać powinno na z dwie wartości, z których jedna jest 
PoP',, a druga nieskończenie wielka, więc w jéj równaniu spółczynnik a przy 
æ? jest równy 0. Zatym równanie krzywćj, odniesione do tych osi spółrzędnych, 
jest kształtu 


ZaqpTY + Aay? + 20437 + 2a + ga = 0 


i przedstawia hiperbolę, lub parabolę, według tego, czy a,<0, czytéż 
Qa =0. 


Podstawiwszy w tym równaniu y=0, otrzymamy z=— a a zatym 
PP =— Z . Podstawiwszy zaś x=0, znajdziemy asy? + Zag3y + a33 =0, 
skąd znowu wypada PoP, PP. Mamy zatym 

PoP, PoP, _ _ 2a, 
okr © 


Przenieśmy teraz początek spółrzędnych, niezmieniając kierunku osi, do 
punktu («',y'). Wskutek téj zmiany układu spółrzędnych spółczynnik a, 
w równaniu krzywćj nie zmieni się, gdy tymczasem spółczynnik a, przejdzie 
(art. 110) na /,(w,y, 1)=@y' + as. Zatym nasz stosunek będzie teraz 


' 
=— 2(any + 013) i będzie stałym, gdy krzywa jest parabolą (a, =0), a za- 


2 
leżnym tylko od y/, gdy krzywa jest hiperbolą (a250). Możemy więc wy- 
powiedzićć twierdzenia dodatkowe: 
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Średnica paroboli dzieli jéj cięciwy do siebie równoległe na odcinki tak, iż 
pola prostokątów, wystawionych na odcinkach tych cięciw, są proporcyjonalne do od- 
cinków owćj średnicy, odciętych przez te cięciwy. 

Prosta (yy), równoległa do jednój z asymptot hiperboli, dzieli jéj cięciwy 
do siebie równoległe na odcinki tak, iż pola prostokątów, wystawionych na odcinkach 
tych cięciw są proporcyjonalne do odcinków owćj prostćj, odciętych przez te cięciwy. 

W przypadku nakoniec, kiedy krzywa (1) jest kołem, mamy (art. 109) 
Ay "(4 G11 = dza, A wzór (5) zamienia się na 


PSB; . PR PiP’, . P EBs 


t. j. pole prostokąta wystawionego na odcinkach cięciwy koła, przechodząććj przez 
punkt stały, jest stałe, 

118. Twierdzenie ogólne artykułu poprzedzającego, można jeszcze tak 
wysłowić: 

Jeżeli przez dwa punkty dane, P) i P'o poprowadzimy dwie cięciwy równole- 
głe, PoP i P',P', które krzywą stopnia 2-go przecinają odpowiednio w punktach 
P,, Pa i P',, P'a, to natenczas stosunek P,P, . PoP, : P'ęP',. P',P', pół prostoką- 
tów, wystawionych na odcinkach tych dwu cięciw, będzie niezależny od kierunku 
cięciw i będzie stały, jeżeli położenie punktów Po i P'o pozostało niezmienione. 

Jakoż, jeżeli przez («'g, Yo) oznaczymy spółrzędne nowego punktu P'o, 
to, wskutek (4), 


(6) PoP, . PP; —_/(o Yo 1), 
P'P',.P'oP'z  /(t'o, Y'o, 1) 
a stosunek ten nie zależy od kierunku (a) cięciw równoległych PP i P',P". 

Tak wypowiedziane twierdzenie zawićra w sobie kilka przypadków szcze- 
gólnych, a uwagi godnych: 

a. Jeżeli punkt P'o jest środkiem krzywćj, wówczas P'P', =P'P', 
a przeto prostokąt P'P',.P'.P', jest równoważny z kwadratem, wystawionym 
na długości połowy średnicy, równoległój do cięciwy P,P. A zatym: pola 
prostokątów, wystawionych na odcinkach przecinających się cięciw krzywćj stopnia 
2-go, są proporcyjonalne do kwadratów długości średnic krzywćj, równoległych do 
tych cięciw. 

b. Jeżeli prosta P,P jest styczną do krzywćj, wówczas PP, =P,P;. 
Twierdzenie szczególne, dopićroco wypowiedziane, przechodzi teraz na nastę- 
pujące: Długości dwu stycznych, wyprowadzonych z jednego punktu do krzywéj 
stopnia 2-go, są proporcyjonalne do długości średnie, równoległych do tych stycznych, 

c. Jeżeli nareszcie prosta Po9P', jest średnicą krzywój stopnia 2-go, 
przecinającą tę krzywą w punktach Q i Q', a cięciwy PoP i P4P' są równo- 
ległe do średnicy z tamtą sprzężonćj, wtedy 

T,E; =PGF:=Pvb, POP, =P,PSEP;P 
a przeto, wskutek twierdzenia (6), 
P,P*: P,P*=QP,. P,Q' : QP',.P'QR', 
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t. j. kwadraty długości cięciw równoległych są proporcyjonalne do pól prostokątów 
wystawionych na odcinkach, na które te cięciwy dzielą średnicę, sprzężoną z ich kie- 
runkiem. 

119. Zapomocą wzoru (6) można jeszcze udowodnić następujące twier- 
dzenia Carnot'a: 

Jeżeli przez P'a, P'a oznaczymy punkty, w których bok P;P, wieloboku 
P,P,...P„P,P;...P,„ przecina krzywą stopnia 2-90, to wówczas 


(1) (P; P'i2 . Pi P"12) . (P> P'a . P, P"23) e. (Pa P'ni Pp P' LEEA pa T 
(P,P'„ Pi P"ai) (Pa P'n—i „.P„P”„_, jo (Pa P'a. Pa P") 


Albowićm, oznaczywszy przez «, y, spółrzędne wićrzchołka P; mićć będzie- 
my, wskutek (6), 


P,P'». P,P"ą — Spy 1) 
P,P' 12* PER 5 JA 12 ECH Ya Jay Va, 1) 
Pa P'a. PaP" __ f&n Y 1), 
P; P's . wy Nesih Ya; D 
Py Phi. P,P" _ z Nant D, 
l uPA A R fnt 1) 


Pomnożywszy zaś te równania stronami odpowiednimi, otrzymamy wzór (7). 

W przypadkach szczególnych wzór (7) ulegnie pewnym zmianom. I tak: 

a. Jeżeli bok P,P, dotyka krzywćj w punkcie Pa, wówczas należy 
podstawić PP: BP'a =P P i PiP'p: P;P'G = = PPa. 

b. Jeżeli jeden z wiérzchołków, np. P;, znajduje się w nieskończoności, 
a zatym, jeżeli dwa boki sąsiednie, P,P, i P,P,, są do siebie równoległe, 
natenczas, z uwagi, iż P,P'„. P,P"„=P,P'«. PiP" należy w liczniku i mia- 
nowniku strony pićrwszćj wzoru (7) opuścić odpowiednio P;P'œ. PiP": 
i PP'„.P,P"x. 

c. Jeżeli jeden z wićrzchołków, np. P;, leży na krzywćój, natenczas mamy 
P,P'„ = P,P'i„ =0 i cięciwa P”„P'„ razem się schodzi ze styczną do krzy- 
wéj w Pi. Przypuśćmy naprzód, że P; nie leży na krzywćj, to z trójkąta 

H " 
P" PPa mamy pp = sj PPP 


; w granicy zatym, kiedy P; padnie 


na krzywą, będzie ten stosunek = >=" 

p SIN Tia 

styczną do krzywćj w P; czynią odpowiednio boki P,P; P,P+. Zamiast 

więc stosunku odcinków nieskończenie malejących potrzeba do wzoru (7) 

wprowadzić stosunek wstaw kątów, które czynią odpowiednie boki ze styczną 

w ich spólnym wićrzchołku. Tym sposobem z twierdzenia Carnot'a wypływa 
następujące podanie: 

Jeżeli wielobok jest wpisany w krzywą stopnia 2-go, to natenczas iloczyn 

g wstaw kątów, które czyni każdy bok tego wieloboku ze styczną do krzywćj w swym 
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punkcie początkowym, jest równy iloczynowi z wstaw kątów, które czyni każdy bok 
ze styczną do krzywćj w swym punkcie końcowym. 

Dając na n- wartości 3, 4,5,..., otrzymamy z twierdzenia Carnot'a 
cały szereg twierdzeń szczególnych, których wyprowadzenie pozostawiamy 
czytelnikowi. 


ĆWICZENIA. 


(71). Wyznaczyć rodzaj krzywych, danych przez równania: 
a. Ba? + day + y? — Br — 2y — 19—=0, 
b. 32? -+-4zy + y?— 3r— 2y + 21 =0, 
0. dux? -+ 4ry + y? — 5r — 2y —- 10 = 0. 

(72). Jaką krzywą przedstawia równanie 


at  2zy, yy. 25 By 
a? ab b2 a b 


(73). Odniéść równania a. i b. zadania (71) do środka. 

(74). Odnióść równania a. i b, zadania (71) do osi głównych. 

(75). Równanie krzywój ajz? -+ Zayąry 4 agqy? =d jest odniesione do osi 
spółrzędnych, tworzących kąt w: odnieść równanie tój krzywćj do osi głównych. 

(76). Odnićść równanie 102? -+ 6zy + 5y?=— 10 do osi głównych, przyjmu- 
: 3 
jąc coso =z" 

(77). Odniéść równanie z?— Bzy + y? 4-1 =0 do osi głównych, przy 
u = z 

(78). Odniéść równanie c. zadania (71) do osi głównéj. 

(79). Odniéść równanie zadania (72) do osi głównéj. 

(80). Jeżeli aib są długościami dwu stycznych paraboli do siebie prostopadłych, 


p az by 1 
3 3 
a „= to += z 
bz ag mg 


(81). Punkt porusza się tak, iż suma kwadratów jego odległości od n pun- 
któw danych, pomnożonych przez ilości stałe, jest stałą: znalóść miejsce tego 
punktu. 

(82). Znaleść miejsce środków kół, widzianych æ dwu danych punktów pod 
kątami danymi, 

(83). Znalóść miejsce środków kół, które na ramionach danego kąta œ od- 
cinają dane długości a i b. 

(84). Na boku AB trójkąta ABC weźmy punkt P i poprowadźmy PQ prosto- 
padle do CA: znalóść miejsce punktu przecięcia się prostych BQ i CP. 
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(85). Szereg kół przechodzi przez punkt dany O; te koła mają swe środki na 
prostćj danćj OA i przecinają inną prostą daną BO. Niech M będzie drugim pun- 
ktem, w którym jedno z tych kół przecina OA, a N jednym z punktów, w których 
to samo koło przecina BC. Z Mi N poprowadźmy równoległe odpowiednio do BO 
i OA, przecinające się w P. Okazać, że miejscem punktu P jest hiperbola, która 
się zamienia na parabolę, jeżeli dwie dane proste są do siebie prostopadłe. 

(86). Z punktu P na krzywćj stopnia 2-go wyprowadzamy dwie cięciwy PQ 
i PR, czyniące kąty równe z cięciwą PK, i łączymy Q z R: okazać, że, przy wszel- 
kich położeniach cięciw PQ i PR, prosta QR przechodzi przez punkt stały. 
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ROZDZIAŁ IX. 


O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 


KSZTAŁT ELIPSY. 


120. Z równań linij krzywych stopnia 2-go, odniesionych do osi głó- 
wnych, wyprowadzimy własności szczególne tych krzywych. Naprzód zba- 
damy kształt tych linij. 

Równanie elipsy, odniesione do osi głównych, jest 


ga, y? $ : ga y 
Pićrwszemu z tych równań nie czynią zadość wartości rzeczywiste na « i y; 
przedstawia ono zatym elipsę urojoną. Inaczćj z równaniem drugim — ono 
przedstawia elipsę rzeczywistą. 
Rozwiązując równanie (2) względem y lub względem z, otrzymamy 


=+ Vè, lub s= V Pj. 


Z tych zaś równań łatwo wnieść możemy, że część elipsy ponad osią «-ów 
jest przystająca do części elipsy pod osią z-ów, a część jéj ze strony prawćj 
osi y-ów jest przystająca do części elipsy ze strony lewćj tćj osi. Na każdą 
bowićm wartość œ lub y równanie (2) daje dwie wartości odpowiednio na 
y lub na w, które są liczebnie równe, a różnią się tylko znakiem. Dla tego 
mówimy, że osi główne elipsy są jéj osiami symetryi. Nadto z tychże równań 
wypada bespeśrednio, że spółrzędna z może otrzymywać tylko wartości z obsza- 
ru od —a do + a, a spółrzędna y wartości od —b do + b, gdyż dla 23 > a?, 
spółrzędna y, a dla y2>b* spółrzędna z stają się urojonymi. Jeżeli więc 
na osi X'X (fig. 26), począwszy od początku O, odetniemy długości 
A'0=0A—=a, a na osi Y'Y długości B'O=OB—=, a następnie przez 
punkty A, A' poprowadzimy proste LM, NP, prostopadłe do X'X, a przez 
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` B, B' proste MN, PL, prostopadłe do Y'Y, to otrzymamy prostokąt 
LMNP, wewnątrz którego cala elipsa (2) jest zawarta. Boki tego prosto- 
kąta są zarazem stycznymi do elipsy odpowiednio w punktach A, A', B, B'. 
Odcinki AA=23 i 
B'B= 2b nazywają się dłu- 
gościami osi głó- 
wnych, a punkty końco- 
we A, A, B, B' wiórz- 
chołkami głównymi 
elipsy. Jeżeli a>b, wtedy 
oś A'A zowie się osią 
wielką, a oś B'B osią 
małą elipsy. Zawsze bę- 
dziemy przyjmowali, że a>b. 
121. Aby lepićj po- 
Fig. 26, znać kształt elipsy, przenieś- 
my początek spółrzędnych 
do wićrzchołka A', t. j. do punktu, którego spółrzędne są (—a, 0). Podsta- 
wiwszy więc w równaniu (2) r—a za z, otrzymamy 


2 
(3) p= á (2ax — x?) 


jako równanie elipsy, odniesione do tego nowego układu. Obierzmy na 
ćwiartce A'B (fig. 26) elipsy punkt P' o spółrzędnych («',y), i połączmy 
punkty A' i P' liniją prostą. Równanie tćj prostćj jest 

1 

y=%a 


lub, z uwagi, że, według (3), y= d V 2a0 — c, 


b 2a 
(4) s= 8-1. 


Oznaczmy nadto przez y, i y rzędne punktu na łuku A'P' elipsy i punktu 
na cięciwie A'P', odpowiadające pewnéj téj samćj wartości na odciętą z, 
mniejszćj od «'. Te rzędne, według (3) i (4), są 


Gdy zaś dla r <u' jest ZE ZJ i więc yy >yą, t. j. łuk 
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A'P' elipsy leży ponad cięciwą A'P', czyli elipsa od A' do P' zwraca swą 
stronę wklęsłą ku osi «w-ów. Ponieważ punkt P' był punktem dowolnie wzię- 
tym na ćwiartce A'B, więc możemy powiedzićć, że ćwiartka elipsy A'B 
w każdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą ku osi z-ów. A że ćwiartki A'B 
i AB, oraz A'B i A'B' są odpowiednio symetryczne względem osi y-ów lub 
osi z-ów, więc: elipsa w każdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą ku środkowi, 

122. Wróćmy do równania (2), i wprowadźmy do niego spółrzędne 
biegunowe, t. j. połóżmy 


(5) ©=rcosf, y=rsinb. 


Wówczas miéć będziemy 


1 ORA = 
j aaia hinaki 2 
(6) E Z+ (z = -)sin? a= RE G s) s 6, 


skąd czytamy, że promień wodzący r, wmiarę, jak 6 rośnie od 0 do 2z, zmie- 
nia się w sposób ciągły i tak, że pozostaje wciąż skończonym i wciąż zawar- 
tym między b i a, albowićm, w założeniu, że a>b, mamy 


Sasja t.j. a> r >b. 


Elipsa jest więc krzywą nieprzerwaną i zamkniętą. Fig. 26 wskazuje jéj 
kształt. 
Wszczególności, jeżeli a=b, równanie elipsy (2) zamienia się na 


(7) aęyp=a 


i przedstawia koło (art. 109), albowiém to równanie wyraża, iż odległość 
punktu bieżącego od początku spółrzędnych jest stałą i równą a. 
123. Zapomocą dwu kół spółśrodkowych o promieniach aib można 
wykróślić elipsę, mającą średnice tych kół, 2a i 2b, za osi główne. 
Poprowadźmy w tym celu dwie średni- 
ce do siebie prostopadłe, A'A i B'B (fig. 27), 
i ze środka spólnego wyprowadźmy promień Lipy = 
dowolny, który koło o promieniu b przeci- R \ 
na w R, a koło o promieniu a w S. Spuść- y / A] > 
my następnie proste SM, prostopadłą do / 


4 A 
A'A, i RN, prostopadłą do B'B. Te dwie | | | J d i 
prostopadłe przetną się w punkcie P, leżą- e z 
cym na elipsie, którćj osiami głównymi są i á A 
A'A=2 i B'B= 2%. Jakoż, połóżmy $ 
OM =z, ON =MP =y, /A08=9. 
Z trójkątów OMS i ONR wypada, Fig. 27. 


(8) t=acosy, y=bsinv, 
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czyli Z=cosp, J=sin © 
EPA U e 


Dodawszy kwadraty tych równań do siebie, otrzymamy 


a? y? 


artph 


równanie elipsy, mającéj średnice AA' i B'B za osi główne. Punkt P jest 
więc punktem elipsy. 


[Ponieważ MP = */o=e, a MS=|/a?—a?, zatym mamy 


MES 2 MS. Stąd wnosimy, że jeżeli płaszczyznę koła, nakréślonego na 
osi wielkiéj A'A elipsy, jako na średnicy, obrócimy około téj średnicy o kąt, 
którego dostawa jest = >, to każdy punkt P elipsy będzie rzutem pro- 
stokątnym na jéj płaszczyznę odpowiedniego punktu S koła. Ta uwaga do- 
zwala z wielu własności koła wyprowadzić własności analogiczne elipsy. 
Wszczególności zaś, można tym sposobem dojść do wyrażenia na pole eli- 
psy. Jakoż, jeżeli długość każdćj cięciwy elipsy, prostopadłćj do A'A, jest 
równa długości odpowiednićj cięciwy koła, pomnożonej przez >, to pole pa- 
ska elipsy zawartego między dwiema jéj cięciwami nieskończenie siebie bli- 
skimi, a do osi A'A prostopadłymi, jest równe polu odpowiedniego paska 
koła, pomnożonemu przez ż, gdyż taki pasek można uważać za prostokąt. 
Stąd zaś wynika, że także suma pól takich pasków, na które można rozłożyć 
elipsę zapomocą szeregu cięciw nieskończenie siebie bliskich, a do osi A'A 
prostopadłych, czyli pole elipsy jest równe polu koła, pomnożonemu przez 
b - : b 
= t. j. pole elipsy =rae.-=rab.] 

Zwracamy tu jeszcze uwagę na równania (8), które wyrażają spółrzędne 
punktu bieżącego elipsy w zależności od kąta 9, który nazywa się kątem 
mimośrodowym. Te równania są nader użyteczne. 


KSZTAŁT HIPERBOLI. 


124. Jeżeli osi główne hiperboli są wzięte za osi spółrzędnych, to jéj 
równanie ogólne przywodzi się do jednój z dwu postaci: 
a y? ga 42 
(1) a ph (2) a= 
Weźmy pod uwagę naprzód równanie (1). Z tego równania widzimy, 
że osi główne hiperboli są osiami symetryi, że spółrzędna «© może otrzymywać 
tylko wartości z obszaru od — œ do —a i od +a do + œ, gdyż dla 2? <<a?, 
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wartości na y stają się urojonymi. Jeżeli więc na osi X'X (fig. 28) ode- 
tniemy A'O0=O0A=a, a przez punkty AiA' poprowadzimy proste LM 
i NP, prostopadłe do osi X'X, 
to w części płaszczyzny między 
prostymi LM i NP, w którćj znaj- 
duje się środek O, nióma żadnego 
punktu hiperboli (1). Ta hiper- 
bola więc składa się z dwu od 
siebie oddzielonych gałęzi, z któ- 
rych jedna rosciąga się po pra- 
wćj stronie prostćj LM, a druga 
po lewćj prostćj NP— obie do nie- 
skończoności (gdy bowićm %? ro- 
śnie od a? do œ, to bezwzględna 
wartość na y także wzrasta od 
0 do so). Odcinek A'A =2a na- 
zywa się długością osi po- 
przecznćj albo rzeczywistćj 
hiperboli (1), a punkty A, A' zo- 
wią się jój wićrzchołkami głównymi (rzeczywistymi). 

Równanie (2) otrzymać widocznie możemy z równania (1), gdy spół- 
rzędne w iy zamienimy jednę na drugą. A zatym, jeżeli na osi Y'Y ode- 
tniemy BO 0B=b i przez punkty B, B' poprowadzimy proste MN i PL, 
prostopadłe do Y'Y, to w części płaszczyzny między tymi prostymi nićma 
żadnego punktu hiperboli (2). Ta hiperbola więc składa się z dwu gałęzi 
od siebie oddzielonych, z których jedna rosciąga się nad prostą MN, a druga 
pod prostą PL — obie do nieskończoności. Odcinek B'B= 2b jest długo- 
ścią osi poprzecznćj albo rzeczywistćj hiperboli (2), a punkty B i B' są jéj 
wićrzchołkami głównymi (rzeczywistymi). 

Dwie hiperbole (1) i (2) nazywamy także hiperbolami ze sobą sprzężo- 
nymi, wskutek czego oś rzeczywista B' B= 2% hiperboli (2) zowie się tóż 
osią sprzężoną (urojoną) hiperboli (1); oczywiście, że oś rzeczywista 
AA' =2a hiperboli (1) jest osią sprzężoną (urojona) hiperboli (2). Boki 
LM i NP prostokąta LMNP są stycznymi do hiperboli (1) w A i A', a boki 
MN i PL stycznymi do hiperboli (2) w Bi B'. 

125. Aby bliżćj poznać kształt hiperboli (1), przenieśmy początek 
spółrzędnych do wićrzchołka A, t.j. do punktu e spółrzędnych (+ a, 0). 
Otrzymamy wtedy, jako równanie hiperboli, 


Fig. 28. 


(3) y= “(av + 27). 


Obierzmy na łuku hiperboli, zaczynającym się w punkcie A i rosciągającym i 
się ponad osią z-ów, punkt dowolny P' (fig. 28), o spółrzędnych (x', y'), i po- 
prowadźmy prostą AP'. Równanie tćj prostćj 
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uwzględniając, iż, wskutek (3), y= d BE; + 1, możemy przedstawić w po- 
staci 


b TAS, 
(4) y=7? 2 +1. 
Oznaczmy nadto przez y, i y, rzędne punktu na hiperboli AP' i punktu na 
cięciwie AP', odpowiadające téj samćj wartości na odciętą æ, mniejszćj od 
«'. Te rzędne, według (3) i (4), są 


b 2a b 2a 
n=qzs/Ę+n a=g a ZEE 


Gdy zaś dla rw <w' jest PETE SEC więc y>yą, te je łuk 


AP' hiperboli w każdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą ku osi «-ów. 
Powtarzając te same rozumowania, co w art. 121, znajdziemy, że hiperbola (1) 
w każdym punkcie zwraca swą stronę wypukłą ku środkowi, 'Taksamo rzecz się 
ma z hiperbolą (2). 

126. Wróćmy do równań (1) i (2) i wprowadźmy spółrzędne bieguno- 
we do równania (1), t. j. połóżmy 


(5) «—rcosf, y=rsin0. 
Wtedy otrzymamy 
1 _ cos?0 sinż0 1 1 JIN 
(6) am a H Tu i at j sin?6, 


skąd czytamy, że r rośnie od a do so, gdy 0 rośnie od 0 do wartości 6,, dla 


z-4 E Abp ON b ; 
któréj p” + a) sin?6, =0, t. j. sinf, = aF a więc 
b 
=P 


(7) tg 0, = 


oraz, że r posiada wartość urojoną od 6—6, do $6=x—6,, poczym maleje 
od œ do a, gdy 6 rośnie od 6=r—6, do 0=z+9,. Dla 6 od 6=x-+-6 
do 6=2r —0,, r jest znowu urojone. A gdy nakoniec 6 rośnie od 0 = 2m — 9, 
do 0= 2r, to jednocześnie r maleje od œ do a. — Jeżeli więc poprowadzi- 
my przekątne PM i NL prostokąta LMNP (fig. 28) i przedłużymy je 
w obu kierunkach do nieskończoności, to one przetną hiperbolę (1) w pun- 
ktach nieskończenie odległych, tak, iż jedna gałąź tćj hiperboli jest cała za- 
warta w otworze kąta LOM, a druga w otworze kąta NOP. Przekątne PM 
i NL są asymptotami tój hiperboli. Istotnie, według art. 105, jest 
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x? y? 

równaniem pary asymptot hiperboli (1), t. j. równanie 
E E 
a 

przedstawia jednę asymptotę, którą tu jest prosta PM, a równanie 
WY ER 
A ir: 

przedstawia drugą asymptotę, prostą NL. Taksamo można okazać, że pro- 


ste PM i NL są zarazem asymptotami hiperboli (2), którćj jedna gałąź leży 
w otworze kąta MON, a druga w otwo- 


rze kąta POL. Fig. 28 pokazuje, jaki 


jest kształt obu hiperból (1) i (2). N Y 
127. Przedłużmy cięciwę PP' hi- N i 
perboli (fig. 29) do przecięcia się z asymp- RO 
totami w punktach Qi Q' i oznaczmy BĘ | SZ aż. Wj 
przez § środek téj cięciwy. Srednica OS | N 
i średnica OT, równoległa do cięciwy / 
PP', są dwiema średnicami sprzężonymi oe 
hiperboli. W art. 106 okazaliśmy, że BZ” 


para średnic OS i OT jest harmonicznie 
sprzężona z parą asymptot OQ' i OQ. 


Fig 29. 


Gdy zaś, jak wiemy, poprzeczna przecina 

pęk dwu par promieni harmonicznych w dwu parach punktów harmonicznych, 
zatym punkt § z punktem w nieskończoności na prostćj Q'Q tworzy parę 
harmonicznie sprzężoną z parą punktów Q i Q', skąd wynika (art. 38), iż 
SQ=(QS. A żę, z założenia SP=P'S, więc SQ — SP= Q'S — P'S, czyli 
PQ=(QP' t.j. odcinki poprzecznój, zawarte między hiperbolą i asymptotami, są 
sobie równe. To twierdzenie odnosi się oczywiście i do przypadku, kiedy po- 
przeczna (np. PP',) przecina obie gałęzie hiperboli. 

Na tym twierdzeniu polega sposób wykrćślenia hiperboli, gdy dane są 
asymptoty i dany jest jeden punkt hiperboli; stosując je bowićm, można zna- 
1ćść jakąkolwiek liczbę innych punktów tój krzywćj. Jeżeli zaś dane są osi 
główne hiperboli, to łatwo wtedy wykrćślić asymptoty (art. 126), a gdy nadto 
mamy wtedy dane dwa punkty (t. j. wićrzchołki hiperboli), więc i w tym przy- 
padku powyższe twierdzenie dozwoli nam wyznaczyć jakąkolwiek liczbę pun- 
któw hiperboli. 

128. Wynajdziemy jeszcze równanie hiperboli, odniesione do asym- 
ptot, jako osi spółrzędnych. 

Weźmy kierunek OL asymptoty NL (fig. 28) za kierunek dodatny osi 
«-ów, a kierunek OM asymptoty PM za kierunek dodatny osi y-ów, i ozna- 
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czmy Z XOÓL=a / XOM=f. Aby przejść do tych nowych osi, potrze- 
ba równanie (1) przekształcić linijowo, kładąc 
© = Xcosa + Ycosf, 
y= Xsina + Ysinf. 
Atoli (art. 126) 
WWE Płaz a 
TENE i AET, E N 
fr U © a 
tge E sinĝ = Var4 o’ cosĝ = Vapor 
Wstawiając te wartości, otrzymujemy 
e X+Y Y «aukiEZNE 
a Va+b b Vam 
wskutek czego równanie (1) przejdzie na 


X+Y7+X=V)7_, 
aż -+ b2 wsk 
czyli na równanie 
Ne. a? + b2 
(9) xY= 4 


, 


które jest właśnie równaniem żądanym. 

Jeżeli b=a, t. j. jeżeli hiperbola jest równoboczną (art. 109), wów- 
czas asymptoty są do siebie prostopadłe (art. 109), a więc i układ spółrzę: 
dnych, do których jest odniesione równanie (9), jest prostokątny. 


KSZTAŁT PARABOLI. 


129. Jeżeli oś główna paraboli jest wzięta za oś ©-ów, a styczna w pun- 
kcie, w którym ta oś główna przecina parabolę, za oś y-ów, to równanie ogól- 
ne tćj krzywój sprowadzi się do postaci 


(1) y=Dpz, 


gdzie p jest liczbą stałą dodatną, lub ujemną. 

Przyjmijmy naprzód, że p>0. Z równania (1) widzimy, że część nad 
osią główną jest przystająca do części pod nią, a więc oś główna jest osią 
symetryi; oraz, że parabola rosciąga się od punktu A, swego wićrzchołka 
głównego, tylko w stronę dodatnych æ-ów (gdyż, przy p>0, dla a <0 
y jest urojone) — do nieskończoności. 

Jeżeli p<<0, wtedy mićć będziemy parabolę, rosciągającą się w kie- 
runku odjemnych 2-ów. 
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Parabola zwraca swą stronę wklęsłą ku osi x-ów, albowićm, jeżeli na jéj 
łuku ponad osią główną weźmiemy punkt dowolny P' (fig. 30), o spółrzędnych 
(©, y), to równanie cięciwy AP', 


z uwagi, iż, według (1), y'= 2pr, 
przedstawić można w postaci 


(2) s= 2. 


Jeżeli więc oznaczymy przez y, i ya rzę- 
dne punktu na łuku AP' i na cięciwie 
AP', odpowiadające tćj samćj wartości 
na odciętą ©, mniejszćj od z', to także Fig 30. 


2p 2p caki 

p> VEZ a przeto y,>y, co okazuje, że łuk AP' zwraca swą 
stronę wklęsłą ku osi 
«-ów. Kształt paraboli 
(1), gdy p>0, jest więc 
takim, jak go przedsta- 
wia fig. 30. 

130. Z równania 
(1) wypada, że rzędna y 
punktu bieżącego na pa- 
raboli (1) jest średnią 
gieometryczną między od- 
ciętą z i stałą długością 
2p. Na téj własności 
opićra się sposób króśle- 
nia paraboli. Jakoż, je- Fig. 31. 
żeli na przedłużeniu osi 
głównćj weźmiemy (fig. 31) BA=2p, to, aby znalóść punkt téj para- 
boli, którego odcięta jest w=AM, na średnicy BM nakróślimy koło; 
to koło przetnie oś ysów w punktach N i N' takich, że proste NP 
i N'P', równoległe do osi «-ów, przetną prostopadłą do téj osi, przecho- 
dzącą przez punkt M, w dwu punktach P i P' paraboli (1). Albowićm 
AN? =AN*=BA.AM—=9pz. 

131. Weźmy pod uwagę elipsę, hiperbolę i parabolę o spólnym wiórz- 
chołku głównym A, i załóżmy, że oś wielka elipsy i oś rzeczywista hiper- 
boli razem się schodzą z osią główną paraboli. Wziąwszy punkt A (fig. 
32) za początek, a oś spólną za oś a-ów, przedstawimy te trzy linije krzy- 
we odpowiednio równaniami (art. 121, 125, 129) 
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b2 b2 
p=% s— a, 
2b2 p2 
2 =m A — m2 
„sad Pi: U 4 
y pz 
Kładąc 
b2 dż p 
(3) 4 =% ag i 


przywiedziemy równania powyż- 
sze do postaci 


(4) y? = 2p x — 2?, 
(5) P= pae + Pr, 
(6) y= pr. 


Przyjmijmy, że we wszystkich 
trzech równaniach ilość p, którą 
zwiemy parametrem, posiada 
tę samę * wartość (dodatną). Je- 
Fig. 32. żeli wtedy oznaczymy przez y, 
Yr Yp rzędne punktów na elipsie, 

hiperboli i paraboli, mających tę samę odciętą, to | 


Ye < Yp < Yr. 


A zatym parabola obejmie sobą elipsę, a sama jest objęta przez hiperbolę, 
jak to pokazuje fig 32. Ta własność dała początek nazwie tych trzech krzy- 
wych. Parabola znaczy tyle co »równorzutnia<, elipsa jest »niedorzutnią«, 
a hiperbola jest »przerzutniąs. Doniosłość rzutu punktu po hiperboli jest 
największą; mniejszą, gdy się punkt porusza po paraboli; najmniejszą, gdy 
drogą punktu jest elipsa. 

Przypuśćmy, że osi 2a i 2b coraz więcćj się powiększają, ale tak, że pa- 

2 


b r A z p 

rametr p= ma wciąż tęż samę wartość skończoną, gdy tymczasem 
b? i > i > 5 k 
P= = A dąży do granicy 0. Przy tym przypuszczeniu, równania (4) i (5) 
w granicy, t. j. dla a=, przejdą na równanie (6). A zatym: parabola jest 
granicą elipsy lub hiperboli, gdy ich osi główne rosną do nieskończoności, a parametr 
pozostaje niezmiennym. Zapomocą tego twierdzenia, można bardzo wiele wła- 
sności elipsy lub hiperboli przenićść na parabolę, nie potrzebując dowodzić 
ich oddzielnie. 
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ŚREDNICE SPRZĘŻONE ELIPSY I HIPERBOLI. 
132. Weźmy pod uwagę równania osiowe elipsy i hiperboli 
r z? y? 
a) a 
W tym równaniu znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. 
Oznaczmy przez a i$ kąty dodatne między dodatnym kierunkiem osi z-ów, 


a kierunkami dwu średnic sprzężonych. Podług art. 108 (wzór 12) między 
tymi kątami ma miejsce związek następujący 


b2 
(2) tga.tgi="F z 
a nadto, jeżeli w=g— a, to (art. 108, wzór 13) 
|= Bkatgia 
(3) B=" (aż = bjj bżjtga | 


gdyż w tym przypadku a,—=0, a,, => PRN =: W tych wzorach zna- 


ki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. 

Według wzoru (2) iloczyn tga.tg$ jest dla elipsy ujemnym, a dla hi- 
perboli dodatnym. A zatym w elipsie jeden z kątów a i $ jest ostry, a drugi 
rozwarty, gdy tymczasem w hiperboli oba te kąty są jednocześnie albo ostre, 
albo rozwarte. Ten wypadek można tak wypowiedzićć: połowy dwu średnic 
sprzężonych elipsy, leżące ponad osią wielka, tworzą z nią kąty, z których jeden jest 
ostry, a drugi rozwarty; połowy zaś dwu średnic sprzężonych hiperboli, leżące ponad 
osią rzeczywistą, tworzą z nią kąty, które są oba ostre, lub oba rozwarte. — Nadal 
przez a rozumićć będziemy kąt ostr 


W hiperboli, jeżeli jest tga Z , to tgb >> —. A zatym: z dwu śre- 


dnic sprzężonych hiperboli jedna przecina tę AP] a druga jéj nie przecina. 
Pićrwszą z tych średnic nazwiemy średnicą rzeczywistą. Kierunek 


średnicy rzeczywistćj czyni z osią rzeczywistą kąt a, dla którego tga < p: 
Jeżeli przez œ rozumiemy kąt ostry, a nadto w hiperboli taki, że 
tga < A to z wzoru (3) wypada, że kąt œ jest rozwarty w elipsie, a ostry 


w hiperboli. A zatym: kąt między połowami średnic sprzężonych, leżącymi ponad 
osią wielką elipsy, lub ponad osią rzeczywistą hiperboli, jest rozwarty w elipsie, 
a ostry w hiperboli, 


Dla tga=0 jest tgw=, a przeto =z jak być powinno, bo wte- 
dy średnice sprzężone stają się osiami głównymi. 
W hiperboli jest tg wœ =0, a przeto w = 9, gdy tga = 2, A zatym: każ: 
da z asymyptot hiperboli jest średnicą z sobą samą sprzężoną. Ta własność asym- 
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ptot jest wynikiem tego, że asymptoty są promieniami asymptotycznymi in- 
wolucyi pęku par średnic sprzężonych (art. 106). 


W elipsie zaś, gdy tga= p to 


4 , 
2ab 
(4) tgo =— Bów: 
Kąt, tym wzorem okróślony, jest największy z kątów między dwiema średni- 
cami sprzężonymi. Jakoż, jeżeli we wzorze (3), uwzględniając znaki wyższe, 


podstawimy tga = > kę, gdzie e jest liczbą dodatną i zupełnie dowolną, lecz 


mniejszą od — wrazie, gdy się ją bierze ze znakiem —, a wartość na w, 
a 


odpowiadającą temu podstawieniu, oznaczymy przez w', to znajdziemy 
a?U* +- a? (b Æ az)? 


(a3 — b?) (ab == a?s) 


tgo'=— 


Jest zatym 
tgo'—t IEEE. a 
ge — t80 —=— a ab Eaa)? 


skąd czytamy, że ©! <w. 

133. Wziąwszy dwie średnice sprzężone elipsy i hiperboli, przedsta- 
wionych przez równania (1), za osi spółrzędnych, przywiedziemy równania 
tych krzywych do postaci (art. 112) 


(5) ga jam h 


gdzie również znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. Po- 

dobnie, jak w równaniach (1) 2a i 2% są długościami osi głównych, tak w ró- 

wnaniach (5) 2a! i 2b' oznaczają długości średnic sprzężonych, wziętych za osi 

spółrzędnych. Między długościami a, b, a', W' i kątem «w, zawartym między 

średnicami sprzężonymi, zachodzą dwa związki następujące (art. 112): 

(6) PENSJE, (7) a'b'sin o= ab. 

Z wzoru (6) czytamy: w elipsie suma, a w hiperboli różnica kwadratów długości 

dwu średnic sprzężonych jest ilością stałą. Wzór zaś (7) wyraża: pole równole- 

głoboku, którego boki są równe i równoległe do dwu średnie sprzężonych, jest stałe. 
Podstawiwszy w (7) za sinw wartość, wynikającą ze wzoru (4), t. j. 


WYCZAE. 
sin ©= zza: 
otrzymamy 2a'b'! =a?+b3=a'? +02, 
; 2-5? 
czyli (€ —U')2=0, skąd wypada ZW KŻ > . 
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A zatym: średnice sprzężone elipsy, tworzące kąt największy, są sobie rówñe. 
Równanie elipsy, odniesione do tych dwu średnic, jest 


a? + lÊ 

2 
t. j. takiéj saméj postaci, jak równanie koła, odniesione do dwu średnić do 
siebie prostopadłych. 

Ze wzoru (6) widzimy jeszcze, że w hiperboli równobocznćj średnice 
każdćj pary są sobie równe, albowićm równość a—=b pociąga za sobą ró- 
wność a'=WV. Równanie takićj hiperboli, odniesione czyto do osi głównych, 
czytóż do jakićjkolwiek pary średnic sprzężonych, jest zawsze kształtu 


(9) ay =a. 


134. Równanie średnicy elipsy i hiperboli (1), sprzężonćj z kierunkiem 


(8) a? y= 


, 


jest yY=F—— 


Jeżeli piórwsza z tych średnic przechodzi przez punkt, którego spółrzędne są 
I 
æ', y', wtedy tga=%, a równania dwu średnic sprzężonych są 


I 
(10) y= a, 

Nakoniec, dwie cięciwy elipsy lub hiperboli, łączące którykolwiek punkt 
tych krzywych z końcami jakićjkolwiek średnicy, są równoległe do dwu śre- 
dnie sprzężonych. Albowićm średnica, sprzężona z kierunkiem jednćj cięci- 
wy, jest równoległa do drugićj; takie dwie cięciwy nazywamy cięciwami 
dopełniającymi się. 


c o _ 
z E 3 =0. 


BIEGUNOWA, STYCZNA I NORMALNA. 


135.  Biegunowa punktu (e, y') względem elipsy i hiperboli 


ga, ył 
jest podług art. 89 prostą, którćj równaniem jest 
ca „yy 
Albowićm, jeżeli w równaniu (6) art. 89 podstawimy a, =, Wy ZE =. 
(a = tg = ąz =), gą = — 1, 2, =2, =y, y=], L=, =y’, 03=1, 


to wypadnie nam równanie (2). Z porównania tego równania z drugim ró- 
wnaniem (10) artykułu poprzedzającego wynika: biegunowa względem elipsy 
lub hiperboli, ma kierunek sprzężony z kierunkiem prostćj, łączącćj środek krzywćj 
z biegunem, 
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Przyjmijmy, że elipsa i hiperbola (1) są odniesione do dwu średnic 
sprzężonych, i na średnicy, która jest osią v-ów, obierzmy punkt P', o spół- 
rzędnych (x', 0). Biegunowa tego punktu, 

a? 


(3) Ea 


jest równoległą” do osi y-ów. Uważmy, że punkt P, w którym ta biegunowa 
przecina oś c-ów, tworzy z punktem P' parę harmonicznie sprzężoną z parą 
punktów końcowych średnicy, przyjętćj za oś z-ów. 

Jeżeli z punktem P' połączymy oba punkty, w których biegunowa tego 
punktu przecina elipsę, lub hiperbolę, to mićć będziemy parę stycznych do 
tych krzywych, wychodzących z punktu P', których równanie, według art. 
93, jest następujące: 


(4) (Gtp Mota) tyg 1) =0. 


I 


i przedstawia jednę styczną w punkcie P', To równanie jest zupełnie takiego 
samego kształtu, jak równanie biegunowćj; a zatym styczna ma kierunek sprzę- 
żony z kierunkiem prostój, łączącój punkt styczności ze środkiem. 
136. Jeżeli prosta 
y= mz +-B, 


gdzie m oznacza spółczynnik kierunkowy dany, ma być styczną do krzywéj 
(1), to oba punkty, w których ta prosta przecina krzywą (1), powinny razem 
się schodzić z punktem styczności. Wstawmy w równanie (1) mæ + B za 
y; otrzymamy 

1 m? mB Aa NEK 


To równanie powinno mićć oba pierwiastki równe, przeto wyróżnik jego stro- 
ny lewćj powinien być równy 0, t. j. 


Ea m2 PRES m2? 
=(5*73) FL) — "36 =0: 
Z tego równania wypada wartość na f, 
BEZCE | 28 ma? Eb, 
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Pod znakiem pierwiastka znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiper- 
boli. Równanie stycznćj do elipsy lub hiperboli (1), mającćj dany spółczyn- 
nik kierunkowy m, jest więc 


(6) y =mr +| mai, 


Równanie (6) przedstawia dwie proste; a zatym: do elipsy i hiperboli można po- 
prowadzić dwie styczne o danym kierunku. 

137. Przyjmijmy, że elipsa i hiperbola (1) są odniesione do dwu śre- 
dnie sprzężonych OD i OE, jako odpowiednio do osi z-ów i osi y-ów, i weźmy 
pod uwagę dwie inne średnice sprzężone OD'iOE'. Równania tych dwu 
ostatnich średnic są odpowiednio 

mtn „BĘ 
(7) ZAŚ 1 Y="F ay " 
Nakróślmy następnie styczną do krzywćj (1) w punkcie końcowym D części 
średnicy OD, wziętćj za kierunek dodatny osi z-ów; ta styczna jest równo- 
legła do średnicy OE, wziętćj za oś y-ów. A jeżeli przez P i Q oznaczymy 
punkty, w których ta styczna przecina średnice sprzężone OD! i OE', to, aby 
znalóść wartości odcinków DP i DQ, wstawimy za « w równaniach (7) 
OD—=a, a za y w równaniu pićrwszym (7) DP, a w równaniu drugim (7) 
DQ. Otrzymamy w ten sposób 
; by! 

DP=a4% DQ=F 
skąd wynika 
(8) DP.DQ=<+b, 


t. j. prostokąt, wystawiony na odcinkach stycznój do elipsy, lub hiperboli, zawartych 
między punktem styczności (D) i punktami (P, Q) przecięcia się jéj z dwiema śre- 
dnicami sprzężonymi (OD', OE), jest stale równoważny kwadrałowi połowy śre- 
dnicy (OE), sprzężonćj ze średnicą (OD), przechodzącą przez punkt styczności, 
Na tym twierdzeniu polega wyznacze- 
nie położenia i długości osi głównych elipsy 
lub hiperboli, jeżeli jest dane położenie 
i długość dwu średnie sprzężonych tych 
krzywych. — Jakoż, niech OD i OE (fig. 
38) będą, co do położenia i co do długości, 
połowami dwu średnic sprzężonych. Przez 
koniec D jednćj z tych średnie poprowadźmy 
prostą AB równolegle do drugićj z nich: 
prosta AB będzie styczną do krzywéj w pun- Sa 
kcie D. Na OD wyznaczmy punkt P tak, 
aby DO.DP=- OE? [jeżeli krzywa jest 
elipsą, to punkty O i P leżą po stronach 
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przeciwnych punktu D, a jeżeli krzywa jest hiperbolą, to punkty O i P leżą 
z tćj samćj strony punktu D, co wynika z tego, że w równaniu (8) znak wyż- 
szy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli], a przez punkty O i P po- 
prowadźmy koło, którego środek znajdowałby się na prostćj AB. To koło 
przetnie AB w punktach Ai B. Ponieważ DA.DB=DO.DP, zatym i 
DA.DB=<FOE', 

skąd wypada, że proste OA i OB są połowami dwu średnic sprzężonych. Po- 
nieważ nadto kąt AOB jest prostym, więc proste OA i OB są połowami osi 
głównych. 

138. Prostą, przechodzącą przez punkt styczności i prostopadłą do 
stycznój, nazywamy normalną. Jeżeli prosta, przechodząca przez punkt 
w,y, t.j. prosta, przedstawiona przez równanie 


y —y' =m(2 — t'), 


ma być prostopadłą do stycznéj do elipsy, lub do hiperboli (1) w punkcie 
a', y', t.j. do prostéj (5), to iloczyn jéj spółczynnika kierunkowego m i spół- 
czynnika kierunkowego stycznéj, przy założeniu, że układ osi jest prostokątny, 
jest równy — 1 (art, 23). Mamy zatym 
2 2y' 

SE maj skąd m a 
Równanie więc normalnćj do elipsy i do hiperboli (1) w punkcie («,y), od- 
niesione do osi głównych, jest 


aży' 
yy =+ jg (0-1), 


lub 
(9) aży' r zp ba'y = (a? z b?) r'y', 


gdzie znaki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. 

Jeżeli w tym równaniu będziemy uważali spółrzędne x i y jako dane, 
a spółrzędne %' i y' jako liczby zmienne, natenczas ono będzie przedstawiało 
liniją krzywą stopnia 2-go, a mianowicie hiperbolę równoboczną, którćj 
asymptotami są osi główne elipsy, lub hiperboli (1). Ta hiperbola równo- 
boczna przetnie krzywą (1) w 4 punktach — spodkach normalnych, dających 
się wyprowadzić z punktu (x, y). (Okażemy bowićm dalćj, że dwie krzywe 
stopnia 2-go, mówiąc wogólności, przecinają się w 4 punktach). A zatym, 
mówiąc wogólności, z każdego punktu (x, y) można do elipsy, lub do hiperboli wy- 
prowadzić cztéry normalne. 

139. Weźmy nakoniec pod uwagę równanie paraboli 


(10) y= 2px, 
odniesione do jakićjkolwiek średnicy i do stycznćj w punkcie A', przecięcia 
się średnicy z krzywą. 
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Otrzymamy równanie biegunowćj punktu (e, y') względem paraboli (10), 
gdy w równaniu ogólnym (6) art. 89 podstawimy a, = &12 = lz = 3; =0, 


by 21, 64 =—$, 1, ZK tę, GZ, 0 STrZz=V, TF; ZL. RÓW 
nie więc biegunowćj jest 
(11) yy =p + 1). 


Przyjmijmy, że biegun P', t.j. punkt (w',y), leży na średnicy, czyli na osi 
x-ów. W tym przypadku y' =0, a przeto równanie '(11) sprowadza się do 
z+w=0), czyli c=—r, 

z którego widzimy, że biegunowa punktu P', leżącego na średnicy paraboli, 
wychodzącćj z punktu A' téj krzywćj, ma kierunek sprzężony z kierunkiem 
téj średnicy i że ta biegunowa przecina owę średnicę w punkcie P takim, że 

A'P=z—A'P. 

Jeżeli z biegunem P' połączymy punkty, w których biegunowa przecina 
parabolę, to mićć będziemy parę stycznych do téj krzywćj, wychodzących 
z punktu P'. Otrzymamy równanie tćj pary stycznych ze wzoru (9) art. 93, 
wykonawszy w nim powyżćj wskazane podstawienia, a mianowicie 
(12) (y? — 2px) (y? — 2pz) — [yy —p(z + v)? = 0. 
Jeżeli punkt (x', y') leży na paraboli (10), wtedy y?— 2pa' = 0, a równanie 
(12) zamienia się na 
(13) yy =p(z-+ u) 
i przedstawia styczną do paraboli (10) w punkcie («',y'). 

Aby otrzymać równanie stycznćj o kierunku danym 

y=me + ß, 
należy w równaniu (10) za y podstawić mæ + ß i wyznaczyć ß z warunku, 
aby oba pierwiastki tego nowego równania, t. j. równania 
ma? + (mB — p) x + P =0 
p 


były sobie równe, czyli, aby m?ß? — (mp — p)? = 0, skąd wypada E= dm 


Równanie więc stycznéj żądanćj jest 
(15) y=mz + Z, 


a zatym: do paraboli, można poprowadzić tylko jednę styczną o danym kierunku. 
1 
Nakoniec, ponieważ, według (13), F jest spółczynnikiem kierunkowym 
stycznéj do paraboli (10) w punkcie (w', y'), więc, wrazie układu prostokątne- 
go, t. j. gdy równanie (10) jest odniesione do osi głównćj paraboli i do sty- 
cznéj w jéj wićrzchołku głównym, równanie normalnćj do paraboli (10) 
w punkcie (x, y') jest 
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yy=— s (@x—z'), czyli 
(15) pz + y'y =y? + pa. 


Jeżeli w równaniu (15) będziemy uważali spółrzędne «iy jako dane, a spół- 
rzędne w, y' jako liczby zmienne, to ono przedstawia pewną parabolę, mającą 
oś główną równoległą do osi głównćj paraboli (10). Te dwie parabole prze- 
tną się w punktach, będących spodkami normalnych, które można z punktu 
(w, y) wyprowadzić do paraboli (10). 


ĆWICZENIA. 


(87). Z punktu P na elipsie poprowadźmy proste PA iPA' do końców A 
i A' osi wielkićj, a w punktach Ai A' wystawmy prostopadłe do PA i PA': okazać, 
że miejscem punktu przecięcia się tych prostopadłych jest inna elipsa i znalóść osi 
téj elipsy. 

(88). Linija prosta o długości a + b porusza się tak, że jéj końce leżą zawsze 
na osiach spółrzędnych: okazać, że punkt téj prostćj, oddalony od jéj końców odpo- 
wiednio na a i b, opisuje elipsę. 

(89). OD i OE są połowami dwu średnie sprzężonych elipsy i dane są spół- 
rzędne punktu D (z', y): znalóść rówanie prostćj DE. 

(30). Proste, wyprowadzone z punktu na elipsie do końców jakiejkolwiek 
średnicy, przecinają średnicę sprzężoną OE w punktach M i N: okazać, że 
OM.ON—=OFE*, 

(91). OD i OE są połowami dwu średnie sprzężonych elipsy ADBEA'; poprowa- 
dźmy cięciwy BD i BE, tudzież cięciwy AE i A'D przecinające się w G: okazać, że 
czworobok BEGD jest równoległobokiem. 

(92).  Zmaleść miejsce wićrzchołków równoległoboku, zbudowanego na średni- 
cach sprzężonych elipsy. 

(93). Znaléść miejsce spodka prostopadłćj, spuszczonćj ze środka elipsy na 
proste do nićj styczne, 

(94). Wyznaczyć kąt g między dwiema stycznymi do elipsy, które można 
wyprowadzić z punktu (z', y'). 

(95).  Znalóść miejsce punktu, z którego wyprowadzone dwie styczne do eli» 
psy są do siebie prostopadłe, 

(96). TP i TQ są dwiema stycznymi do elipsy w punktach P i Q, a OP' i OQ' 
dwoma promieniami wyprowadzonymi ze środka równolegle do tych stycznych: oka- 
zać, że prosta P'Q' jest równoległą do prostćj PQ. 

(97). Na stycznych do elipsy odcinamy odcinki równe n razy wziętój połowie 
średnicy sprzężonćj ze średnicą, przechodzącą przez punkt styczności: okazać, że 
miejscem punktu końcowego tego odcinka jest elipsa spółśrodkowa, którćj połowami 


osi są aV +i i b ne F1. 
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(98). PQ jest jedną z szeregu cięciw, czyniących kąt stały ze średnicą AB 
koła: znalóść miejsce punktu przecięcia się prostych AP i BQ. 
(99). Podstawa trójkąta jest równa 2a, różnica zaś między kątami przyległy- 


5 zy 5 > T aE R 2: 
mi podstawie jest równą 5: znalóść miejsce wićrzchołka tego trójkąta, 


(100). Okazać, że każda hiperbola równoboczna, opisana na trójkącie 
danym, przechodzi przez punkt przecięcia się trzech wysokości tego trójkąta, 

(101). Do hiperboli wyprowadzamy dwie styczne z punktu, leżącego na je- 
dnćj z gałęzi hiperboli sprzężonćj: okazać, że cięciwa styczności jest styczną do dru- 
gićj gałęzi hiperboli sprzężonej. 

(102). Okazać, że stosunek wstaw kątów, które średnica bipertoli czyni 
z asymptotami, jest równy stosunkowi wstaw kątów, które z tymiż asymptotami czyni 
średnica, z tamtą sprzężona, 

(103). Weźmy pod uwagę dwie hiperbole sprzężone, których asymptotami jest 
para średnie sprzężonych elipsy: okazać, że jeżeli jedna hiperbola dotyka elipsy, 
to i druga jéj dotyka, tudzież, że średnice, przechodzące przez punkty styczności, są 
średnicami sprzężonymi. 

(104). Podzielić dany łuk kołowy AB na trzy części równe, 

(105). Znalóść miejsce punktu, z którego można wyprowadzić do paraboli 
y?°= 2px dwie normalne do siebie prostopadłe. 

(106). Cięciwa obraca się około punktu (a, 0), danego na osi paraboli 
y? =2pa: znalóść miejsce punktu przecięcia się normalnych do paraboli w punktach 
końcowych tój cięciwy. 

(107). W paraboli jest poprowadzony szereg cięciw równoległych: znalóść 
miejsce punktu, dzielącego każdą cięciwę na odcinki, których iloczyn jest stały. 

(108). Z punktu (a, $) są wyprowadzone dwie styczne do paraboli y? = Ama: 

1 1 
okazać, że długość cięciwy styczności jest = RZECZĄ, a pole trój- 
( — 4mo) 

2m , 

(109). Okazać, że trójkąt, którego wićrzchołki są punktami styczności trzech 
stycznych do paraboli, jest równoważny trójkątowi, utworzonemu przez te trzy 
styczne, 


kąta utworzonego przez te styczne i cięciwę styczności — 


(110). Znalóść miejsce punktu z warunku, aby suma kwadratów trzech nor- 
malnych, które można z tego punktu wyprowadzić do paraboli, była stałą. 

(111). Okazać, że punkt przecięcia się biperboli z prostą, wyprowadzoną 
z jednego jćj wićrzchołka i ograniczoną przez dwie proste, owadzone z drugie- 
go wićrzchołka, równoległe do asymptot, dzieli tę prostą na równe części. 

(112). Znaleść kąt między asymptotami hiperboli zy = bz + c. 
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ROZDZIAŁ X. 


O OGNISKACH I KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 


OGNISKA ELIPSY I HIPERBOLI, 


140. Weźmy pod uwagę elipsę i hiperbolę odniesioną do osi głównych, 
Równania tych krzywych są 


(1) gk y= 


gdzie, jak zawsze, znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. 
Poprowadźmy przez punkt P o spółrzędnych «w' i y', wzięty dowolnie na 
tych krzywych (fig. 34 i 35), styczną 
PT i normalną PN i oznaczmy przez 
TiN punkty, w których te dwie pro- 
ste przecinają oś wielką AA' elipsy, 
a oś rzeczywistą AA' hiperboli. Czy- 
niąc tożsamo dla każdego punktu elipsy 
i hiperboli, otrzymamy na osi AA’ sze- 
reg par punktów T, N. Mówimy, że 
te pary punktów tworzą inwolucyją 
hiperboliczną, t. j. taką inwolucyją, 
którćj punkty asymptotyczne są rze- 
czywiste. 


Aby tego dowićść, wy- 
znaczmy odcięte 2,1 «, pun- 
któw T i N, w których sty- 
czna PT i normalna PN do 
krzywćj (1) w punkcie P 
przecina oś z-ów. Kładąc 
w tym celu w równaniu sty- 
cznćj, 

o Fer 


Fig. 35. 


http://rcin.org.pl 


OGNISKA 1 KIEROWNICE KRZYWYCH STOPNIA DRUGIEGO, — 141, 155 


i w równaniu normalnćj, 
(3) aży' c Fay = (Fb) wy, 
y==0 i odpowiednio z, lub «„ za z, otrzymamy 


2 2-52 
m= 7: A LE y 
Te dwa równania dają e z„==a*Fb?, t. j. 
(4) OT.ON=a?-rb*, 


skąd widzimy, że istotnie pary punktów T, N tworzą inwolucyją i że środek 
O jest środkiem tćj inwolucyi. A gdy nadto a? rb? jest liczbą dodatną 
(bo w elipsie przyjmujemy a>b), więc ta inwolucyja jest hiperboliczną 
(art. 44). 

Punkty asymptotyczne inwolucyi par punktów Ti N nazywamy ogni- 
skami. 

Odetnijmy na osi AA', wielkićj w elipsie, a rzeczywistćj w hiperboli, 
(5) | F'O=0OF=|/ aż bs; 
natenczas punkty F i F' będą ogniskami. Odległość ognisk od środka ozna- 
cza się pospolicie literą c; mamy więc 
(6) c= db. 
Stosunek zaś odległości ogniskowćj do połowy osi wielkićj w elipsie a rzeczy- 


wistćj w hiperboli oznacza się zwykle literą e i nazywa się mimośrodem. 
Jest więc 


c aF d? 
(7) == LELA 
W elipsie mimośród jest mniejszy, a w hiperboli większy od jedności, Ogni- 
ska obu krzywych leżą więc po ich stronie wklęsłćj. 
141. Połączymy punkt P z ogniskami F i F" i połóżmy FP—=r, 
F'P'=r. Wtedy mamy 


ra=(u' ado ae) +y", r= @ + ae)? + y'?, 


gdyż spółrzędne ognisk F i F' są odpowiednio (ae, 0) i (—ae, 0). Atoli, gdy 
punkt P leży na krzywćj (1), a więc 


12 — b> 12 2 
=pl Et, 
to, wstawiwszy tẹ wartość, otrzymamy 
2 2 
B= (dl — upp ta, a= (© tajpata, 


lub, uwzględniając, że a?e =a? b?, 
r= a? — Daes eż, r =a? + 2aedw + ex'?, 


http://rcin.org.pl 


156 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


Stąd wypada, dla 2 >0 


(8) r=*(u—ev), r=a+ex, 
a dla w <0 
(9) r=am—ev, r=k(a+ex), 


gdzie znaki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. Tak wyra- 
żone promienie wodzące rir' są dodatne, albowićm w elipsie jest e<1, 
a w hiperboli e>>1, i nadto wartość bezwzględna «' jest w elipsie mniejszą 
od a, a w hiperboli większą od a. 

Ze wzorów (8) i (9) widzimy jeszcze, że odległości punktu bieżącego na 
elipsie lub hiperboli od ognisk tych krzywych są funkcyjami wymiernymi 
spółrzędnych tego punktu. Tę własność przyjmują niekiedy za okrćślenie 
ognisk, 

Ze wzorów (8), jak również ze wzorów (9), wypada dla elipsy r + r' = 2a, 
a dla hiperboli Æ 0" —r)=2a. A zatym: 

W elipsie suma, a w hiperboli różnica odległości punktu bieżącego na tych 
krzywych od ich ognisk jest stałą i równą osi wielkićj w elipsie, a osi rzeczywistćj 
w hiperboli. 'Tę własność przyjmuje się niekiedy za okrćślenie elipsy i hi- 
perboli. 

142. Z figur 34 i 35 widoczna, że 


E'N=F'0 +0N, FN=+(0OF—ON), 


gdzie znowu znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. Wsta- 
wiając w te równania wartości za F'O, OF, ON i uwzględniając związki (8) 
i (9), otrzymujemy 
F'N=ae+- er =efa +- exw) =eF"'P, 
FN = + (ae — ex') =+ e(a — ec) ZeFP, 
skąd wypada 
FN_ PP 
PN WP" 
t.j. że w elipsie i hiperboli normalna i styczna są dwusiecznymi dwu kątów spet- 
niających się, utworzonych przez promienie wodzące, wyprowadzone z obu ognisk do 
punktu styczności, 
Spuśćmy jeszcze z ognisk F i F' prostopadłe FH i F'H' na styczną PT 
i przedłużmy te prostopadłe aż do przecięcia się z promieniami wodzącymi 
F'P i FP w punktach GiG'. Z wyrażenia na odległość prostopadłą punktu 
od prostćj wypada 
FH=+b / == = Tile” =+ s 
ed 


, 
a+ a— ex! 


a zatym 
FH.F'H' =>, 
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t.j. w elipsie t hiperboli prostokąt, wystawiony na odległościach prostopadłych 
ognisk od stycznćj, jest stale równoważny kwadratowi połowy osi małćj w elipsie, 
a połowie osi urojonćj w hiperboli, 


Nadto, ponieważ F'G=FG'=2a, gdyż PG=PF, a PG'=PF' 
więc 0H= zFG=a 1 0H'= zPO'=a, t. j. spodek prostopadłćj z którego- 


kolwiek ogniska na styczną do elipsy lub do hiperboli leży na okręgu koła spółśrod- 
kowego o promieniu a. 

143. Na powyższych właśnościach elipsy i hiperboli opićrają się spo- 
soby krćślenia stycznych do tych krzywych, gdy ich ogniska są dane. 

Jeżeli punkt styczności P jest dany, wtedy dwusieczna kąta F'PF jest 
normalną w elipsie, a styczną w hiperboli. 

Jeżeli jest dany kierunek stycznćj, natenczas z ogniska F wyprowadza: 
my prostą, prostopadłą do tego kierunku, a z ogniska F" króślimy koło pro+ 
mieniem 2a, które tę prostą przecina w punktach G, i Ga. W środkach H, 
i H, odcinków FG, i FG, wystawiamy prostopadłe do G,Ga; te dwie pro- 
stopadłe są stycznymi o kierunku danym. 

Jeżeli nakoniec mamy wyprowadzić styczne z punktu P, leżącego ze> 
wnątrz, t. j. po stronie wypukłćj linii krzywćj, wówczas króślimy dwa koła: 
jedno z punktu P promieniem PF, a drugie z ogniska F' promieniem 2a. 
Te dwa koła przecinają się w punktach G, i Ga. Proste PH, i PH;, łączące 
punkt P ze środkiem H, i H, odcinków FG, i FG», są żądanymi dwiema 
stycznymi. 


OGNISKO PARABOLI. 
144. Parabolę, przedstawioną przez równanie 
(1) y = pv, 
można uważać za granicę, do któréj dąży hiperbola (2) gdy jéj osi rosną do 
nieskończoności w ten sposób, że parametr p=” pozostaje niezmiennym 


(art. 131). Stąd wprost wypada, że parabola posiada tylko jedno ognisko F, 
leżące na osi w odległości skończonéj od wiérzchołka A. W hiperboli jest 


pz. b2 p 
AF=OF—0A=ac—a=|/ a? + þa — zz TI z ERA Z 
a aj Prep 


Ta wartość, dla az=, zamienia się na 


=P, 
(2) AF=5 


A zatym: odległość ogniska paraboli od wićrzchołka jest równa połowie pärd- 
metru p. 
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Połączmy punkt P («',y') na paraboli (fig. 36) z ogniskiem F i ozna- 
czmy FP=r. Mamy 


2 
RES a2) + y% 


lub, gdy y?=2px', 


1T? = G + SĘ 


Stąd wypada 
(3) r=z+a. 


A zatym iw paraboli odległość punktu 
bieżącego na krzywćj od ogniska jest fun- 
kcyją wymierną spółrzędnych tego 
punktu. 

Ponieważ drugie ognisko paraboli leży na osi w odległości nieskończe- 
nie wielkićj od wićrzchołka, więc na mocy własności hiperboli powyżćj do- 
wiedzionćj, styczna PT i normalna PN do paraboli są dwusiecznymi kątów, które 
promień wodzący FP, wyprowadzony z ogniska F do punktu styczności P, czyni 
z prostą równoległą do osi, przechodzącą przez punkt P. Jeżeli więc z punktu 
F spuścimy prostopadłą FH na styczną i tę prostopadłą przedłużymy aż do 
przecięcia się w punkcie G z prostą do osi równoległą, a przez P przecho- 
dzącą, to FP=GP. 

Podstawmy w równaniu stycznćj do paraboli (1), 


yy =p(z + ©), 
y =0; otrzymamy c=AT==—a'. Jest zatym 


TF=TA + AF=v' + z: 


Fig. 36. 


eo porównywając ze wzorem (3), mamy TE =FP, t.j. trójkąt TFP jest ró- 
wnoramienny. Gdy nadto prosta FH jest prostopadłą do PT, do TH=HG 
t. j. punkt H leży na osi y-ów. A zatym: spodek prostopadłćj, spuszczonćj 
z ogniska na styczną do paraboli, leży na stycznój w wićrzchołku tójże kreywćj. 

Na tych własnościach opićra się króślenie stycznych do paraboli, gdy 
ognisko jest dane, które łatwo wywićść można z tego, cośmy mówili o króśle- 
niu stycznych do elipsy i hiperboli. 


LINIJE KRZYWE STOPNIA 2-60 SPÓŁOGNISKOWE. 


145. Równanie 
23 y? 
0) Poa r 


=o 


w którym A jest liczbą dodatną nieoznaczoną, przedstawia szereg linij krzy- 
wych stopnia 2-go spółśrodkowych i spółogniskowych. Każdćj z wartości ną 
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A odpowiada inna krzywa. Równanie (1) dla A> œ przedstawia elipsę, 
a dla A: <e* hiperbolę; c jest odległością ognisk spólnych od środka. Jeżeli 
w pićrwszym przypadku A? wciąż maleje, dążąc do granicy ¢?, to elipsa (1) 
coraz się więcćj spłaszcza, a w granicy, kiedy A =c*, zamienia się na pro- 
stą, łączącą oba punkty ogniskowe. Jeżeli zaś w przypadku drugim X? wciąż 
rośnie, dążąc do granicy c?, to hiperbola (1) coraz się więcćj spłaszcza, 
a w granicy, kiedy A=c*, zamienia się na dwie proste, które, wychodząc 
z punktów ogniskowych, rosciągają się w dwu kierunkach przeciwnych na 
osi -ów do nieskończoności. 

Łatwo możemy dowićść dwu następujących twierdzeń: 

Przez każdy punkt płaszczyzny przechodzą dwie krzywe spółśrodkowe i spół- 
ogniskowe, z których jedna jest elipsą, a druga hiperbolą. Jakoż, uważając w ró- 
wnaniu (1) 2 iy' jako spółrzędne punktu danego i znosząc w nim miano- 
wniki, mamy na wyznaczenie X równanie kwadratowe względem 4?, 


R(X — 2) — (3 — e?) a: —Kży2 =0. 


Strona lewa tego równania dla A+=oc jest dodatną, dla A*=c* ujemną, 
a dla X2=0 znowu dodatną. Jeden więc pierwiastek tego równania leży 
między œ i c2, a drugi między c? i 0. Oznaczmy piórwszy przez 44?, a drugi 
przez à. Natenczas równania 


a = 

SOB w rer: lege. 
(2) 42 y? 

uire i 


przedstawiają dwie linije spółśrodkowe i spółogniskowe, przechodzące przeż 
ten sam punkt (a, y') płaszczyzny. Tu, jak widzieliśmy, 443> ©, a hę < c; 
piórwsze więc równanie przedstawia elipsę, a drugie hiperbolę: 

Dwie linije spółśrodkowe i spółogniskowe, przechodzące przez ten sam punkt, 
przecinają się w tym punkcie pod kątem prostym. Albowićm w tym punkcie 
normalna do jednćj z tych krzywych jest styczną do drugićj (art. 142). 

Ilości X,, ką zowią się spółrzędnymi eliptycznymi punktu prze- 
cięcia się linij (2). Okażemy następnie, że te linije przecinają się w czterech 
punktach, leżących symetrycznie względem osi z-ów i y-ów. Ograniczając się 
teraz do punktu zawartego między dodatnymi kierunkami osi, znajdziemy, 
rozwiązując równania (2) względem z iy, 


© JR, „SKT 


c 
Zapomocą wzorów (3) można przejść od spółrzędnych prostokątnych do 


spółrzędnych eliptycznych. Użycie spółrzędnych eliptycznych prowadzi nie: 
kiedy do znacznych uproszczeń w rachunku. 


http://rcin.org.pl 


160 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA: 


RÓWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-60 WE SPÓŁRZĘDNYĆH 
BIEGUNOWYCH. 

146. Aby otrzymać równania linij krzywych stopnia 2-go we spółrzę: 
dnych biegunowych (równania wielkićj użytecznoś 
ści w różnych badaniach), przyjmiemy ognisko za 
biegun, a kierunek osi, zwrócony ku bliźszemu 
wićrzchołkowi, za oś biegunową. Weźmy pod 
uwagę naprzód parabolę. Kładąc (fig. 37) AM =», 
MP=y, FP=r, Z AFP—$, mamy 


E +s=g+ AF—MF—=p— rcosf, 


skąd wypada równanie 
Fig. 37. 


"=14 cosb” 
będące właśnie żądanym równaniem biegunowym paraboli, — Dla 6=5 , Wy- 


pada r= p; a zatym parametr p paraboli jest połową cięciwy, przechodzą: 
cćj przez ognisko i prostopadłćj do osi. Cała cięciwa 2p zowie się bokiem 
prostym (latus rectum) paraboli. 

W elipsie, biorąc (fig. 38) ognisko F' 
za biegun, a kierunek FA' za oś biegu- 
nową, i kładąc OM =z, MP =y, F'P =r, 
Z A'F'P=0, mićć będziemy 


r=da— êr =a — é (OF'L F'M) =ü — ae? — ercos(), 


skąd wypada 


2 ea 
i Dabe 
hig s. 1 +ecosð 
A gi 4, 4, 02.152 
lub, Z twagi, że PO E AN = + =p 
A 1 + ecosb 


Parametr p elipsy ma ta- 
kież samo znaczenie, jak pa- 
p rametr paraboli. 

Nakoniec, w hiperboli, 
biorąc (fig. 39) ognisko F 
za biegun, a kierunek FA 
D— za oś biegunową, i kładąc 


P, dla punktu P na gałęzi, do 

któréj należy wiérzchołek A, 

OM=z; MP=y, EP =r, 

Fig. 39. Z AFP =b, mićć będziemy 
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r= ez — a —e(OF — MF) — a=ae? —a— er cosh, 


skąd wypada 


oe ae— a 
— 1l-Ęecosb” 
d 2 2 — (42 b2 
lub, z uwagi, że aee—a=* żę — = =p, 
r JR 
a) "=T F ecosô 


I tutaj parametr p ma toż samo znaczenie, co w paraboli. — Dla punktu 
P' leżącego na drugićj gałęzi hiperboli, do któréj należy wiérzchołek A', 
mamy « =OM' <0, skutkiem czego 
r =a — ex =a + e(FM' — FO)=a— ae? + er'cos8, 
skąd wypada 
daaa 
ecosó6— 1 
Zauważymy tu jednak, że jeżeli w (1) za 6 podstawimy z+ 0, to w przy- 
padku, gdy przedłużenie promienia wodzącego o kierunku 6 przecina tę dru- 
gą gałąź hiperboli, otrzymamy 


T AE B= ZE ZA 
4814 ecos(z +6) ecosó—1 * 


albo 
Ter .COST=F'g, 


a więc, jeżeli we wzorze (1) nadajemy na 6 wartości, nie odpowiadające 
punktom gałęzi hiperboli, do którćj należy wićrzchołek A (t. j. wyznaczające 
punkty, leżące wewnątrz kąta, utworzonego w biegunie przez równoległe do 
asymptot), to wtedy punkty P', leżące na wstecznym przedłużeniu promieni 
FP, tak, iż FP' =FP,, są punktami drugićj gałęzi hiperboli, t. j. gałęzi, do 
którćj należy wićrchołek A'. Jeżeli więc umówimy się, ażeby we wzorze (1), 
wrazie, gdy wartość na r, odpowiadająca pewnćj wartości 0, wyznacza punkt 
zawarty wewnątrz kąta utworzonego w biegunie przez równoległe do asym- 
ptot, brać zamiast niego punkt, leżący na wstecznym przedłużeniu promienia 
wodzącego w takićj samćj od ogniska odległości, to obie gałęzi hiperboli 
możemy przedstawić zapomocą jednego równania (1). 

Widzimy więc, że wogóle: jeżeli przyjmiemy ognisko kreywćj stopnia 2-90 
za biegun, a kierunek osi ku wićrzchołkowi bliższemu za oś biegunową, to te krzywe 
przedstawia równanie 


(2) 


Bibi. mat.-fz., S. IV, T. IV. 


A TE 
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a mianowicie: elipsę, parabole, lub hiperbole, według tego, czy mimośród e jest 
mniejszy, równy, lub większy od jedności, 


KIEROWNICE LINIJ KRZYWYCH RZĘDU 2-GO. 


147. Biegunową ogniska nazywamy kierownicą. 

Klipsa i hiperbola posiadają po dwie kierownice, z których jedna nale- 
ży do jednego, a druga do drugiego ogniska, parabola zaś posiada tylko jednę 
kierownicę. Podstawmy w równaniach biegunowćj punktu (x', y) względem 
elipsy i hiperboli (1) art. 140, tudzież względem paraboli (1) art. 144, y =0, 
a za «' odciętą ognisk: odpowiednio kc lub E, Otrzymamy dla elipsy i hi- 
perboli 


(1) c=+*—; 
a dla paraboli 
(2) == — 


A więc wogóle: kierownice są prostopadłe do osi, przechodzącćj przez ogniska, 
a krzywa jest względem nich wypukła. Pićrwsza część tego twierdzenia jest 
przypadkiem szczególnym własności biegunowćj, według którćj kierunek 
biegunowćj jest sprzężony z kierunkiem średnicy, przechodzącą przez biegun. 
148. Niech DE będzie kierownicą należącą do ogniska F (fig. 40). 
Połączmy punkt P («', y') na krzywćj z ogniskiem F i spuśćmy z z tego pun- 
ktu prostopadłą PE na kierownicę. 

Dla elipsy i hiperboli mamy (art. 141) 


FP=+(a— ex'), a że 
PE=+* E — d )=+12, 
e e 


rzeto LA 
P PB | * 
Dla paraboli (e =1) zaś jest (art. 144) 
FP =f 4r i PE=5 +a, skąd 


FP ! h 
Fig. 40. wypada py; =1. Stąd więc wynika, 


iż ogólnie 
EP __ 
PE =l. 
Zatym: linija krzywa stopnia 2-go jest miejscem gieometrycznym punktu, porusza- 
Jącego się na płaszczyźnie tak, iż stosunek jego odległości od punktu stałego do odle- 
głości od prostćj stąłćj pozostaje niezmiennym, i jest elipsą, parabolą, lub hiperbołą, 
według tego, czy ten stosunek jest mniejszy, równy, lub większy od jedności. 
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Jeżeli a i 5 są spółrzędnymi punktu stałego (ogniska), a łe 4- my + h 
jest równaniem prostćj stałćj (kierownicy), to równanie 


(3) (z— a)? + (y —pP = (lz + my + h)? 
wyraża tę własność linij krzywych stopnia 2-go. 

Przy poszukiwaniu ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go zwy- 
kle punktem wyjścia jest równanie (3). 

149. Ponieważ kierownica DE jest biegunową ogniska F, więc nas 
wzajem, biegunowa QQ' punktu K na kierownicy DE przechodzi przez ogni- 
sko F. Ta biegunowa jest prostopadłą do prostćj FK. Jakoż, spółczynnik 
kierunkowy biegunowćj Wea K, leżącego na kierownicy, jest w elipsie 


b2 
i hiperboli z) a paraboli S gdyż spółrzędne punktu K, wskutek (1) 


i (0, s (—%, v) dla le tesh 


5, y') dla paraboli. Spół- 


czynnik zaś kierunkowy prostćj FK jes 


dla paraboli. Iloczyny tych spółczynników kierunkowych są równe —1, 
a więc proste QQ! i FK są do siebie prostopadłe. A zatym: biegunowa pun- 
ktu na kierownicy przechodzi przez ognisko, należące do tój kierownicy, i jest prosto- 
padła do prostćj, łączącój ten punkt z ogniskiem. 

Wyprowadźmy z punktu K sieczną, która przecina krzywą w punktach 
P i P'; połączmy te punkty z ogniskiem F i spuśćmy z nich prostopadłe PE 
i P'E' na kierownicę DE. Mamy wtedy 

PRO. a PR ., PM. FP 


1 


PR=PK | PR="FP 
skąd wypada 

PR -- SE 

PK FP" 


t. j FK jest dwusieczną jednego z dwu kątów spełniających się, zawartych 
między promieniami wodzącymi FP i FP'. Dwusieczną drugiego z tych ką- 
tów jest biegunowa QQ' punktu K. Promienie FP i FP' są więc parą pro- 
mieni harmonicznie sprzężoną z parą promieni FK i FQ. A zatym: jeżeli 
pary punktów P i P', w których sieczne, wyprowadzone z punktu K na kierowni- 
cy, przecinają krzywą stopnia 2-go, połączymy prostymi z ogniskiem F, do tój kiero- 
wnicy należącym, to otrzymamy pęk par promieni FP, FP', tworzących inwolucyją; 
promieniami asymptotycznymi téj inwolucyi są prosta FK ibiegunowa FQ punktu K. 

150. Styczne do linii krzywéj w punktach P i P' (fig. 40) przecinają się 
w punkcie T na biegunowćj QQ' punktu K. Połączmy punkty T, P i P'i z dru- 
gim ogniskiem linii krzywéj (w paraboli zastąpmy te proste równoległymi do 
osi) i na F'P i FP' odłóżmy PG =FP i P'G'=F"P' (w elipsie na przedłuże- 
niach, a w hiperboli i paraboli w kierunku przeciwnym); wtedy F'G=FG'=2a, 
TG==TP, TASTE a przeto ZGIEZZYIG. Gdy aa 
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Z FTF'=/FTF', więc także Z GTF' — Z FTF'=/FTG'—/ FTF', 
czyli Z GTF = Z F'TG', a przeto i połowy tych kątów są sobie równe, t. j. 
Z PTF=/F'TP'. A zatym: w elipsie i hiperboli styczne, wychodzące z jednego 
punktu, tworzą z promieniami wodzącymi, wyprowadzonymi z ognisk do tego punktu, 
kąty równe. W paraboli należy jeden z tych promieni wodzącjch zastąpić 
prostą, równoległą do osi. 


INNE OKREŚLENIE OGNISK. 


151. Podamy okróślenie ogólniejsze ognisk linij krzywych stopnia 
9.go, dające się rosciągnąć na krzywe algiebraiczne jakiegokolwiek rzędu 
i klasy, Za punkt wyjścia posłuży nam równanie (3) art. 148, t. J 


0  [e—a+1=BV—1I[c——1-BJ/ —1]=(e + my + W. 


Ażeby przedstawić znaczenie tego równania, weźmy pod uwagę cztćry proste 
(fig. 41), tworzące czworobok, których równania niech będą 
D,=0, D2=0, D,=0, D,=0. 
Równanie 
—H—— (2) D,D, = D,D4, 
KI \ » stopnia 2-go względem spółrzędnych æ iy, 
( przedstawia pewną krzywą stopnia 2-go, która 
__— widocznie przechodzi przez cztćry wierzchołki 
D; D,D;, DD;, D,D, i D,D, czworoboku, albo- 
wiém wartości na z i y, które jednocześnie czy- 
Fig. 41. nią zadość dwu równaniom D,=0i D=0, 
lub D ,=0 i D,=0, lubtóż D,=0 i D,=0, 
lub nakoniec D,=0 i D, =0, uczynią także zadość równaniu (2). Przy- 
puśćmy, że proste D, i D; wciąż się do siebie zbliżają. Wtedy również wićrz- 
chołki D,D, i D,D, i wićrzchołki D,D, i D¿D, coraz się więcćj do siebie 
zbliżają. W granicy zatym, kiedy proste D, i D, razem się ze sobą zejdą, 
również się razem ze sobą zejdą tak wićrzchołki D,D, i D,D,, jak i wićrz- 
chołki DD, i DD, Stąd wypada, że równanie kształtu 
(3) D,D, =D>, 
na które wtedy przechodzi równanie (14), przedstawia krzywą stopnia 2-go, 
mającą proste D, i D; za styczne, a prostą D (w którćj razem się ze sobą 
zeszły proste D» D;) za odpowiednią cięciwę styczności, — Porównywając 
więc równanie (8) z równaniem (1), widzimy, że proste 


(4) c—a-+(y—p/ —1=0 i c—a—y—pP/ -1=0 
są stycznymi do linii krzywćj stopnia 2-go, a prosta 

(5) læ + my + h== 

jest odpowiednią cięciwą styczności. 
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Proste urojone (4) przechodzą obie przez ognisko (a, $) linii krzywćj 
stopnia 2-go i są równoległe do asymptot kół (art, 109), czyli przechodzą: 
jedna przez jeden, a druga przez drugi z dwu punktów kołowych urojonych 
(w nieskończoności). Na podstawie tego możemy ognisko tak okrćślić: ogni- 
skiem linii krzywćj nazywamy punkt F, w którym przecinają się dwie styczne do tój 
krzywćj, wyprowadzone z punktów kołowych urojonych K,, Ką. 

Do linii krzywćj stopnia 2-go można z każdego punktu, a więc i z pun- 
któw K, i K,, wyprowadzić dwie styczne. Dwie styczne z K, przecinają 
się z dwiema stycznymi z K, w cztćrech punktach; a zatym linije krzywe sto- 
pnia 2-go posiadają cztéry ogniska. Z tych ognisk dwa są zawsze rzeczywi- 
ste, a dwa urojone. Albowićm kierunki, w których leżą punkty K, i Ka, są 
ur ojone i sprzężone, więc i styczne z K, będą sprzężone ze stycznymi z K,. 
A mianowicie, jeżeli D, + D: —1=0 i D, + D,/—1=0 są równa- 
niami stycznych z K,, to równania stycznych z K, będą kształtu 
D, —D,/ —1=0 i D,—D, | —1=0. A zatym tylko przecięcia się dwu 
par stycznych 


D, +D,/ —1=0, DDV —1=0i D +D V — 1, D,—D,V—1=0 
dadzą ogniska rzeczywiste, gdy tymczasem przecięcia się pozostałych dwu par 
D, +D./ —1, D,—D,|// —1=0 i Di -+ D//=1, D, —D[/'—1=0 
dadzą ogniska urojone ze sobą sprzężone. 

Wiadomo, że parabola ma asymptotę w nieskończoności, czyli jest sty- 
czną do prostćj w nieskończoności, a więc, z uwagi, że proste w nieskończono- 
ści można uważać jako razem się z sobą schodzące, jest styczną do prostćj 
K,Ką. Dlategotćż punkt styczności w nieskończoności jest jednym z ognisk 
rzeczywistych paraboli (jako przecięcie się jednćj stycznćj z K, z jedną sty- 
czną sprzężoną z Ka), (o się zaś tyczy dwu ognisk urojonych paraboli, to 
są nimi same punkty K, i K} Parabola posiada zatym w odległości skoń- 
czonćj jedno tylko ognisko rzeczywiste. 

152. Wychodząc z tego okróślenia, wynajdziemy spółrzędne ognisk 
dla trzech krzywych stopnia 2-go, danych przez równania 

g 2 4 

c; jp =1 1 y=2pa. 
W tym celu przekształcimy naprzód te równania przez wprowadzenie spół- 
rzędnych linii prostćj na miejsce spółrzędnych punktu. Z równania stycznéj 
w punkcie (x, y') wypadają na spółrzędne stycznćj do elipsy i hiperboli 
wartości: 


a! i I n I 


y w y 
u=— z, "=F skąd god, gaU, 
a na spółrzędne stycznćj do za wartości: 
1 1 v 
“= v=— Pa skąd w = y= 
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12 12 


Wstawiając te wartości za «' iy' odpowiednio w równania Z e —=1 
i y?=2pw, otrzymujemy 
(6) au b=] i p=w 


jako równania elipsy, hiperboli i paraboli we spółrzędnych linii prostćj. We- 
dług okróślenia ognisk, danego w artykule poprzedzającym, prosta 


c—a+ (y—BV/ —1=0 
jest styczną do krzywćj stopnia 2-go, jeżeli æ i B są spółrzędnymi ogniska tćj 
krzywćj. Spółrzędne tćj stycznćj są 
1 K—1 
7 == — v= Á -e 

i, a+ —1 a+ —1 

Wskutek podstawienia tych wartości w równania elipsy i hiperboli (6), 
otrzymujemy 


8 zpl=(a+pV Iza — H ag] —1, 
równanie, które się roskłada na dwa następujące: 
ap=0 i a3—f?=a*=-b*. 


Pićrwszemu uczynimy zadość, kładąc albo a =0, albo $=0. Z równania dru- 
giego, dla f=0, wypada a= a? p 6%, a dla a=0, p= ap? —1. 
Widzimy. więc, że elipsa i hiperbola posiadają dwa ogniska rzeczywiste i dwa 
ogniska urojone, i że pićrwsze leżą na osi wielkićj w elipsie, a rzeczywistćj 
w hiperboli. Znaleźliśmy zarazem na odległość ogniskową, tę samę wartość, 
co w art. 140. 

Podstawmy taksamo wartości (7) za wœ i v w równanie (6) paraboli; 


otrzymamy wtedy na wyznaczenie a i równanie 


p=2(a+PV/ —1), 
skąd wypada 


Ognisko więc rzeczywiste paraboli leży na osi głównćj, w odległości 3 od 


wićrzchołka, jak to znaleźliśmy w art. 144. 


ZASTOSOWANIA METODY BIEGUNOWYCH WZAJEMNYCH. 

153. Znajomość ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go de 
zwala nam rozwinąć szczegółowićj metodę biegunowych wzajemnych, któréj 
zarys podaliśmy w artykule 103. 
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Dwie krzywe Si X nazwaliśmy krzywymi biegunowo wzajemnymi 
względem kierownicy stopnia 2-go K, jeżeli każdćj stycznćj PT do S$ odpo- 
wiada pewien punkt p na krzywćj £, który jest biegunem tćj stycznćj wzglę- 
dem K, i jeżeli, nawzajem, punktowi styczności P stycznćj PT do § odpo- 
wiada, jako jego biegunowa względem K, styczna pt do £ w punkcie p. Za 
kierownicę K można wziąć jakąkolwiek krzywą stopnia 2-go; wszakże naj- 
prościćj użyć w tym celu koła. 

Weźmy więc za kierownicę koło o promieniu k, mające środek w po- 
czątku spółrzędnych prostokątnych, 


(1) 3 + y= k, 
Równanie biegunowćj jakiegokolwiek punktu P'(x', y') względem tego koła, 
(2) ga -+ yy' = kè, 


I 
pokazuje, że ta biegunowa jest prostopadłą do prostéj s=% x, t.j. do pro- 
stéj, łączącćj punkt P' ze środkiem. Nadto z własności harmonicznych bie- 
guna i biegunowćj wypada, że iloczyn odległości punktu i jego biegunowćj 
od środka koła jest równy kwadratowi jego promienia (art. 42). 

Wiedząc to, można związek między dwiema krzywymi biegunowo wza- 
jemnymi tak wysłowić: jeżeli z punktu danego O (fig. 42) spuścimy prostopadłą 
OT na styczną TP do krzywój S w punkcie P i przedłużymy tę prostopadłą do 
takiego punktu p, aby iloczyn OT. Op był równy liczbie stałćj (k2), to jako miej- 
sce gieometryczne punktu p otrzymujemy krzywą ©, biegunowo wzajemną z krzywą 
S względem koła (ò promieniu k), mającego środek w punkcie Q. 

Tak okrćślając krzywą 
biegunowo wzajemną, może- 
my opuszczać wzgląd na 
koło-kierownicę, a mówić, 
przez skrócenie, o krzy- 
wych biegunowo wza- 
jemnych względem po- 
czątku O. Według tego 
okróślenia, każdemu pun- 
ktowi na jednéj z dwu 
krzywych biegunowo wzaje- 
mnych § i X odpowiada pe- 0 
wna ściśle wyznaczona sty- 
czna do drugićj z tych krzy- Fig. 47. 
wych, i, wogólności, każde- 
mu punktowi, zajmującemu względem jednój z tych krzywych położenie 
w pewien sposób okróślone, odpowiada ściśle wyznaczona prosta, zajmująca 
względem drugićj krzywćj położenie w odpowiedni sposób okrćślone. 
Wszczególności zaś: 
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a. Kąt między dwiema prostymi TQ i T'Q (zajmującymi względem krzy- 
wéj S położenie w pewien sposób okrćślone, np. między stycznymi do § w P 
i P'), jest równy kątowi między prostymi Op i Op', wyprowadzonymi z po- 
czątku O do biegunów tamtych dwu prostych (punktów odpowiednich na 
krzywćj ©), p i p'; albowićm prosta Op jest prostopadła do TQ, a Op' do T'Q. 

b. Odległość punktu P (mającego położenie okróślone względem krzywćj 
S, np. punktu na S) od początku O jest równa odwrotności odległości po- 
czątku O od biegunowćj pt tego punktu (stycznćój do X w p), pomnożonćj 
przez liczbę stałą, wyznaczającą związek między S i £ (t.j. przez kwadrat 
promienia koła-kierownicy). 

154. Jeżeli z dwu punktów P' i P" spuścimy prostopadłe P'Q' i P"Q" od- 
powiednio na biegunowe punktów P" i P' względem koła-kierownicy (1) to 
CE "UZP 
PQ = PQ" 
rzędne punktów P' i P" i zauważmy, że ponieważ równania biegunowych tych 
punktów są 


— Aby tego dowićść, oznaczmy przez (%', y") i (æ" iy") spół- 
8 , y P 


aa' +y — k= 0 i ææ" + yy" — k? =0, zatym 
a'a! -+ y'y!— k? | z'a +y'y y! — k2 
r —=N——— mÁ noy o . 
PQ = 7e V a"? + y"? +y "ą i P"O" = Varpyt 
a gdy nadto 


V/ a3+y2=OP" i Vx? +y? -+y2?=OP, więc 
OP". PGE OP'. P'Q'= aa" yy y" — k?, skąd 
OP' OP" 
PQ= PQ" 

Opićrając się na twierdzeniu powyższym, łatwo można udowodnić na- 
stępujące: 

Biegunowo wzajemna ko- 
ła (względem początku O) jest 
krzywą stopnia 2-90, mającą 
ognisko w początku, a bieguno- 
wą środka koła za kierownicę, 
odpowiednią temu ognisku, Ta 
krzywa jest elipsą, parabolą, 
lub hiperbolą, według tego, czy 
początek leży wewnątrz koła, 
czy na obwodzie koła, czytéż 
zewnątrz koła. 

Jakoż, niech (fig. 43) 
DD' będzie biegunową śro- 
dka © koła S względem po- 
Fig. 43, czątku O, a p biegunem sty- 
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cznéj PT do koła S w punkcie P. Stosując twierdzenie pomocnicze, dopić- 
roco dowiedzione, do pary punktów piC ido ich biegunowych PT i DD', 


OSO. 4 z : ; - > 
mamy PN =CP' Gdy zaś OC i CP oznaczają długości stałe, zatym wi- 


doczna, że stosunek sg między odległościami punktu p, leżącego na bie- 


gunowo wzajemnój X z kołem S, od początku O i od prostćj DD' jest stały. 
Ta biegunowo wzajemna jest więc krzywą stopnia 2-go, mającą początek O 
za ognisko, a biegunową DD' środka C koła S za odpowiednią kierownicę. 
Ponieważ nadto ten stosunek jest mniejszy, równy, lub większy od 1, według 
tego, czy O0<<CP, czy OC= CP, czytóż OC > OP, przeto biegunowo wza- 
jemna £ jest elipsą, parabolą, lub hiperbolą, według tego, czy początek O 
leży wewnątrz koła S, czy na obwodzie tego koła, czytćż zewnątrz niego. 

Tożsamo wynika z rozbioru równania biegunowo wzajemnój X z kołem §, 
któreto równanie otrzymać możemy w następujący sposób. Niech OC bę- 
dzie osią x-ów układu prostokątnego spółrzędnych; kładąc OC=a, CP=r, 
mićć będziemy 


(3) (c— a)? +yż=r2 
jako równanie koła S, jako zaś równanie stycznćj PT do tego koła w punkcie 
P o spółrzędnych (z, y), 
(4) (w' —a)a + yy=a(x — a) ++ r. 
Oznaczmy przez ($, 4) spółrzędne punktu p, bieguna stycznćj PT. Równa- 
nie biegunowćj tego punktu względem początku O, t. j. względem koła (1), 
| Ex + ny =k? 

i równanie (4) powinny przedstawiać tę samę prostą. Mamy zatym 

a'— a=, y=M, afr —a) ++ rek, 


Z tych równań i równania (« — a)? +y?=r* rugując «',y'i 4, otrzymuje- 
my r? ($? -+ y)3 = (a$ — k3), czyli równanie 


(5) (a2 —r2) g2 — rzy? — dl?a$ + k= 0, 


które jest równaniem biegunowo wzajemnćj Z z kołem S. Ta krzywa jest 
oczywiście elipsą dla a? <r?, parabolą dla aż =>, a hiperbolą dla a> r?. 
Punkt O jest widocznie ogniskiem, a prosta aż —k*=0, t.j. biegunowa 
środka © koła S, kierownicą tój krzywćj. 

155. Zapomocą twierdzenia poprzedzającego można z twierdzeń, od- 
noszących się do koła, wyprowadzić twierdzenia, odnoszące się do innych 
krzywych stopnia 2-go, odpowiadające tamtym na mocy zasady dwoistości. 
Zastosujemy ten sposób do przekształcenia kilku twierdzeń odnoszących się 
do koła, wyrażających związki metryczne między kątami i odcinkami, przy- 
czym będziemy korzystali z dwu podań końcowych art. 153. 
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a. »Dwie styczne koła tworzą kąty równe z cięciwą styczności=. Te- 
mu twierdzeniu, znanemu z gieometryi elementarnćj i dającemu się łatwo 
udowodnić analitycznie, odpowić następujące: 

Prosta, wyprowadzona z ogniska krzywćj stopnia 2-go do punktu przecięcia 
się dwu stycznych do téj krzywćj, jest dwusieczną kąta, utworzonego przez promienie 
wodzące, wyprowadzone z ogniska do obu punktów styczności. Albowiém, kąt 
między styczną (fig. 42) TQ i cięciwą styczności PP" jest równy kątowi mię- 
dzy prostymi Op i 04, wyprowadzonymi z początku O do biegunów pig 
prostych TQ i PP'. Równość / QPP'=/ QP'P prowadzi zatym do ró- 
wności / pOg= Z qOp'. 

b. »Prosta, łącząca jakikolwiek punkt ze środkiem koła, jest prosto- 
padłą do biegunowćj tego punktu. Odpowić temu twierdzenie: 

-~ Prosta, łącząca ognisko ż punktem przecięcia się jakićjkolwiek siecznćj z od- 
powiednią kierownicą, jest prostopadła do prostćj, łączącój ognisko z biegunem tej 
siecznéj. — Jeżeli sieczna jest styczną do krzywćj, wtedy biegunowa punktu 
na kierownicy jest prostopadła do prostćj, łączącćój ten punkt z odpowiednim ogni- 
skiem (udowodniliśmy to bespośredno w art. 149). 

c. »Prosta, łącząca jakikolwiek punkt ze środkiem koła, jest dwusie- 
czną kąta zawartego między stycznymi do koła, wyprowadzonymi z tego pun- 
ktu«. Jako twierdzenie odpowiadające, mamy: 

Prosta, łącząca ognisko z punktem przecięcia się siecznćj z kierownicą, jest 
dwusieczną kąta między promieniami wodzącymi, wyprowadzonymi z ogniska do obu 
punktów, w których ta sieczna przecina krzywą. 

d. »Prosta, łącząca punkty końcowe dwu cięciw koła do siebie prosto- 
padłych, wyprowadzonych z jednego punktu na kole, przechodzi przez środek 
koła.« Ponieważ biegunowo wzajemna koła względem punktu, z którego 
wychodzą cięciwy, jako punktu leżącego na kole, jest parabolą, więc wypo- 
wiedzianemu twierdzeniu odpowić: 

Miejscem gieometrycznym punktu przecięcia się stycznych do paraboli, do sie 
bie prostopadłych, jest kierownica. 

e. »Miejscem gieometrycznym wićrzchołka trójkąta, którego podsta- 
wa i kąt przy wićrzchołku są dane, jest koło, przechodzące przez punkty koń- 
cowe podstawy«. 

Jeżeli są dane kierunki dwu boków trójkąta i wielkości kąta, mającego wićr= 
chołek w punkcie stałym, a ramiona skierowane ku punktom końcowym podstancj 
trójkąta, to obwiednia podstawy jest krzywą stopnia 2-go, do którćj stycznymi są obu 
te boki trójkąta, a którćj ogniskiem jest ów punkt stały. 

f. »Suma albo różnica (zależnie od tego, czy początek leży wewnątrz 
czytćż zewnątrz koła) prostopadłych, spuszczonych z początku na parę sty 
cznych do koła, równoległych do siebie, jest stałą i równą średnicy koła». 
Ponieważ dwu stycznym do koła S (fig. 43), równoległym do siebie, odpowia 
dają, jako bieguny, dwa punkty na prostćj przechodzącćj przez początek Q 
t. j. przez ognisko biegunowo wzajemnój £, zatym: 
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W elipsie suma, a w hiperboli różnica odwrotności odcinków cięciwy, przecho- 
dzącćj przez ognisko, jest stała, 

g. »Pole prostokąta, wystawionego na odcinkach każdej cięciwy koła, 
przechodzącćj przez ten sam punkt (np. przez początek) jest stałe«. 

Pole prostokąta, wystawionego na prostopadłych, spuszczonych z ogniska krzy- 
wćj stopnia 2-go na dwie styczne równoległe, jest stałe. 


I t. d. 


ĆWICZENIA. 


2 
z b ją 71, y rzędną tego punktu: oka- 
a 


z 0-23 (BO + SJ 
(115). P jest punktem na elipsie — + A 


zać, że tg APA! — A 


(114). Jeżeli wyprowadzimy jskiekolwiek dwie proste równoległe, jednę 
z ogniska F, a drugą z końca A osi wielkićj elipsy, i oznaczymy przez P i Q punkty, 
w których te proste przecinają oś malą, wówczas koło, mające środek w P i pro- 
mień równy QA, albo jest stycznym do elipsy, albo leży zewnątrz elipsy, 
wnoległe, mogą mićć tylko dwa spólne punkty; oraz okazać, że jeżeli trzy takie eli- 
psy przecinają się po dwie w punktach P i P', QiQ, Ri R',to trzy proste PP”, 
QQ, RR' przechodzą przez jeden punkt. 

(116). Zmalóść miejsce środka kola wpisanego w trójkąt, utworzony przez 
oś wielką elipsy i promienie wodzące FP, F'P, wyprowadzone z obu ognisk do pun- 
ktu bieżącego na elipsie, 

(117). Kwadrat, wystawiony na połowie średnicy elipsy lub hiperboli jest 
równoważny z prostokątem, wystawionym na promieniach wodzących, wyprowadzo- 
nych z obu ognisk do punktu końcowego średnicy, z tamtą sprzężonćj. 

(118). Odległość punktu na hiperboli równobocznćj od środka jest średnią 
gieometryczną odległości tegoż punktu od obu ognisk. 

(119). Jeżeli T jest punktem przecięcia się dwu stycznych w P i P' do pa- 

E D air AAA „a BE eS 
raboli, a F jéj ogniskiem, to okazać, że FP = FP" 

(120). Okazać, że prostopadła spuszczona z ogniska krzywćj stopnia 2-go na 
Jakąkolwiek cięciwę, średnica z tą cięciwą sprzężona, i kierownica do tego ogniska 
należąca, przecinają się w jednym punkcie. 

(121). Wićrzchołek kąta danego obraca się około ogniska krzywćj stopnia 
2-go; w punktach przecięciu się ramion kąta z krzywą króślimy styczne do krzywćj: 
znaleść miejsce przecięcia się tych stycznych, 

(122). Styczną do elipsy w punkcie P przedłużamy aż do przecięcia się 
w punktach QiQ' ze stycznymi w wićrzchołkach A i A': znalóść miejsce punktu 
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przecięcia się R promieni F'Qi FQ', tudzież punktu przecięcia się S$ promieni FQ 
i F'Q', i okazać, że trzy punkty P, R, S leżą na jednój prostćj, 
(123). Z punktu P(a, $) spuszczamy prostopadłą na biegunową tego punktu 


2 2 
względem elipsy = + ti = l; ta prostopadła przecina oś małą w punkcie D, a bie- 


gunowa przecina tę oś w punkcie E: okazać, że koło opisane na DE, jako na średni- 
cy, przechodzi przez ogniska elipsy, 

(123). Jeden wićrzchołek równoległoboku opisanego na elipsie przebiega je- 
dnę kierownicę: okazać, że wićrzchołek przeciwległy przebiega wtedy drugą kiero- 
wnicę, a dwa pozostałe wićrzchołki jednocześnie opisują koło, nakrćślone na osi 
wielkićj, jako na średnicy. 

(125). P jest punktem na hiperboli, P, punktem na hiperboli sprzężonćj i ta- 
kim, że OP i OP, są połowami średnic sprzężonych, a Fi F) są ogniskami wewnę- 
trznymi gałęzi odpowiednich hiperból, na których te punkty leżą: okazać, że różni. 
ca długości FP i F,P, jest równa różnicy długości AO i BO. 

(126). Dwie styczne do paraboli y? — 2pz tworzą kąt u: okazać, że miej- 
scem ich punktu przecięcia jest hiperbola, mająca to samo ognisko i tę samę kiero- 
wnicę, 

(127). Dwie parabole mają spólne ognisko i spólną oś, a styczna do jednéj 
przecina styczną do drugićj pod kątem prostym: znalóść miejsce punktu przecięcia 
się tych stycznych, 

(128). Miejscem bieguna prostćj stałćj względem szeregu krzywych stopnia 
2-go spółogniskowych jest prosta, do prostćj stałćj prostopadła. Jeżeli dana prosta 
dotyka jednój z tych krzywych, to miejscem jéj bieguna jest normalna do téj krzy- 
wój, Na mocy tego okazać, że styczne do krzywćj stopnia 2-go w punktach prze- 
cięcia się tójże krzywćj ze styczną do krzywćj spółogniskowćj, przecinają się na nor- 
malnój do téj ostatnićj krzywćj, 

(129). Równanie biegunowe cięciwy, łączącćj punkty krzywej Beat 
odpowiadające wartościom $=a + ßB i 6=a —$, jest £ = ecos 9 -+ secßcos(9 — a). 


(130). Równanie biegunowe stycznéj do krzywéj r= w punkcie, 


p as 
1 + ecosf 
odpowiadającym wartości 0 =a, jest P — e cosh -+ cos(6 — a). 

R 


(131). Róża wiatrów on promieniach obraca się około swego środka, umie- 
szczonego w ognisku elipsy: okazać, że suma odwrotności n promieni, rachowanych 
od ogniska aż do ich przecięcia się z elipsą jest stałą. 

(132). Na osi wielkićj elipsy, jako na średnicy, króślimy koło; rzędna punktu 
P na elipsie spotyka okrąg w punkcie Q: okazać, że oznaczając / AFP =8, 
1 e, u 
1 + e tg 2 


L AFQ=u, FP=r, mamy r= a(l — ecosu), w= 
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RÓWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-60 WE SPÓŁRZĘ- 
DNYCH TRÓJKĄTNYCH. 


RÓWNANIE OGÓLNE. 


156. Weżmy pod uwagę równanie ogólne stopnia 2-go we spółrzędnych 
trójkątnych (prostopadłych) punktu 


(D) SE Ea, Tz) =U 121? + a283? + AząTz? + ZACZ + Lazy TZTy + ay Tył = 0, 
gdzie ax = ay. Ponieważ stopień równania (1) nie zmieni się, jeżeli od spół- 
rzędnych trójkątnych przejdziemy do spółrzędnych Descartes'a, więc równa- 
nie (1) przedstawia albo parę prostych, albotćż jednę z linij krzywych, któ- 
reśmy nazwali linijami krzywymi stopnia 2-go. 

Oznaczmy przez A wyróżnik wielomianu ffzy, 4, %3), t. j. 
(2) A = LE dads. 


Jeżeli A=0, wówczas równanie (1) daje się rozłożyć na iloczyn dwu ró- 


wnań stopnia 1-go (art. 77) i przedstawia wtedy dwie proste, których ró. 
wnania są 


(3) ATi ++ Rata + Kąty =0 i at nt n=, 
gdzie a 78) 


% 
(4) z, a pai x 03 =207, z 032 ST du = 2, AA ra z, a= 2l. 


Zaznaczmy, że te dwie proste będą do siebie KA wrazie, jeżeli 
(art. 63) 


an + ay + zg — (Zart žan )eosá, ze (Hastan )cosAa— (Bant an) cosAz =0, 
lub, wskutek (4), 
(5) yy ++ dzą ++ a33 — Zaj COSA +; — 203, COSA z — 2a, COSA = 0. 
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Jeżeli zaś A20, to równanie (1) przedstawia elipsę, hiperbolę lub parabolę. 
Aby te trzy przypadki od siebie odróżnić, dość przypomnićć, że elipsa po- 
siada dwie asymptoty urojone, hiperbola dwie asymptoty rzeczywiste, a para- 
bola jednę asymptotę, którą jest prosta rzeczywista w nieskończoności, czyli, 
że prosta w nieskończoności (cięciwa styczności obu asymptot) przecina eli- 
psę i hiperbolę: pićrwszą w dwu punktach urojonych, a drugą w dwu pun- 
ktach rzeczywistych, a jest styczną do paraboli. Równanie zaś prostój w nie- 
skończoności jest (art. 61) 

Ti , 7% 


(6) ię 30, 


hą M 


gdzie hy, ha, hy oznaczają trzy wysokości trójkąta odniesienia, odpowiadające 
wićrzchołkom Ay, Ag, Az. 
Rugując x, z równań (1) i (6), otrzymujemy 


Gatra aia) + GR i i) e+ Gia ie =" 

Pierwiastki tego równania z niewiadomą z są zespolone, rzeczywiste różne 

lub równe, stosownie do tego, czy wyróżnik jego strony ag 

+ a e. gn) Gaz daj _ o da =) - Bis dag _ dą _. dą SA 
m3 E a h? A << Zi mi T b T ħa hyhy 

is Sindy, ujemny, lub równy 0. Wykonawszy działania wskazane i, dla 


skrócenia, oznaczywszy przez A; ilość dołączoną do elementu aw wyznacznika 
A, znajdziemy, że ten wyróżnik jest równy 


zh 


1 An Aa | Aga o As gAu re) 
ZAWIE ij Ri T T? idi A i zdj 4, h 
gdzie 
Ne 1 
(7) | ün ; 2 ; a ; l, 


Ax s Q22 3 log 3 h, 
2 


Az » l2 ; 33 ; lą 

1 1.4 

54 
A zatym: równanie (1) przedstawia elipsę, hiperbolę, lub parabolę zależnie od tego, 
czy wyrażenie (T) A jest ujemne, dodatne, lub równe 0. 

157. Oznaczając przez fi (Œi, Cz, La), SaLi, Tą, 23) I fą(2, z, m) poło- 
wy pochodnych cząstkowych funkcyi /(a,, ©, 23) względem 24, % i 24, znaj- 
dziemy taksamo, jak w art. 89, 

(8) w i B'a Wz) F Sa'i L'a 03) H BSa T's T'a 2a) = 0 
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jako równanie biegunowćj punktu (z, ©, «';) względem krzywćj (1). Stąd 
czytamy, iż równania 


NCT, Lay L3)=E Ani + aTa + 04373 =0, 
(9) SE, Lay L3)= Aa, F A222 + AT = 0, 
JC, Ty Ty) Ząy2, + a323 + azaz = 0 


przedstawiają odpowiednio biegunowe wiérzchołków A,, Az, Aj trójkąta od- 
niesienia, t. j. punktów, dla których odpowiednio 1ą4=41,=0, x; =xr, =0, 
lub ©, = =0. 

Dwa trójkąty zowiemy biegunowo wzajemnymi lub ze sobą 
sprzężonymi, jeżeli wićrzchołki jednego z nich są biegunami boków dru- 
giego. Według tego okróślenia, trójkąt odniesienia A,AzA, i trójkąt 
B,B,B,, którego boki B,B,, B;,B,, BB} są przedstawione przez równania 
(9), tworzą parę trójkątów ze sobą sprzężonych. 

Łatwo spotrzóc, że te dwa trójkąty są spółosiowe, a więc i spółbieguno- 
we (art. 31). Jakoż, dla punktów C,, Cs, C3, w których się przecinają pary 
boków odpowiednich tych dwu trójkątów A,A, i BB}, AA, i B,B, i A,A, 
i B,Bą, mamy odpowiednio 


By Ga Ly Ti dą _ & Ži Tą Cz 
—=—z——— —— = z — —=— -=—: 
0 GG — ün — dz 0 liz zz  — ûz 0 
Te trzy zatym punkty leżą na jednéj prostéj, albowićm widocznie 


0, ay ; — Ga |=0. 


—dgg; 0 5 dy 
an, —Q9, , 0 
Widzimy więc, że: dwa trójkąty ze sobą sprzężone względem krzywćj stopnia 2-go, 
są spółosiowymi, a więc i spółbiegunowymi. 
Równanie (8) przedstawia zarazem styczną do krzywćj (1) w punkcie 
(e, L'o, «'), jeżeli f(a',, L'a, 2'3) =0. 
Oznaczmy przez (u, wa, uz) spółrzędne trójkątne (prostopadłe) linii sty- 
cznéj (8); wtedy 
U 
lą ? 
U 
liz 


Ay F. la'a F Aity =% 
Myy + Qqąt' F Agt A>"; 

J ' EE 
aLa F lata F laata PA” 


nadto mamy 


Ng! 
lą 


NT, uzh 
l, fr + 


ha 


z= 0; 


Rugowanie spółrzędnych punktu styczności (4, «', &'4) i czynnika % z tych 
cztórech równań daje 
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UA 
hi 
U 

Qa, ; Oza 3 023 > 7, 
2 


(10) l F(u, tą, U3)=| Ay ; Aiz > Qy3 ; =0, 


tz 
dzy ; Q32 ; 033 3 A 
> t3 


lub, rozwinąwszy wyznacznik, 
U? 
h? 
Jest to równanie linii krzywéj stopnia 2-go we spółrzędnych trójkątnych 
(prostopadłych) linii prostéj. 

158. Taksamo, jak w artykule 93, znajdziemy następnie 
(1 IV l'a 2'3) S E1 Ea 2) [EA L1 l'2 t'a) Ht B'a, H tafal p322)? = 


jako równanie pary stycznych do krzywćj (1), wyprowadzonych z punktu 
(ay, Z'a 2'4).  Wszczególności zaś równania par stycznych, wyprowadzonych 
z punktów uą=2;,—=0, 1z4=r,=0, 0, ="—=0, te j. z wićrzchołków 
A,, Ay, A, trójkąta odniesienia, są odpowiednio 

Aya? + Anat? — ŻA ntt = 0, 

A 03? + Agt? — ZA zycze, =0, 

Agga? + Aqytą? — ZA 97,7, = 0. 


Uzt Wta 


! u? U? Ugl3 = 
(10) Angat An b Assis th ZA p, ŻA: ja, * ŻAK = 


Jeżeli æ, — ling =0, æ, — Àz, 0; £y — Mti = 0, ts — N = 0; 
æ — hątą =0, £ -—K'ztq=0 są równaniami stycznych tych par, to naten= 
czas widocznie 
A A 
e =T* + kd, = Ny = 

: 33 - ER Ai i h > An 

skąd wynika 
AAAA aAA = L. 


To równanie wyraża uwagi godną własność sześcioboku opisanego na krzy- 
wój stopnia 2-go. A mianowicie, jeżeli A,, Ba, Ay, Bi, As, B, są w tym po- 
rządku po sobie następującymi wiérzchołkami sześcioboku opisanego na krzy- 
wój stopnia 2-go (A;, Az, Az są wićrzchołkami trójkąta odniesienia, a By, 
B,, B, punktami przecięcia się stycznych A,B, A;B;; AzB,, A;B,; A;B», 
A,B, wychodzących odpowiednio z A, Ag; Ax, Ag; Ag, A,), to, wskutek 
znaczenia czynników X (art. 27), równanie powyższe wyraża związek nastę- 
pujący: 

(12) sin B AA; . sin BA; 3 . sin BzAzA, . sin B,A3A, . sin B, AgA4 „sin BzAJĄ; _ | 

sin BzA Aa . sin BzAy A> , sin BzAzA3 . sin BAA; „sin B,AzA, „sin B;AzA, 


http://rcin.org.pl 


KRZYWE STOPNIA DRUGIEGO WE SPÓŁRZĘDNYCH TRÓJKĄTNYCH. — 159. 177 


Jeżeli podobnie wyprowadzimy takie wzory dla spółrzędnych u, zamiast z, to 
otrzymamy twierdzenie Carnot'a (art. 119); a mianowicie: jeżeli boki trój- 
kąta AzAj, AZA;, A,A; przecinają krzywą stopnia 2-go w punktach B,, B',; 
Ba, B'a; Ba, B'a, wówczas 


(12) A,B, . A4B',. A,B,. A,B',. A, By. A,B, _ 
A,B, .A,B,.A,B,.A,B,. A,B,. A,B’, 


159. Biegun prostój w nieskończoności nazwaliśmy środkiem krzywćj 
stopnia 2-go. Oznaczmy spółrzędne środka przez (2,9, 440, 2,0) i porównaj- 
my równanie biegunowćj tego punktu z równaniem (6) prostćj w nieskofńiczo- 
ności; otrzymamy 


1. 


% 
yy 2249 F Ara? H Ay3030 zj E 


% 
(13) a121? + A2383? F A3239 = WR , 


% 
A3481? + A3383? + a33? AE b 


p stóga 3 esa względem «,9, «0, 030% i uwzględniwszy następnie 


związek 7 uż” ię $s, mićć będziemy 
go —20 q.0 + 1 
4) 1 — = - =—=— 
1 1 "WESA 
Qiz y C43 3 Ta Mii s A133 A Qir » 425 77 R 
1 1 1 
Taa > 023 p a1 > 023 s da > dąa > 
1 1 1 
48a > 083 > r. h1, G33 > Gan + 032 > 7, 


gdzie A i A mają znaczenie,okróślońe wzorami (2) i (7). Stąd czytamy, że śro- 
dek paraboli leży w odległości nieskończonćj; albowićm wtedy A= 0 (art. 156). 

Podstawmy wartości (14) za 2,9, 140, 240 w równaniu pary stycznych, 
wychodzących z punktu (24, z40, 240); otrzymamy wówczas równanie pary 
asymptot. Ponieważ, wskutek (13) i (14), 


SEL, 22, IJZYY (219, 40, L30) +- LSfa(L1, L3, L30) + LISa, L, £3) = 
CE a EEE: 

= L+Z+)=<= z” 

L1 fa(819, L30, £3) + a La, L30) F Lafal, L, 23) = 


g A fa a. a 
—% ZĘ TĘ zab ba) 3 


4 * RZA TECH 
więc równanie asymptot krzywćj (1) jest RA 


m N2 
(15) FG, ty 23) + = (i +44%)—0. 


ha 
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Asymptoty są do siebie prostopadłe, jeżeli (art. 156) 


Af1 1 iP 
(ly + Qąą + Adą3 — 223 COSA c= 202, COSA» rz 240,2 COSA3 -|- T c= = 0, 


m Ta hą 
gdzie (art. 60) 


EEE T M. 1 0208 Zdosy, 
SĄ Eaa W Mt RE U 


lg? hzhą ħħ hiha 
ę zo NM "LE"; 2 j 
Atoli wyrażenie Wi K jest równe 0. „Jakoż, oznaczywszy przez sı, 
1 2 3 


Sa, S długości boków AA, AZA,, A,A, trójkąta odniesienia, mamy 


8,2 = 522 +- 8,2 — 2525; COSA j, 83? = S3? + S1? — 2545, COSA, 
832 = 5,? + 83? — 25,5 COSA3, 


lub, uwzględniwszy, że sęk, = Salta = syktą, 


LS: 1 SWMA+ 1._ 1 l 200645. 1 1 1  2cosAg 
hi 


hą? hż high TREIS aii hz WaT N? ląż a hly . 


3— 
A A LE Ao 
z dodania zaś tych trzech równań wypada Ai a E 0. Asymptoty 
1 2 3 


zatym krzywéj (1) są do siebie prostopadłe, jeżeli 
(16) Oy + dą + dzą — 203; COSA, — 2a, COSA — Za COSA = 0. 


To równanie więc, łącznie z nierównością A>0 (art. 156), wyraża warunek, 
pod jakim równanie (1) przedstawia hiperbolę równoboczną. 

160. Pozostaje jeszcze znalóść warunki, pod jakimi równanie (1) 
przedstawia koło, W tym celu oznaczmy (fig. 44) przez Ri, %1; Tar 4a; 4 Po 
punkty, w których boki AGA, AzA,, A, Aa 
trójkąta odniesienia przecinają tę krzywą. 
Jeżeli krzywa jest kołem, wówczas mamy 
(art. 117) 

A fa « A2 = Ayo . Ap, 
(17) Aa . Agfa = Aabi . Agu, 

Aapa. Asti = Agfa « 304. 
Oznaczmy jeszcze przez pa, 7ą odległości pun- 
któw a, i Ya od boku A,A3, a przez py, gą Odle- 
głości punktów a, fą od boku AzA, i po- 
mnóżmy pićrwszą z równości (17) przez 
sinżA,; wypadnie nam 


Para = Pała: 
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Podstawmy nadto 14=0 w równaniu (1) i w równaniu F +7 T= 
2 


a z równań tak otrzymanych wyrugujmy 2,. Otrzymamy wtedy równanie 


=], 


Ga | ls _ 2i gą? Gii 84 
AERE "MAU" "IE RZ PiN; 


którego pierwiastkami są pa i rą; mamy zatym 
—g,:(1 | 03 _ 2au 
Pala "dy: ha © j42 1 hyhy 
Taksamo znajdziemy 


EM LMIKZ R zda | 
Pad =Gi "(za T R h 
Gdy zaś parą = PaPa, WIĘC 


dzą A dyr _ Zd, __ =“ da _ 2an, 


hąż hh, AE " 423 NN, 
Postępując podobnie z dwiema pozostałymi równościami (17), znajdziemy 


(18) dz pg dss _ 2an _ dąz , an A 2ag4 __ qq | aa _ 2an 
hg? 


h? Ohh mè h hh M hè h 


Te warunki są nietylko konieczne, ale i wystarczające; albowićm jest ich dwa 
i oba są od siebie różne. 
Równania warunkowe (18) można widocznie także tak pisać: 

(18') agą5,? + 0358? — 20238383 = A3381? + 0, 183? — 204848, = 044523 F 02ą8,? — 20495, So 

albo 

(18)  agsin?A; -+ aasin? A> — 2a sin Az sin Ag 
= üy Sin? A, + asin? A — 2azSin Ag SINA, 
=a,,sin?A> + dazsin?A +, — ZayąSinA ; Sin A3. 

Podstawiając w równaniu (1) za ay i a,ą wartości, wynikające z równań 

warunkowych (18'), otrzymamy równanie koła w postaci 

(20235483 — 03352? — z383”) (S,Tz03 F Szt40, F SaL) 
+ (S121 + 8202 + S303) (41182831 + U83812 F 0335, 20) =0, 
lub 


R (Sy H S223 S323) (A1 1848321 -|- Azą$38, 74 E 43515453) AR 
2agz5253 — 0335? — üns? 


Weźmy pod uwagę jeszcze drugie koło, 


(19) Sjtyty-|- Sytzz, -|- Satta 


(20) matana tanny CEEA HD Guty bn bat) L o 


i odejmijmy od siebie te dwa równania; ọtrzymamy 
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(S121 Szy t S323) Qqą SąS31, Hao983S1 TzAą 8, S2t3 _ byy 82530, ga Są 5, Tą HbsgS1 527 ') $ 
171 FS2 3 ZEUS CEE FĄ — —— |= 
2a238253 — 02253? — 3352? byy SzSz — D2283? — Dy 52? 


t. j. równanie dwu prostych: 
S1Ty + S222 + St =0, 


(21) llyr S28321 F Aa28381T2 F 0335, S223 __ =" biąSzS3T4 F bąaSa5yT2 + bzy Szy 
22382853 — d2ą53* — (3382? 2b2382S3 — D2ą8283* — by3527 

które przechodzą przez pary punktów, w których te dwa koła (19) i (20) się 
przecinają. Pićrwsza z tych prostych jest prostą w nieskończoności (art. 61), 
przechodzącą przez dwa punkty kołowe urojone, a druga jest cięciwą spólną 
obu kół. 

Wprowadźmy w równanie (21) wstawy kątów A,, Az, Az zamiast bo- 
ków si, Sa, sz; wtedy to równanie cięciwy spólnćj obu kół przywiedzie się do 
postaci 


a,,SinA> sinA3 .£, + aząSinAg SINA „72 + dząsinA , SINA, . 73 
2an Sin A, sinAz — aząsin? Ag — agzsin?A2 
_h ,SinAzsinAg . 2, + bągsinA„sinA, . 22 + bąąSinA, sinAg. 73 
Zbagsin Az sinA 3 — Dy, TUR — bąsin?A> 


(22) 


RÓWNANIE KRZYWEJ STOPNIA 2-G0, OPISANEJ NA TRÓJKĄCIE. 
161. Jeżeli krzywa 
(1) ffi, Ta, L3)E M121? + A2283? + A3383? + ZaggCytą + az C32, + 281i = O 


przechodzi przez wićrzchołki A,, Az, Az trójkąta odniesienia, t.j. przez 
punkty, których spółrzędne są (hy, 0, 0), (0, 72, 0) i (0, 0, 73), to natenczas jest 


ah? =0, azla? = 0, dagha? = 0, czyli lii = dą = h3 sz0; 
a zatym 
(2) Ailit + Atat, + att = 0, lub — ac GR 


jest równaniem krzywćj stopnia 2-go, m" na FM przyjętym za 
trójkąt odniesienia. 
Równanie (2) można tak pisać: 
(Aata +. a3T>)T, + Ma3 = 0; 

ta krzywa zatym przechodzi (art. 145) także przez punkty, w których prosta 
a£, + az t=0 przecina bok 2, =0 i 24 =0; a że ta prosta przecina te boki 
w punkcie A,, więc równanie 

Tą , Tą 


e a 


a3 


ayx; + a3% =0, czyli 0 
przedstawia styczną do krzywéj (2) w wiérzchołku A,. Taksamo równania 
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mp Bzy Br 8225 przedstawiają styczne do krzywćj w punktach 
dą dy G; dą 
Az i Az. 


Te trzy styczne w wićrzchołkach trójkąta odniesienia przecinają się z bo- 

kami przeciwległymi tegoż trójkąta w trzech punktach, leżących na prostćj 
4334 88—0; 
dą az az 

a zatym trójkąt odniesienia i trójkąt, utworzony przez styczne w wićrzchołkach 

trójkąta odniesienia, są spółosiowymi, a więc i spółbiegunowymi. To twierdzenie 

jest przypadkiem szczególnym twierdzenia art. 157. 

162. Niech (0,0, 0), "i D'a a"), "i, aa a") będą spól- 
rzędnymi trzech punktów danych B,, B,, B,; te punkty razem z trzema pun- 
ktami A,, A, A, (wiórzchołkami trójkąta odniesienia) leżą na téj samćj 
krzywój stopnia 2-go, jeżeli 


tat gy = , gk + zh, gi =0 i gy + g + no =0, 
skąd wynika 
1 i 1 
z! zh? wh 
NE 


To równanie warunkowe można łatwo przywićść do postaci: 


zę; A gts 3 WG ==0. 
m J „JA 1 " , 

D", y D'aa y AC 
1 " , , " 

|GyT"z Data sD 


Na mocy tego można dowiéść twierdzenia, znanego pod nazwą twier- 
dzenia Pascal'a: w sześcioboku wpisanym w krzywą stopnia 2-go trzy pary boków 
przeciwległych przecinają się w trzech punktach, leżących na jednćj prostćj. — 
Jakoż, niech A,B,A;B,A;B, będzie danym  sześciobokiem, wpisanym 
w krzywą stopnia 2-go. Obrawszy trójkąt AAA, za trójkąt odniesienia 
i oznaczywszy przez (©',, V'a, L'a), ("is L'a 2'3), (24, 2a, 2'3) spółrzędne 
wićrzchołków B,, B}, B;, mamy 


T; PAR" N A ; A 
-m =- 1 — — 2 jako równania boków A,B; i B;A;, 
T z T 3 Tai Lg 
T3 Tı . La Tz . 
x's ca Ja w, ” „ » 2Đ1 241; 
Tı Za . 33 Ty : 
-= = —- 1 = Z = A 1 B-A; 
z BĘ z!!! ZP n n » „Bą B, c 
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Dla punktów zatym przecięcia się tych trzech par boków przeciwległych ma- 
my odpowiednio: 
c. | ERE E > B 
g'aż' uu Męża = D" ts 
Te T TERE 


RLN 
T OA, 
aN = Tys, = D, 
Te trzy punkty leżą na jednćj prostćj, pod warunkiem, aby 


2" » D!aXą s aja =0. 
La'a  Wąyl'ą y Tzl'3 
KC Ą Bała Ą dą 
Ten zaś warunek jest dopełniony, albowićm punkty B,, B2, B razem z pun- 
ktami A,, Az, A, leżą na tój samćj krzywćj stopnia 2-go. 
163. Równanie krzywćj stopnia 2-go, opisanćj na trójkącie odniesie- 
nia, we spółrzędnych linii prostćj, jest (art. 157) 


(3) 0 CC = 0, czyli 
! 
dz 0 a 2 
, , zj T 


t 
dą »; Gy „0 "R 


M, S$, M 

T "UE" Ę? 
3 jaa na" gaj" — 0, 
( ) q? ki 2 Fh EE 5+ a = ac jk, dają 0 


Ostatnie równanie można ori tak pisać: 


(3") CBR + (że p + ay 


Krzywa (2) jest więc parabolą, jeżeli o 156) 


(9 s) +) +(G)'=" 


a elipsą, lub hiperbolą wrazie, jeżeli lewa strona wzoru (4) jest odpowiednio 
dodatną, lub ujemną. 
164. Krzywa (2) jest zaś kołem, jeżeli (art. 160) 
Gy). -- 02: 108 
sinA, små,  sinAz 
a zatym równanie 
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> 


(5) LaLa INA; + 142, SINA, + 1,rzsinA; =0 
przedstawia koło, opisane na trójkącie A, A„Az. — Łatwo spostrzćc, że także 
równanie 
(6) zztzsinA, + zz0jsinA +- zyrsinA; + (risin A +- ząsinA +- aasin Ag) (xixi +- tara Htt) = 0 
przedstawia koło; warunki bowiem (18") w art. 160 są oba dopełnione. 
Na mocy tego można udowodnić, że koło, przechodzące przez środki trzech 
boków trójkąta, przechodzi zarazem przez spodki trzech jego wysokości. 
Zmajdźmy naprzód równanie koła, które przechodzi przez środki B;, Bə, 

B, boków A,A, AZA,, A,A, trójkąta odniesienia. W punkcie B, mamy 
dy =0, 12:74 =siINA3 :sinAz.  Wstawiając te wartości w równanie 
koła (6), otrzymamy: sinAy; + 2(%ąsinA; + zzsinAz) =0, lub z uwagi, że 
sinA, =sin(A; ++ Ag) = sinA, cosA, + cosAąsinA3, 

sinA;(2%ą + c©osA2) + sinA„(2%3 + cosAz) =0. 
Taksamo wyrażając, że koło (6) przechodzi przez B, i B;, znajdziemy 

sinA (2%, + cosA3) + sinAg(2%4 + cosA,) = 0, 

sinA„(2%, + cosA4) + sinA (2% + cosas) = 0. 
Stąd wynika 

% = oosa jj = — Liza A oda 
=a PRETĄ n 43 = 2 3* 

A zatym 


(7) azazsinA, + cza,sinA; + ryczsinA z — 3 (sind; + dąsinA + rzsinA3) 
. (cęCosA -+ ząsinA + æsinA;) Ai 

jest równaniem koła, przechodzącego przez środki boków B,, Ba, B;. 

Toż równanie (7) przedstawia także koło, które przechodzi przez spodki 
Ci, Ca, C prostopadłych z A,, Az, A; na boki przeciwległe A,A, AzA;, 
A,A, Jakoż, w punkcie C, mamy 2,=0 i 24:14 =COSA3:cOSA3. Wstą- 
wiając te wartości w równanie (6), otrzymamy 

cosA; (2%, + CosA») + cosAą (2%; + cosAz) =0, 

i taksamo, biorąc pod uwagę punkty Cz i Ca, znajdziemy 


cosA , (2%; + cosA3) + cosA; (2%, + cosA,) 0, 
cosA, (2%, + tosA; ) ++ cosA (2% + COSA 2) =0. 


Stąd wynika znowu 4%, =— 5 COSA4, %y Z— A COSA, y= — 3 oSA, Pod- 
stawiając te wartości w równanie (6), otrzymujemy równanie (7). 

Okażemy teraz, że koło, przechodzące przez środki Bı, Bą, Ba trzech boków 
AA, AA, A,A, trójkąta, a więc i przez spodki C, Cz, C3 prostopadłych na te 
boki z wierzchołków A, Ag, Ay, przechodzi zarazem przez środki D,, Da, Dy trzech 
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prostych OA,, OA., OAg, które łączą punkt przecięcia się tych prostopadłych 
z wićrzchołkami trójkąta, 

Jakoż, koło (7), przechodząc przez spodki Cy, Ca, C3 prostopadłych, 
spuszczonych w trójkącie OA„A; z wićrzchołków O, A, A, na przeciwległe 
boki AzAz, A;O, OAz, przechodzi także przez środki B,, Dy, D, tych bo- 
ków. Biorąc taksamo pod uwagę trójkąty OAzA, i OA,A,, znajdziemy, że 
koło (7), przechodzące przez C., C2, Cz, przechodzi także odpowiednio przez 
B», D,, D; i przez By, Da, Di. Koło (7) przechodzi zatym przez 9 punktów: 
B,, Ba}, B;; C,, Cz, C, i D,, Da, D; i dlatego nazywa się kołem dziewię- 
ciu punktów. 


RÓWNANIE KRZYWEJ STOPNIA 2-G0, WPISANEJ W TRÓJKĄT. 
165. Krzywa stopnia 2-go, dana przez równanie 
(1) Q21? + zza? + dagta? + 2ta + 2a tat, + Matit 0, 


wtedy dotyka boku A,A, trójkąta odniesienia, jeżeli to równanie dla 2, =0 
daje dwie wartości równe na %,:%, a zatym, jeżeli trójmian 


daat + Agzdz? + Zaz Ty Ty 
jest kwadratem zupełnym, t. j. jeżeli 043 = aządgz. Podobnie ZASIOOJ, że 
do krzywćj (1) boki AzA, i A,A, są styczne, jeżeli odpowiednio 04,3 asa, 
i ap? =M — Stąd wypada, że równanie krzywćj stopnia 2-go wpisanćj 
w trójkąt odniesienia, winno mićć wogóle kształt: 


(2) a12? + t3 + Mast EI zyaggczcy £) tan tat, EV aiant 0. 
Jeżeli w równaniu (2) wszystkie pierwiastki przyjmiemy jako dodatne, lub je- 
den jako dodatny, a dwa pozostałe jako ujemne, to natenczas równanie (2) 
przedstawiać będzie prostą podwójną, albowićm sprowadzi się odpowiednio do: 


EV au + GV az + X a), (GV/ a, + a= r. a)? =0, 
(aV an — T; V aa + Ty V aa)’ =0, (— 24 VK a T ta azn + tą V 233)%—0. 


Jeżeli więc równanie (2) ma przedstawiać krzywą stopnia 2-go, to, kładąc 
yy = 4’, dąą =0+?, 033 =a4?, mićć je będziemy w jednój z cztćrech postaci: 


2? + yt? F agt? — ZazayC2Ty — Zazay tyt, — ŻAy0yTy Tą = 0, 
(3) M L? + data? + Agta? — ZAazCyTy + ayl, + 20,000 = 0, 
aj? + A283? +- AT? + Zagay CC — Paza Tzt, + 20 ayit = 0, 
A *0y? + laa? + agta? + ZAAaTzcy + ŁAdyty0y — ayit t = 0, 
które możemy przedstawić inaczćj, pisząc 
(asy 1 (az,)3 + (tjt = 0, 
(3) (= aa)” J (age) + (az) =0, 
(ma)? + (—az%2)7 + (ayt) =0, 
(a,2,)F +. (az) s A hae RA =0. 
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Każde z tych równań przedstawia krzywą stopnia 2-go, wpisaną w trójkąt 
odniesienia. Przy założeniu a,>0, a+>0, a;>0, pićrwsze z równań (3) 
lub (3') przedstawia krzywą wpisaną wewnętrznie, albowićm tylko wtedy 
ax >0, a2, >0, azt > 0, gdy tymczasem trzy równania pozostałe przed- 
stawiają jednocześnie krzywe stopnia 2-go wpisane zewnętrznie i odpowiednio 
przeciwległe wićrzchołkom A, Az i Az trójkąta odniesienia. — Zauważmy 
Jeszcze, że ostatnie trzy równania (3) lub (3') powstają z równania pićrwszego 
przez zmianę znaku odpowiedniego ze spółczynników a,, aa i ay. 
Równania (3) wyrażają uwagi godną własność trójkąta opisanego na 
krzywćj stopnia 2-go. Jakoż, pisząc piórwsze z równań (3) w postaci 
(dą — 323)? + 4T; (440, — Zaz — Żazcz) =), 
widzimy (art. 145), że proste 
DĄ =0 i Qly — 2day eu 2azdz = 0 
są stycznymi do krzywéj, a prosta 
Qat — zty =0 
jest odpowiednią cięciwą styczności. Ta zaś prosta, jak to widać z jéj ró- 
wnania, przechodzi zarazem przez wićrzchołek A, a przeto, łączy wićrzcho- 
łek A, z punktem styczności B, boku przeciwległego AzA;. Taksamo znaj- 
dziemy, że równania 
ayy — 444, > 0 i at — at, =0 
przedstawiają proste, łączące odpowiednio wićrzchołki A, i A, z punktami 
styczności B, i Bą boków przeciwległych A;A, i A,A. Ponieważ suma 
równań tych trzech prostych A,B,, A,B, i A,B, jest tożsamościowo równa 0, 
przeto te trzy proste przecinają się w jednym punkcie. A zatym: 
Proste, łączące wićrzchołki trójkąta, opisanego na krzywćj stopnia 2-090, ż pun- 
ktami styczności boków przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 
Oznaczywszy przez ©., C}, Cz punkty, w których proste A,B,, A,B., 
A,B, przecinają krzywą stopnia 2-go, inne, niż punkty B,, B,, Bx; wtedy 
równania stycznych do krzywćj w punktach C,, C,, C3 są odpowiednio: 
140, — 20%2 — Żayty = 0, ay, — Zaty — 20,2, =0, ayty — Zaj, — Żay0, =0, 
Te styczne przecinają się z odpowiednimi bokami przeciwległymi 
KZ) M=0%. zż=0 
w trzech punktach, leżących na jednćj prostćj 
UyTy + dz F lgt = 0, 
albowićm 
Z(a;0, + AT + ay.) = 30,0, — (ay0, — Żaza, — Zac) 
23030 — (040, — Ż0403 — 2a, 24) 
=3Qztz — (zty — 2l t, — 2041). 
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166. Równanie krzywćj stopnia 2-go, wpisanćj w trójkąt odniesienia, 
we spółrzędnych linii prostćj jest 


ty | 
(4) M3 , — lill ; — Uill , z | 7% 
"i 
a [A 
— lali 3 dz” 3 — Ul, iR 
16 
— (gdy , — gda 3 ila , H 
tj 
u ùt. u. 
z < = 4) 
hi t, lz 


rozwinąwszy wyznacznik i uprościwszy, otrzymamy 


! MyM | tgu, | Oyu 
kk Ro" W, Taiji MRO 
(4') AM +, lą... 6 j, 
Hy U. Hg 


Wychodząc zaś z równania ostatniego, znajdziemy taksamo, jak w art. 162, 


"ASC e 
Deir 
W W, wy 
NEPRE E. 
TUA ? u, , u 


jako warunek, pod którym trzy proste (u, wa, WJ), (W, W'a W'a), 
(w, W'a, u'”3) razem z bokami trójkąta odniesienia są stycznymi do krzywćj 
stopnia 2-go. Następnie taksamo, jak poprzednio, dowićść możemy następu- 
jącego twierdzenia: 

Trzy proste, łączące trzy pary wićrzchołków przeciwległych sześcioboku opisa- 
nego na krzywćj stopnia 2-go, przecinają się w jednym punkcie. 

To twierdzenie, podane przez Brianchon'a, daje się wyprowadzić metodą 
wzajemnych biegunowych z twierdzenia Pascala (art. 162). Jakoż, krzywćj 
stopnia 2-go S odpowiada, jako biegunowo wzajemna, krzywa także stopnia 
2-go £. Punktom A;, B;, A», By, A,, Ba na krzywćj S odpowiadają styczne 
Qis Pa, Aa, Bis 24, Ba do krzywćj X, a cięciwom A,B;, B;A,, AzB,, B, Aa, A,B, 
B;A,, czyli bokom sześcioboku wpisanego w S$, odpowiadają punkty (2,f3), 
(Bata), (0281), (Bia), (t82), (Baa, ), czyli wićrzchołki sześcioboku opisanego na 
krzywćj £. Punktom przecięcia się par boków przeciwległych A,B,, A;B;; 
A,B,, A4B;; A;B», AB, odpowiadają, jako biegunowe, proste łączące pary 
wićrzchołków przeciwległych (248), (31); (a4f4), 482); (wafa), (125,). Ponie- 
waż poprzedzające trzy punkty leżą na jednćj prostćj, przeto ostatnie trzy 
proste przecinają się w jednym punkcie, biegunie tamtćj prostćj. Twierdze- 
nie Brianchon'a jest więc i w ten sposób dowiedzione. 
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Z wzoru (4') czytamy jeszcze, że prosta 
(5) Tj + Mda + Kąty 0 
jest styczną do krzywćj, wpisanćj w trójkąt odniesienia, jeżeli 

a a 

o iri- 

167. Krzywa, przedstawiona przez równanie 
(7) ay?ż0,?-- aą*04? F ag? — țar ligg — AzdyTyy — lalt t = 0, 
Jest kołem, jeżeli (art. 160) 
dz?832 + 32837- 2a>dayS283 = 047543 04784? F Z0y04838, = 44°83- 4281? F. 204048452, 
a przeto 
(8) dySz + 4383 =E (045, + 04 S8) = (0482 + 0454), 
lub azsinA; + a sind, =+ (azsinA, + aysinA;) =+ (aysinA> + a4SinA ,). 


Cztóry równania warunkowe (8) odpowiadają cztórćm kołom, a mianowicie 
kołu wpisanemu wewnętrznie i trzem kołom wpisanym zewnętrznie. Biorąc 
znaki wyższe, mamy 

dySy — dą$y +- a(S — 82) = 0, 

dyś F a(S — 83) — 035, 0, 


skąd wynika 
(40a = S(s tss) : Sa(Sa + Sı — 52) : Sa(Sı + 52 — $3) 
_ Gitt) Gats). (5152 +52)(53+51 aż. | (51-82-53) (51-152 — — s) 
S283 S351 5152 
> ` A, 3 242 5 08: A; 3 
E cos? -7 ; cos 2 5 Cos? 
A zatym 


(9) z, zgosi 3! + Tą*COS* = +- 1ą43C08% % — 2mos 2 cos? 53 = 


Az aa A, 4: 
Zaz cos? 2 cos? ry — 2x, COS? s cos?=5* =0, 
albo 


(9') os AV m -+ cos BV + cos | m, =0 


jest równaniem koła, wpisanego wewnętrznie w trójkąt bibik Trzy po- 
zostałe równania warunkowe (8) dadzą odpowiednio 


http://rcin.org.pl 


188 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 
os Ay = + sinia + sin 2 z =0, 
(10) sin Si zę gi F cos/as, + sny z =o, 
sin A Kaz + sin 32 (a + cos |/ =, SIA 


jako równania kół, wpisanych zewnętrznie w trójkąt odniesienia, 

168. Możemy teraz dowićść, że koło dziewięciu punktów (art. 164) jest 
styczne do każdego z cztćrech kół wpisanych w trójkąt. W tym celu dość okazać, 
że spólna cięciwa koła dziewięciu punktów i któregokolwiek z cztćrech kół, 
wpisanych w trójkąt, jest styczną do obu kół. 

Weźmy pod uwagę np. koło, wpisane wewnętrznie w trójkąt (9), i koło 
dziewięciu punktów, którego równanie można przywićść do postaci 


g,?sinA; cosA; -|- zą?sinAg cosA +- zą%sinA3 cosAą — ząeysinA, — zzz,sinAą — zjtąsinA+ = 0, 
Podług wzoru (22) w art, 160 równanie cięciwy spólnćj tych dwu kół jest 
sinA ,sinAasinA; (x cosA, +- TąC0SA; + TącCOSA 3) 
sinA4sinAasinA; + sinAzcosAąsin?A; -+ sinA,cosA,sin? A, 
roost sinA,sinA, + %,cost â, sinA,sinA, + zcost Atsina ,SinAą 
A 


ry costs sinA,sinA, -+ cost > sin?A3 + cost i sin?A, 


, 


2c0s? —=5 


albo, z uwagi, że 

sinA,sinAsinA; + sinAzcosA»sin?A, -+ sinAzcosAysin?A, 
=sinAysinA>sinA; + sinAsinA,(sinAzcosA 3; -+ cosAzsinA;) 
=sinA,sinAasinAz + sinAssinA ,sin(A, + A) = ZsinA ,sinA,sinA;, 


A V: > Ar: A, . 
2cos? y cos? =F sinA,sinA, + cost- sin? + cost = sin?A, 


2 
= dcos? cos? > sin? —*— Aa s A» =4cos $1 cos? A cos? c , 


A A A 
xcost a: 1ąCs04 > 150054 a 


BE A T FA 


sinA sin Aasin Ag ( 


ZyCOSA ; -+ zacosA, -|- xzcosA; = z x 
2cos2 L cos2 22 
200835 - 0083-3 


albo nakoniec 


(Z4C0SA; + £COSA; + r4cosA„)cos A cos? cos a 


. „AM ` åa +Aa 
Tı COS "$r Z COS zy TąC08 2 
dna, ? a | GA, 


ugu6 Aa M3 ;. A+ 
=4sin-g- sing sin 2 ( 
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" Można uprościć to równanie. Wyraźmy wstawy i dostawy połów kątów Ay, 

A, A, i całych kątów przez długości boków sy, są, ss. Kładąc jednocześnie 

Sı + Sz + S;—=2s, mićć będziemy, po uskutecznieniu łatwych uproszczeń, na- 

przód 

©,cost Mi TącOSst Aa dąCOS* Aa 

2 2 2 
awa. V ERA * 


s? 


(©,COSA; + 1ąCOSA3 + ząC0SA3) zę = 


gdzie A =| s(s — s1) (6— sa)(5— s); następnie 
— — p 2 
©, [osa 36%) Z + gy [cosa 2 > gy | cosa;— aas =0 
172 


SąSą S381 
i nakoniec 


ay (Sg — $1) (51 — $2) p26 — 82) (Są — 3) + BĆ2 ą(52 — S3) (Są — S1) —0, lub 


SąS3 Są$1 S1Są 


które jeszcze można przywićść do postaci 


Ay A, Az 

LCOS CH LCOS 2 LCOS 2 
YET i a łaj LTE SEA) A 
sing (4— A) sing (A—A,) sing (A; — A,) 


Łatwo okazać, że prosta (11) jest styczną do koła, wpisanego wewnę- 
trznie w trójkąt odniesienia, t.j. do koła (11). Jakoż, warunek styczności 
prostćj (11) do koła (9) sprowadza się, podług wzoru (6), do 


cos 1 A,sin l (A; — Az) + ost Asin L (Az —A,) + cos 1 Asin LA, —A,)=0, 
2 2 2 2 2 2 
czyli do 
Re. i. AR! 3 | 
sin > (As + As) sing (A4—A3) + sin 3 (Az + A,)sin 3 (Az — A) + 
Fein n ES A)sin> 6h; = Kisz, 


a ten warunek jest dopełniony, na mocy znanćj z trygonometryi własności 
trójkąta. 

Taksamo można okazać, że spólna cięciwa koła dziewięciu punktów 
i któregokolwiek z trzech kół, wpisanych zewnętrznie w trójkąt, jest spólną 
styczną tych kół, a tym samym uzupełnić dowód twierdzenia, powyżćj wy- 
powiedzianego. 

Tego twierdzenia dowiódł pićrwszy Feuerbach. 
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RÓWNANIE KRZYWEJ STOPNIA 2-G0, ODNIESIONE DO TRÓJKĄTA Z SOBĄ 
SAMYM SPRZĘŻONEGO. 


169. Zapomocą przekształcenia linijowego, czyli przez odniesienie do 
innego trójkąta, można równanie ogólne 


(1) A1121? F laL? F Ozyacą? F Zagcą03 + Zaz wat, + 2090,03 = 0 
sprowadzić do postaci 
(2) 24? + at? + 03043 = 


nieskończenie wielu sposobami, albowiém wzory, służące do zamiany spółrzę- 
dnych trójkątnych na inne trójkątne, zawićrają 9 spółczynników, które pod- 
dajemy tylko 3 warunkom, mianowicie, żeby trzy spółczynniki a, dy, 1 Aja 
w równaniu przekształconym były równe zeru. 

Nadając równaniu (2) jednę z trzech postaci 


(2 a + zz X — a) (aV a — dą XK —4) + 0,43 =0, 
CA AA +a V — a) (aV a; —424 VK —a) ++ aax? =0, 
(eV 4 + eV — a) (a V 4 al — a) + gą =0, 


widzimy, że boki trójkąta odniesienia są cięciwami styczności odpowiednich 
par stycznych do krzywćj, wyprowadzonych z wićrzchołków, tym bokom prze- 
ciwległych, czyli, że każdy bok trójkąta odniesienia jest biegunową wićrz- 
chołka przeciwległego. Trójkąt, w którym każdy bok jest biegunową wićrz- 
chołka przeciwległego, t. j. trójkąt biegunowy (art. 90, 98), nazywamy (art. 
157) trójkątem z sobą samym sprzężonym. A zatym trójkąt, do 
którego równanie (2) jest odniesione, jest trójkątem z sobą samym sprzężonym. 

Krzywa (2) jest elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy wy- 
rażenie (art. 156) 


1 1 1 
jest dodatne, ujemne, lub równe 0. Wrazie, gdy jeden lub dwa ze spółczyn- 
ników a, dą, az są równe 0, równanie (2) przedstawia oczywiście albo dwie 
proste, albo jednę prostą podwójną. Jeżeli więc równanie (2) ma przedsta- 
wiać krzywą stopnia 2-go, to żaden z tych spółczynników nie może być 0. Stąd 
wynika, że równanie (2) przedstawia parabolę, jeżeli 


(3 Jai EW A albo A 4.8 e E 
) PE N T Y T T Gu a e TA 


W przypadku, kiedy wyrażenie nT -H R -+ ZE jest od 0 różne, można 
przyjąć, że jest ono =1; albowićm, jeżeliby posiadało wartość od 1 różną, 
to, pomnożywszy równanie (2) przez liczbę odpowiednią, możemy otrzymać 
nowe równanie, z którego spółczynników zbudowane wyrażenie tegoż kształtu 
byłoby równe 1. W przypuszczeniu, że 
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1 } 1 
(4) ah? + azh? F agh 
(jeżeli nie =0), równanie (2) przedstawiać będzie elipsę, jeżeli dwa ze spól- 
czynników a,, a, a, są ujemne, a jeden jest dodatny, hiperbolę zaś, gdy jeden 
z tych spółczynników jest ujemny, a dwa są dodatne. 

2? 2? 


1 z 
170. Kładąc a=5 a= Fa gdzie a,, dz, %3 
1 


oznaczają liczby rzeczywiste, wrazie, gdy 


a? dą? zł dą? _ 
(5) h? kom hą? h ? 
otrzymujemy 
£i 2 a 2 Tą? 
(6) Fli Tą, JE BI OF ażź 


jako równanie elipsy, odniesione do trójkąta z sobą samym sprzężonego. 
Podstawmy w funkcyi /(2,, cą, 13) Za Li, La, Va spółrzędne wićrzchoł- 
ków A;, Ag, Az; wskutek tego 


2 

dla A, :/(h,, 0, 0) = 2,377 0: 
1 
2 

dla Az: f(0, ha, = 
2 

dla Az: /(0, 0, ho) =— gz <0. 


Ponieważ funkcyja /, jako całkowita, jest funkcyją ciągłą, przeto ta funkcyja, 
zmieniając swój znak tak przy przejściu od A, do Az, jakiod A, do As, 
staje się raz równą 0. To dowodzi, że każdy z dwu boków A,Aa i A,A; 
przecina elipsę (6) w jednym punkcie. W każdym sm boku A,A; jest 
ay =0, a zatym funkcyja f ma wartości m —,<0 w każdym punkcie 
na AAs; to dowodzi, że bok A,A, nie przecina Ad 

Każda krzywa /=0 roskłada płaszczyznę na oddzielne (skończone, lub 
nieskończenie wielkie) pola. Skoro z każdego punktu jednego pola można 
przejść do innego punktu tego samego pola po linii nieprzerwanćj, nie prze- 
kraczając przytym krzywćj, przeto dla wszystkich punktów jednego pola 
funkcyja f posiada ten sam znak. A zatym o dwu punktach, dla których 
funkcyja f posiada znaki jednakowe, można powiedzićć, że oba leżą z téj samćj 
strony krzywćj f==0. 

Według tego okróślenia, wićrzchołki Agi Az leżą z tój samćj strony, 
a wiórzchołek A, leży po stronie przeciwnćj elipsy (6). Spółrzędne środka 
elipsy (6) są 
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ten punkt leży zatym w kącie wićrzchołkiem przeciwległym z kątem A; i z tój 
samćj strony elipsy, co A,, albowićm, wskutek (5), mamy 
M? A g? 
t 


S210, 22, Ga) = pa — 7,3 —1:=1>0. 


Jeżeli środek elipsy zbliża się do wićrzchołka A, to bok A,A, jako biegu- 
nowa punktu A,, oddala się do nieskończoności i spółrzędna 2, staje się dla 
każdego punktu elipsy nieskończenie wielką. Jeżeli więc równaniu elipsy 
(6) mają czynić zadość wartości skończone na z, i 23, to a, razem z ©, wzra- 
2 
sta do nieskończoności, ale tak, że stosunek z dąży do graniey skończo- 
1 
nój 4%. Gdy więc środek elipsy razem się zejdzie z wićrzchołkićm A;, to ró- 
wnanie (6) zamieni się na 
c? 
7 —2 a 
© aż tti 
Weźmy jeszcze A,Az za oś r-ów, a AA, za oś y-ów i oznaczmy przez 
æ, y spółrzędne punktu elipsy względem tych osi; ponieważ widocznie 
z= zsinA,, Zz—=YySINA;, 


przeto związek (7), po podstawieniu tych wartości, przechodzi na 


35 s. 3_ %7P :— GF 
(8) py o zk" mik" 


Równanie (8) przedstawia elipsę, któréj dwie średnice sprzężone są wzięte za 
osi spółrzędnych. Jest to oczywiste; albowićm, gdy jeden z wiórzchołków 
trójkąta odniesienia, A,, razem się zeszedł ze środkiem elipsy, to dwa jego 
boki A,A, i A,A, stały się dwiema średnicami sprzężonymi (art. 106). 


: à 1 1 1 ; 
Dajmy następnie, że a = — PEL a= 21 dz = PEI tudzież 


KE. do „BA izi 4% j 
zya + Mh + jj =L gdzie «4, 04, æg OZNACZAJĄ liczby rzeczywiste. Hó- 


wnanie 
(8) fla Ty m) — TE + 274 350 
dy az ag 
będzie wtedy przedstawiało hiperbolę, odniesioną do trójkąta z sobą samym 
sprzężonego. 


Postępując taksamo, jak pićrwćj, znajdziemy, że boki A,A,i AA, 
przecinają krzywą (9), a bok AA, tćj krzywćj nie przecina, tudzież, że śro- 
dek hiperboli i wićrzchołki A,, A leżą w jednym i tym samym polu, gdy 
tymczasem wićrzchołek A, leży w polu, od tamtego różnym. 

Jeżeli środek zejdzie się z jednym z wićrzchołków, z którymi wogóle, 
nie przekraczając krzywćj, zejść się może, t.j. z Ag lub z Ag, np. z Ap, to 
bok A,A, oddali się do nieskończoności i spółrzędna æ, stanie się nieskoń- 
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czoną. Jeżeli więc, pomimo tego, równaniu (9) mają czynić zadość wartości 
skończone na 23 i 2,, to także æ, stać się winno nieskończonym, ale tak, aby 
stosunek -+ był równy liczbie skończonćj 4%. Dwa pozostałe boki AzA, i A,A% 

dą 
będą wtedy dwiema średnicami sprzężonymi, a równanie hiperboli przywie- 


dzie się do 


KARE 1 — 
(10) AE 4668 $i 
Biorąc nakoniec A,A, za OŚ s-ów, a A,A, za OŚ y-ów, i bacząc na to, że 
a, =zsinAy, tą =ysinA,, otrzymamy 


g? y? a, 242 a22 
(11) al, przy e= Ja m A 
jako równanie hiperboli, odniesione do pary średnic sprzężonych, jako osi 
spółrzędnych. 

171. Weźmy pod uwagę jeszcze wszczególności równanie 


(12) tą? +|- z = 70,3; 


nadto załóżmy, że boki A,A, i A,A, trójkąta odniesienia są do siebie pro- 
stopadłe. Aby równanie ogólne (1) przywićść do postaci (12) zapomocą 
przekształcenia linijowego, potrzeba 9 spółczynników przekształcenia poddać 
4 warunkom, mianowicie, ażeby nowe spółczynniki a, @31, © były 0, a az 
równe das. Prostopadłość zaś boków A,Az i AjA; daje jeszcze 5-ty 
związek między spółczynnikami przekształcenia. Sprowadzenie więc równa- 
nia ogólnego (1) do postaci (12) jest zawsze możebne i to nieskończenie wielu 
sposobami. 

Ponieważ «3? +- rg? jest kwadratem odległości punktu na krzywćj od 
wiórzchołka A,, a 2,3 kwadratem odległości tego punktu od boku AzA3, 
więc równanie (12) wyraża znaną własność ogniska A, i kierownicy A,A% 
krzywćj stopnia 2-go. 

Krzywa (12) jest elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy wy- 


rażenie (art. 169) 
1 1 1 
-- dB (zat iz) 


jest dodatne, ujemne, lub =0. 

Ponieważ, z powodu prostopadłości boków A,Az i AjAy4, h4% = s3, 
h= są3 i ponieważ są? + s =s,?, przeto krzywa (12) będzie elipsą, hiper: 
bolą, lub parabolą, według tego, czy wyrażenie 

1 siaa _ 1 


m gaga" .ER — 1, gdyż Msı = 524, 


, 


jest dodatne, ujemne, lub 0, a więc według tego, 


czy e<]1, czy e>1, czytóż e==1: 
Bibl, mat.-fz., 8. IV, T.IV, 13 
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Tego samegó dowiedliśmy w rozdziale X. Skoro z założenia prosta A,A; 

jest prostopadłą do A„A3, a A, jest biegunem prostéj A,As, zaś A; jest bie- 

gunem prostój A,Aą, zatym mamy twierdzenie: biegunowa (A,A, lub A;A3) 

punktu (Az lub Az) na kierownicy (AAs) jest prostopadłą do prostój (A,A; lub 

A,A;), która ten punkt łączy z ogniskiem (As). To twierdzenie udowodniliśmy 

także w rozdziale poprzedzającym. 
172. Krzywa (12) będzie kołem, jeżeli (art. 160) 


dą$3? + 4382? = 0484? F 4453? = 0483? + 44547; 
czyli Q4S3? — a83? F Q3(54? — S) =0, 
Q482? + Qą(51? — 83°) — 382? = 0. 
Te dwa równania dają: 
ty : dą: az =8,?(82? + 847 — 84?) : 832($ą? F 51? — 82?) : 8z?(81? F S2? — 83°) 


s + $s83—5* , 287 Sz? + 54? — są :95 81? + Są? = 


=28, 


25253 28351 28482 
= winA;cosA;, :  ŻsinAącosą, :  2sinAgcosAg 
= sin2A4 $ sin2A, : sin2A3. 
A zatym 
(13) ay?sin2A, + wą?sin2A3 + Lasin? A, =0 


jest równaniem koła, odniesionym do trójkąta z sobą samym sprzężonego. 

173. Na zakończenie tego rozdziału okażemy, że płaszczyzna przecina 
stożek według linii krzywój stopnia 2-90. 

Jakoż, weźmy pod uwagę stożek prosty; niech O będzie jego śro- 
dkiem, a OA, (fig. 45) jego osią. Poprowadźmy przez O dwie proste OA, 
i OA; prostopadłe do siebie 
ido prostéj OA;, i ozna- 
czmy przez 6,, 0z, 6, kąty, 
które z prostopadłą do pła- 
szczyzny AA, czynią 
proste OA,, OA, OA}. Ma- . 
my okazać, że płaszczyzna 
A,A4A; przecina stożek we- 
dług krzywćj stopnia 2-go. 
Niech P będzie punktem 
krzywćj przecięcia. Spuśćmy 
z P prostopadłe PP,, PP», 
PP, na płaszczyzny Aq0A3, 
A;0A;, A;0A; i prostopa- 
dle PQ,, PQ», PQs na boki 
AaAg, AZA,, A,A; trójką- 
ta A;AaAa; oznaczmy nadto 


Fig. 45. PQ =t: PQt PQ;=23, 
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wskutek czego: 
PP, =s2,sinf,, PE = zzysinó, PP; = zysinlą. 
Jeżeli w= / A,0P, to 
. 0P,=PP;tg w; 
a że 0P,;*=PP,? + PP;?, 
jest zatym PP, + PP; — PP, 'tg*o =0. 
Podstawiając w tym równaniu powyższe wartości za PP,, PP}, PP;, otrzy: 
mamy 
«4?sin26 + ©?sin20; — x, ?sin?0,tgż0 = 0. 
A zatym krzywa, według którój płaszczyzna A;A-A; przecina stożek, jest 


krzywą stopnia 2-go. Z tego powodu krzywe stopnia 2-go zowią się pospo- 
licie przecięciami stożkowymi. 


ĆWICZENIA. 


(133). Znalóść spółrzędne środka krzywój, danćj przez równanie 
QTątz + aąT3T4 + agtt, = 0. 

(134). Znaléść spółrzędne środka krzywéj, danéj przez równanie 

1 1 1 
(a2) T + (aqtą)7 + (azt) T = 0. 

(135). Sprowadzić równanie stycznéj do krzywćj, danéj przez równanie 
ayTyTg + aąTgry -+ agzytą =0, w punkcie (2x4, 1/4, 2'3) — do postaci 


4417 atz a a A E 
CARA a 


(136). Znaléść równanie stycznéj do krzywéj ayzzą +- aąrzzy + atiz = 0, 
równoległój do boku A,A% trójkąta odniesienia, i równanie cięciwy styczności, 

(137). Znaléść równania normalnych do krzywéj aŭta -+ aądgzy + agtt, =0 
w wićrzchołkach trójkąta odniesienia i SEE, że te normalne przecinają się w je- 


dnym punkcie, jeżeli s (a? — a3?) + = (03 — a?) +7 > (a? —a})=0. 


(138). Jeżeli R oznacza proiit. kola EES na trójkącie odniesienia, 
a p promień koła, względem którego trójkąt odniesienia jest z sobą samym sprzężo- 
ny, okazać, że p? -+ 4R?cosA; cosA, cosAz = 0. 

(139). Dowióść, że miejsce środka krzywćj wpisanćj w trójkąt i przechodzą- 
cój przez punkt dany, jest krzywą stopnia 2-go. Jakie powinno być położenie da- 
nego punktu względem trójkąta, aby miejsce środka było kołem, jak również, aby 
to miejsce było hiperbolą równoboczną. 

(140). Jeżeli trójkąt jest z sobą samym sprzężony względem szeregu sA 
wych stopnia 2-go, przechodzących przez punkt stały, to ich środki leżą na krzywćjy 
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opisanój na tym trójkącie. Wyznaczyć położenie punktu stałego tak, aby miejsce 
było kołem. 

(141). Punkt porusza się po stałćj prostój; znalóść miejsce przecięcia się jego 
biegunowych względem dwu danych krzywych stopnia 2-go. 

(142). Znalóść równanie pary stycznych do krzywćj stopnia 2-go w punktach, 
w których tę krzywą przecina bok z, =0 trójkąta odniesienia, 

(143). Znalóść równanie krzywćj stopnia 2-go, do którćj każda z pięciu pro- 
stych zi =0, z =0, z 0) Zir, + Zata + Zary =0 i Mri + krą + Aata = 0 jest 
styczną. 

(144). Znalóść równanie krzywćj stopnia 2-go, wpisanćj w trójkąt tak, że 
środki jego boków są punktami styczności. 

(145). Okazać, że prosta zı + z+ z =0 jest styczną spólną do trzech 
krzywych 2,2 = 4tątg, 13? = ftat]; 13? = 4ry77. 

(146). Przez punkt dany (2';, 2'2, z'a) prowadzimy trzy krzywe stopnia 2-go 
tak, aby do każdój z nich dwa odpowiednie boki trójkąta odniesienia były stycznymi 
w punktach przecięcia się z pozostałym jego bokiem: okazać, że styczna do którćjko|- 
wiek z tych trzech krzywych w punkcie danym tworzy pęk harmoniczny z prostymi, 
które go łączą z wićrzchołkami trójkąta. 

(147). Jeżeli AjA',, AzA'z, AzA'; są trzema przekątnymi czworoboku zupeł- 
nego i jeżeli te przekątne przecinają się po dwie w punktach aj, aa, az, to trójkąt 
ayagaą jest z sobą samym sprzężony względem trzech krzywych stopnia 2-go, prze- 
chodzących odpowiednio przez 4 punkty A, A>, Ag, A's; Ag, Az, A, A An A'i 
Ag, Ah. 

(148). Znalóść średnicę krzywój azı? + az? + agx43 = 0 sprzężoną z kie- 
runkiem, który z kierunkami AA, AJA,, A,A2 boków trójkąta odniesienia czyni 
kąty Yı, Ta; fa, dla których siny, X, siny, =, sinqz = Àg. 

(149). Znalóść równanie stycznych do krzywój az? + amx? + am? =0, 
których cięciwą styczności jest prosta %,2, 4- %yc; + %3x3 =0. 
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ROZDZIAŁ XLI. 
O UKŁADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO. 


PĘK I SZEREG LINIJ STOPNIA 2-GO. 


173. Równanie ogólne linii krzywćj stopnia 2-go, czyto we spółrzę- 
dnych punktu (Descartes'a, lub trójkątnych), czytéż we spółrzędnych linii 
prostćj (Pliicker'a, lub trójkątnych) zawićra w sobie sześć wyrazów, a więc 
i sześć spółczynników. Położenie i rodzaj tćj linii zależy jedynie od wartości 
pięciu stosunków między tymi spółczynnikami; albowićm jéj równanie nie 
zmieni się, gdy wszystkie spółczynniki zmienimy w tym samym stosunku, 
a więc gdy wszystkie wyrazy przez jeden spółczynnik podzielimy. Stąd wy- 
pada, że zawsze istnieje jedyna krzywa stopnia 2-go, przechodząca przęz pięć pun- 
któw danych, albo styczna do pięciu prostych danych. 

Jakoż, wyrażając, że krzywa 


(1) ant? + aney + azy? + 20440 + Zazzy + aj = 0 


przechodzi przez każdy z pięciu punktów (x, y1), (£2, Va), (£3, Ys), (Ea Va); 
(wz, Ys), mamy pięć równań warunkowych: 


at? F 20209, + dzy? + 20430, + 2023, + Aga 0, 
Ay T3? + Zay205Y5 + dązy5? F Zay3T5 + 2a23Ys + 033 =0, 
które dają — mówiąc wogólności — jeden tylko układ wartości na stosunki 


ii i dizio: Qyg! zg: 33. Podstawiając te wartości w równanie (1) otrzy- 
mamy 


(2) 2 „wy ,Y?, 2 „y „,1|=0, 
L EA ANDAA, l 


|L? , Wsys , Ys? s Ds, Ys, 1 


jako równanie linii krzywéj stopnia 2-go, przechodzącéj przez pięć punktów 
danych. Ponieważ prosta ina liniją krzywą stopnia 2-go tylko w dwu 
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punktach, przeto równanie (2) nie przedstawia krzywój właściwćj, jeżeli 
z pięciu danych punktów więcćj niż dwa leżą na jednćj prostćj. Tak np., je- 
żeliby trzy leżały na jednćj prostćj, to ta prosta razem z prostą, przechodzącą 
przez dwa pozostałe punkty, tworzyłaby jedyną liniją stopnia 2-go, przez 
pięć tych punktów przeprowadzić się dającą. Taksamo można dowićść, że 
istnieje tylko jedna krzywa stopnia 2-go, styczna do pięciu danych prostych. 
Atoli, jeżeli ta krzywa ma być krzywą właściwą, to przez jeden punkt nie mo- 
że przechodzić więcćj niż dwie z tych prostych; albowićm z jednego punktu 
można do krzywćj stopnia 2-go wyprowadzić tylko dwie styczne. Jeżeliby 
więc np. trzy proste przecinały się w jednym punkcie, to ten punkt wraz 
z punktem przecięcia się dwu pozostałych prostych tworzyłby parę punktów, 
jako jedyną liniją klasy 2-6j, styczną do pięciu danych prostych. 

174. Dwie krzywe stopnia 2-go przecinają się — mówiąc wogólności — 
w cztórech punktach. Albowićm równania tych dwu krzywych, uważając w nich 
spółrzędne bieżące æ iy jako niewiadome, posiadają cztóry spólne rozwiąza- 
nia. — Taksamo dwie krzywe stopnia 2-go posiadają — mówiąc wogólności — 
cztéry styczne spólne. — Stąd wynika, że istnieje nieskończenie wiele krzywych 
stopnia 2-go, przechodzących przez cztóry punkty, spólne dwu danym krzywym sto- 
pnia 2-go, jak również nieskończenie wiele krzywych stopnia 2-go, do których są sty- 
cznymi cztćry proste, styczne spólne do dwu danych krzywych stopnia 2-go. 

Niech 
(3) J=0 1 g=0 
będą równaniami dwu danych krzywych stopnia 2-go we spółrzędnych punktu, 
lub we spółrzędnych linii prostój, i oznaczmy przez A liczbę stałą lecz nie- 
oznaczoną; równanie 
(4) f+AXg=0 
przedstawia wtedy jakąkolwiek krzywą stopnia 2-go, która przechodzi przez 
punkty spólne dwu danym krzywym (lub do którćj odpowiednio są styczny- 
mi styczne spólne do tychże dwu krzywych). Jakoż, równaniu (4) czynią za- ` 
dość wszystkie cztéry układy wartości na spółrzędne, które jednocześnie czy- 
nią zadość obu równaniom (3); a zatym krzywa (4) przechodzi przez punkty 
spólne krzywym (3) [do krzywćj (4) są stycznymi styczne spólne do krzy- 
wych (3)|. Na A zaś można odnalóść zawsze taką wartość, przy którćj ró- 
wnanie (4) przedstawiałoby krzywą, przechodzącą przez dowolny piąty punkt, 
na krzywych (3) nie leżący [styczną do jakićjkolwiek piątéj prostćj, nie sty- 
cznćj do obu krzywych (3)|. Albowióm, jeżeli oznaczymy przez /'iyg' war- 
tości funkcyj fi g, po podstawieniu w nich za spółrzędne bieżące spółrzę- 
dnych punktu piątego (lub piątćj prostćj), mićć będziemy 


f! + hg'==0, skąd =i 


A zatym równanie (4) z liczbą nieoznaczoną à przedstawia jakąkolwiek krzy- 
wą stopnia 2-go, przechodzącą przez cztóry punkty spólne dwu danym krzy- 
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wym (3) (lub odpowiednio styczną do cztćrech stycznych spólnych do tychże 
krzywych). 

Zbiór linij krzywych stopnia 2-go, które przechodzą przez cztéry punkty 
spólne dwu danym krzywym stopnia 2-go, nazwiemy pękiem linij krzy- 
wych stopnia 2-go, a te cztćry punkty wićrzchołkami pęku. Zbiór zaś 
linij krzywych stopnia 2-go, stycznych do cztćrech stycznych spólnych do dwu 
danych krzywych stopnia 2-go, nazwiemy szeregiem linij krzywych stopnia 
2-go, a te cztćry styczne podstawami szeregu. Według tego okrćślenia, 
równanie (4) z liczbą nieoznaczoną X przedstawiać będzie wszelkie krzywe 
jednego pęku lub jednego szeregu, według tego, czy to równanie jest wyra- 
żone we spółrzędnych punktu, czytćż we spółrzędnych linii prostćj. 

175. W jednym pęku stopnia 2-go znajdują się — mówiąc wogólności — trzy 
pary prostych. 

Jakoż, niech będzie 


(5) f= ZY Ziz 0), g= Y Ybativ = 
równanie 
(6) TE MI=ZX(au + dba) tite = 0 


przedstawia parę prostych, jeżeli wyróżnik wielomianu f +- hg jest równy 0, 
t. j. jeżeli liczba A jest pierwiastkiem równania stopnia 3-go 


(7) A(A)=| a + AD » tia + da ; Gia + Aby |=0. 
Ş da, + Aba, , az + Abaz » ąz + Abas 
| dzy + Abai 3 Gaa + Abaz , dga + Abas 


Równanie (7) posiada trzy pierwiastki; istnieją przeto trzy pary prostych 
w pęku stopnia 2-go. 

Trzy punkty przecięcia się prostych każdćj z tych trzech par są po dwa sprzężo- 
ne względem każdćj krzywćj pęku, a więc te trzy punkty są wićrzchołkami trój- 
kąta z sobą samym sprzężonego względem każdćj krzywćj pęku. 

Jakoż, oznaczając przez X' i X" dwa różne od siebie pierwiastki równa- 
nia (7), a przez (w, a, 2'4) i (2'i a, 2'3) spółrzędne punktów, w których 
się przecinają pary prostych, odpowiadające tym dwu pierwiastkom, i rozu- 
miejąc przez fp Jo Ja i 94,93,94 połowy pochodnych cząstkowych funkcyj 
fig względem ay, £o tj, a przez fyf':-;Ty J'u Wartości tych pocho- 
dnych, odpowiadające wartościom 2,=2/,...,%y =€'y..., MÉG będziemy 
(art. 80) 


Ju +ŁALZ0 f'a +XA=0, f'a + Ng's = 0, 

S'a ŁA 1 =0, f'a +A" 20, F's t M'g", =0. 
Pomnóżmy trzy piérwsze równania odpowiednio przez œ", £', z”, i dodajmy 
do siebie iloczyny; otrzymamy 


Tfu H aSa + eS + NCK + taga + a" 9'3) =0, 
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lub 

gi H'a" Ho's +A" + wagą dB t'39'3)==0. 
'Taksamo trzy ostatnie równania, gdy je pomnożymy odpowiednio przez 
Wy, a, a' 1 iloczyny do siebie dodamy, dadzą 


Wąf' 4 H Laf" + Laf" ŁA (Wg i H Lag" + Lag" y= 0. 
Odejmując zaś od siebie te dwa równania, otrzymujemy 
(W —WY (Gi + ag'a + rag") =O; 

czyli 

aag" + Wag" 2 + Wag" 3 =0, 
gdyż, z założenia, X' —h" jest różne od 0; jest więc także 

a'f" + saf" H2S" =0. 
A zatym, mamy także, przy wszelkićj wartości na 4, 


aif" + Taj" 2 ++ af" + KW 49 H aag" + a'g") =0, czyli 
aa ŁAD" + Laa H Ag") + La'a + Ag'3) =0, 


co dowodzi, że dwa punkty (x, w, 2'3) i (14, S'a, ©'3) są punktami sprzę- 
żonymi względem każdćj linii pęku (6). Trzy więc punkty, w których się 
przecinają trzy pary prostych, należące do tego pęku, są wićrzchołkami trój- 
kąta z sobą samym sprzężonego względem każdćj linii pęku. 

Wynika to także bespośrednio z własności harmonicznych czworoboku 
zupełnego. Jakoż, oznaczmy przez Px, Ps, P;, Po (fig. 25 w art. 89) cztóry 
wićrzchołki pęku (6), przedłażmy w czworoboku P;P„P,P, pary boków prze- 
ciwległych PPs, PoP, i PaPe, P;P; aż do przecięcia się tychże odpowiednio 
w punktach P, i Ps i poprowadźmy przekątne P,P,, P;P,, które się przeci- 
nają w punkcie Py: punkty P,, Ps, P, są wićrzchołkami trójkąta z sobą sa- 
mym sprzężonego względem każdćj linii stopnia 2-go, przechodzącćj przez 
cztéry punkty Pa, Ps, Pr, Po, a więc względem każdój linii stopnia 2-go je- 
dnego pęku, mającego te cztóćry punkty za wićrzchołki. Do tego pęku należą 
także trzy pary prostych: PPs, P,P,; PaPe, P,P;; P.P;, P;P,, przecinające 
się odpowiednio w P}, Ps, Po. 

Stosując te wypadki do układu spółrzędnych linii prostćj, otrzymamy 
twierdzenie następujące: w każdym szeregu linij stopnia 2-go znajdują się trzy 
pary punktów; proste, łączące punkty każdćj z tych trzech par, są bokami trójkąta 
z sobą samym sprzężonego względem każdćj linii szeregu. 

176. Oznaczmy przez A i B wyróżniki wielomianów /ig, t.j. 


(8) AZLEE titat; BZZŁEAK,dząbzz, 
oraz 


(9) 


8 = LE b 12033 + ZE a, bągdzz + BE a, y0>ąDga, 
O'= DE aybzydzz + EED, aządzz + LE byydazdgą; 
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natenczas równanie (7) przywiedzie się do 
(10) 1)=A + 0X + 0% -+ BX =0. 


Spółczynniki tego równania są niezmiennikami względem wszelkiego prze- 
kształcenia linijowego. Co do spółczynników A i B, jest to widoczna (art. 
74). Ażeby okazać, że także spółczynniki © i ©' są niezmiennikami, uważmy, 
że równanie (10) wyznacza te wartości na A, przy których równanie /+-Xg=0 
przedstawia dwie proste. Jeżeli więc wielomiany fig wskutek przekształ- 
cenia linijowego o module L przejdą odpowiednio na F i G, to wówczas równa- 
nie /+-hg=0 przejdzie na F +-AG6=0, a to ostatnie równanie będzie 
przedstawiało dwie proste przy tychże samych wartościach na A. Stąd wy- 
nika, że równanie stopnia 3-go, powstałe z przyrównania do zera wyróżnika 
wielomianu F + XG, powinno posiadać też same pierwiastki, co równanie 
(10). A zatym, jeżeli 
A, + 0,4 + 0',33 + BNS = 


jest tym równaniem, to 


A, 8, _8, By, 


A"IB. ZW DB 


A że (art. 74) 4 = L, przeto także ©, =L?0 i 0' =L=6'. Spół- 


czynniki © i©' są więc niezmiennikami. Te niezmienniki nazywamy nie- 
zmiennikami spólnymi wielomianów f ig, albo téż niezmiennikami 
pęku f+ìg=0. 

Znaczenie gieometryczne niezmienników © i ©' wynika z następujących 
uwag. 

Odnieśmy równanie krzywój /=0 do jakiegokolwiek trójkąta z sobą 
samym sprzężonego względem tćj krzywćj, wtedy 


JEt? + yt? + agt = 


wskutek czego, według pićrwszego wzoru (9), 


% GABINET MATEMATYCZNY 


Towarzystwa Naukowego warszawskieg 
0 = ldgbiy -|- dgl bzg + QyQzdzz. 


A zatym © 0, jeżeli by, =0, ba =0, bąą=0, t.j. jeżeli równanie krzy- 
wéj g=0 ma postać: 


J=DTztz + batat, + batita = 0, 


a więc, jeżeli krzywa g=0 jest opisana na tym trójkącie odniesienia. A za- 
tym: miezmiennik © ma wartość 0, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzężony względem 
krzywćj f=0 jest wpisany w krzywą g=0. Taksamo można dowićść, że nie- 
zmiennik ©' ma wartość O, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzężony względem krzy- 
wej g=0 jest wpisany w krzywą f=0. 

Przyjmijmy trójkąt z sobą samym sprzężony względem g=0 jako 
trójkąt odniesienia; wtedy 
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9=b2,? + bat? + bata? =0, 
a przeto 
8 = Abi + Arb + Agg0z, 


gdzie A,,, Aga, Ass oznaczają ilości dołączone do elementów aji, dzą, 433 Wy- 
znacznika, przedstawiającego wyróżnik A. Stąd czytamy, że będzie tćż 0 —0, 
jeżeli A, =0, Azq=0, Azą=0, a więc (art. 166) jeżeli krzywa /=0 jest 
wpisana w trójkąt odniesienia. A zatym: niezmiennik © jest równy 0, jeżeli 
trójkąt z sobą samym sprzężony względem krzywćj g=0 jest opisany na krzywćj 
J/=0, i taksamo: niezmiennik ©' jest równy 0, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzę- 
żony względem krzywćj f =0 jest opisany na krzywćj g—=0. 

177. W artykule 174 okazaliśmy, że dwie linije stopnia 2-go przeci- 
nają się w cztórech punktach. Rozbiór równania (10) pokaże, kiedy te pun- 
kty przecięcia są rzeczywiste, a kiedy urojone. 

Uważmy naprzód, że pierwiastki równania (10) są wszystkie trzy rze- 
czywiste, lubtóż dwa zespolone, według tego, czy wyrażenie 
(11) 020'2 -+ 18A.B60' — 27A2B2 — 4A 0"? — 4BO3 


jest ujemne, czytćż dodatne. W pićrwszym przypadku wszystkie trzy wićrz- 
chołki trójkąta z sobą samym sprzężonego względem obu krzywych f=0 
ig=0 są punktami rzeczywistymi, a więc i sam trójkąt jest rzeczywisty; 
w drugim zaś przypadku tylko jeden wićrzchołek tego trójkąta jest rzeczywi- 
sty, a dwa pozostałe są punktami urojonymi sprzężonymi, a więc ten trój- 
kąt posiada tylko jeden wićrzchołek i jeden bok (przeciwległy temu wićrz- 
chołkowi, art. 83) rzeczywisty. 

a. Przypuśćmy naprzód, że ma miejsce przypadek piórwszy. Biorąc 
trójkąt z sobą samym sprzężony względem obu krzywych f=0 i g=0, 
w tym przypadku rzeczywisty, za trójkąt odniesienia, mićć będziemy równą- 
nia tych krzywych w postaciach: 

J=q24? + gt? + a= i g=bye,* + bat? + bar? = 0, 
a zatym równanie (10) sprowadzi się do 


(a, + Abi) (02 + àb) (az + A) =0. 
Ponieważ pierwiastki p równania Są 


a ba” bs 
więc równania trzech par prostych należących do pęku / + àg = 0, czyli 
przechodzących przez cztćry punkty przecięcia się krzywych /=0 i g=0, będą: 
bf—ag=0, baf —aqg=0, b;f—azg=0, czyli 
Wyda — a4b2) 743 — (b30, — a4b,) 1743 =0, 
(baz — aby) L3? — (bitz — aba) 2,3 =0, 
(bya — agd, ) ©,? — (braz — a4bs) 143 =0. 
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Jeżeli wszystkie trzy wyznaczniki 
bądz — aby, daly — Aybi, bida — aiba 


są dodatne lub ujemne, to wówczas wszystkie trzy pary prostych, należące do 
peku f + hg =0, są rzeczywiste, a więc i punkty, w których proste jednćj 
pary przecinają proste którćjkolwiek z dwu pozostałych par, czyli eztóry pun- 
kty przecięcia się krzywych /=0 i y=0, są również rzeczywiste, — Jeżeli 
zaś dwa z tych wyznaczników są dodatne lub ujemne, a trzeci jest odpowie- 
dnio ujemny lub dodatny, to tylko proste jednćj pary są rzeczywiste, gdy 
tymczasem każda z dwu pozostałych par jest złożona z prostych urojonych 
z sobą sprzężonych. Ponieważ proste dwu ostatnich par przecinają się 
w cztćrech punktach urojonych, więc w tym przypadku dwie krzywe /=0 
i g=0 przecinają się w cztórech punktach urojonych i po dwa sprzężonych, 
albowićm przez te punkty przecięcia przechodzi jedna para prostych rzeczy- 
wistych. 

b. Weźmy teraz pod uwagę drugi przypadek, t. j. kiedy trójkąt z sobą 
samym sprzężony względem obu krzywych f/=0 i g=0 posiada tylko jeden 
wićrzchołek i jeden bok (przeciwległy temu wićrzchołkowi) rzeczywisty. 
Dwie pary prostych, które odpowiadają dwu pierwiastkom równania (10) 
zespolonym sprzężonym, są urojone i takie, że proste jednéj pary są sprzężone 
z prostymi drugićj pary. A więc, jeżeli 


D,+D,V—1=0 i D'+D'[/—1=0 
są równaniami prostych jednój z tych dwu par, to 
D,—D;[//-1=0 i D—D'//—1=0 


są równaniami prostych drugićj pary. Ponieważ proste urojone sprzężone 
przecinają się w punktach rzeczywistych, więc w tym przypadku z cztórech 
punktów, w których się przecinają proste tych dwu par, a więc i krzywe /=0 
i g=0, dwa są rzeczywiste a dwa urojone sprzężone. (Trzecia para prostych 
jest widocznie rzeczywistą.) 

Wypadek tych badań można tak streścić: 

Dwie krzywe stopnia 2-go przecinają się w cztórech punktach. Jeżeli trójkąt 
z sobą samym sprzężony względem obu krzywych jest rzeczywisty, to te punkty są 
albo wszystkie rzeczywiste, albo wszystkie urojone i po dwa sprzężone. Jeżeli zaś 
tylko jeden wićrzchołek i jeden bok tego trójkąta są rzeczywiste, to dwa punkty prze- 
cięcia się krzywych są rzeczywiste, a inne dwa urojone sprzężone. 

Stosując poprzedzające wypadki do układu spółrzędnych linii prostćj, 
mamy twierdzenie analogiczne: 

Dwie krzywe stopnia 2-go posiadają cztóry styczne spólme. Jeżeli trójkąt 
z sobą samym sprzężony względem obu krzywych jest rzeczywisty, to te styczne są 
albo wszystkie rzeczywiste, albo wszystkie urojone i po dwie sprzężone. Jeżeli zaś 
w tym trójkącie tylko jeden bok i jeden wićrzchołek (przeciwległy temu bokowi) 
są rzeczywiste, to dwie styczne są rzeczywiste, a inne dwie są urojone sprzężone. 
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Jeżeli wyrażenie (11) jest ==0, to dwa pierwiastki równania (10) są so- 
bie równe, a zatym z trzech par prostych pęku / + ìàg=0 dwie zejdą się ra- 
zem. To dowodzi, że dwie krzywe f=0 i g=0 są w tym przypadku do sie- 
bie styczne w jednym punkcie. Jeżeli P jest tym punktem styczności, a P' 
iP" są dwoma pozostałymi punktami przecięcia się krzywych f=0ig=0 
(rzeczywistymi, lub urojonymi sprzężonymi), to spólna styczna w P i prosta 
P'P" tworzą jednę parę, a proste P'P i P'P drugą parę. Ta druga para 
jest parą podwójnych prostych. 

178.  Biegunowa jakiegokolwiek punktu P (ty, z, ts) względem każdćj linii 
stopnia 2-go jednego peku f + kg =0 przechodzi przez punkt stały p. Albowióm 
przy nieoznaczonćj wartości liczby X, równanie 


RA + zg) + KXa(fa sf gs) + Xalfa + Aga) =0 


przedstawia prostą, przechodzącą przez punkt, w którym się przecinają dwie 
prostę 


XJ + Xf +X/=0 i X, + Xa: + Xaa = 0, 


t. j. biegunowe punktu P względem krzywéj f=0 i g=0. Stąd wynika za- 
razem, że punkty P i p są punktami sprzężonymi względem każdćj Unii pęku 
J+ hg =0, awięc, że, nawzajem, biegunowe punktu p przechodzą przez punkt R. 

Podług zasady dwoistości, twierdzeniu temu odpowiada następujące: 
bieguny prostéj D względem wszystkich linij stopnia 2-go jednego szeregu, leżą na 
prostćj stałćj d. Proste Did są prostymi sprzężonymi względem każdćj linii sze- 
regu, a więc i bieguny prostćj d leżą na prostéj D. 

Prosta, łącząca punkty P i p, przecina wszelkie krzywe pęku w parach 
punktów harmonicznie sprzężonych z parami punktów P i p. Podobnie, pary 
stycznych, wyprowadzone z punktu przecięcia się prostych D i d do wszyst- 
kich krzywych szeregu, są harmonicznie sprzężone względem pary prostych 
Did. A zatym: każda prosta przecina krzywe pęku w parach punktów, tworzą- 
cych inwolucyją. Odpowiednio: pary stycznych, wyprowadzone z każdego punktu 
do krzywych szeregu, tworzą inwolucyją, 

Z równania biegunowych punktu P względem krzywych pęku wypada 
twierdzenie: pęki promieni z Pi, Pa, pą,..., utworzone przez biegunowe punktów 
P,, Pa, P;,... względem krzywych peku krzywych stopnia 2-go, są pękami jedno- 
króślnymi, a w tych pękach promieniami odpowiednimi sobie są biegunowe punktów 
P,, Pa, Py,..., wzięte względem téj saméj krzywćj pęku. Odpowiednio: szeregi 
punktów na dı, dz, dz,..., utworzone przez bieguny prostych D;, Dy, D;,... 
względem wszystkich krzywych szeregu krzywych stopnia 2-go, są szeregami jedno- 
króślnymi, a w tych szeregach punktami odpowiednimi są bieguny prostych D,, Da, 
D;,..., wzięte względem téj saméj krzywćj szeregu. 

Wiemy, że biegunem prostćj D względem krzywćj pęku jest punkt 
przecięcia się biegunowych dwu którychkolwiek punktów P, i P, tój prostój 
względem tój krzywćj, t. j. punkt przecięcia się odpowiednich promieni dwu 
pęków jednokróślnych, wychodzących z punktów p, i 7a, sprzężonych z pun- 
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ktami P, i P, względem téj krzywćj. Nadto (art. 51) promienie odpowiednie 
dwu pęków jednokrćślnych przecinają się na jednéj krzywćj stopnia 2-go, 
która przechodzi jednocześnie przez wićrzchołki tych pęków. Mamy zatym 
twierdzenie: bieguny prostój dowolnćj D względem wszelkich krzywych pęku leżą 
na jednéj krzywćj stopnia 2-go, która zarazem jest miejscem punktów, sprzężonych 
z punktami prostéj D względem wszelkich krzywych tegoż pęku. Odpowiednio: 
biegunowe punktu dowolnego P względem wszelkich krzywych szeregu obwodzą jednę 
liniją krzywą stopnia 2-go, która jest zarazem obwiednią wszystkich prostych, sprzę- 
źonych z prostymi, wychodzącymi z P względem wszelkich krzywych tegoż szeregu. 

Punktowi przecięcia się prostćj D z bokiem A+A; trójkąta bieguno- 
wego (z sobą samym sprzężonego), spólnego krzywym jednego pęku, jest odpo- 
wiedni wićrzchołek przeciwległy A,. Stąd: linija stopnia 2-go, na którćj leżą 
bieguny prostćój D względem krzywych jednego pęku i zarazem punkty sprzężone 
z punktami téj prostćj, jest opisana na trójkącie biegunowym pęku. Odpowie- 
dnio: linija krzywa stopnia 2-go, którą obwodzą biegunowe punktu względem krzys 
wych jednego szeregu i zarazem proste, sprzężone z prostymi, wychodzącymi z P, 
Jest wpisana w trójkąt biegunowy szeregu. 

Jeżeli prosta D przechodzi przez wićrzchołek, np. A, trójkąta biegu- 
nowego pęku, to wówczas wszystkie promienie pęku, utworzonego przez bie- 
gunowe punktu A, tćj prostćj, schodzą się razem z bokiem przeciwległym 
AA, trójkąta biegunowego. A zatym: bieguny prostćj, przechodzącćj przez je= 
den wićrzchołek trójkąta biegunowego pęku krzywych stopnia 2-go, leżą na boku przeż 
ciwległym tegoż trójkąta. Odpowiednio: biegunowe punktu, leżącego na jednym 
boku trójkąta biegunowego szeregu krzywych stopnia 2-go, przechodzą przez wićrzcho* 
tek przeciwległy tegoż trójkąta. 

Aby się dowiedzićć, gdzie leżą punkty, które są odpowiednie punktom 
prostćj D, przechodzącćj przez A,, uważmy, że biegunowe szeregu punktów 
na D względem /=0ig=0 tworzą dwa pęki promieni jednokróślne, któ- 
rych wićrzchołki leżą na boku przeciwległym AzA; trójkąta biegunowego, 
spólnego tym dwu krzywym. Ponieważ AA, jest biegunową punktu A; 
względem /=0 i g=0, więc dwa promienie odpowiednie tych dwu pę- 
ków jednokróślnych zejdą się razem z bokiem AA; Te zatym dwa pęki 
promieni są perspektywiczne, a przeto punkty przecięcia się pozostałych par 
odpowiednich promieni, t. j. punkty sprzężone z punktami prostćj D wzglę- 
dem /=0 i g=0, a więc i względem g=/ + g= 0, leżą na innćj prostćj 
D', przechodzącćj przez punkt A; (gdyż punkt A; jest sprzężony z punktem 
przecięcia się prostych D i AŁA;). A zatym: punkty, sprzężone z punktami pro- 
stój D, przechodzącćj przez jeden z wićrzchołków trójkąta biegunowego peku, wzglę- 
dem wszystkich krzywych stopnia 2-go tego peku, leżą na innéj prostéj D', przecho- 
dzącćj przez tenże wićrzchołek trójkąta biegunowego. Odpowiednio: promienie, 
sprzężone z promieniami peku, którego wićrzchołek P leży na jednym z boków trój- 
kąta biegunowego szeregu, względem wszystkich krzywych stopnia 2-go tego szeregu, 
są promieniami drugiego peku, którego wićrzchołek P' leży na tymże boku trójkąta 
biegunowego. 
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W tym więc przypadku, linija stopnia 2-go, na którćj leżą punkty sprzężone 
z punktami prostój D względem krzywych peku, składa się z prostych D' i AzA;: 
na D' leżą punkty sprzężone ze wszystkimi punktami prostój D, prócz tego, który 
schodzi się razem z punktem A;, gdyż z nim są sprzężone wszystkie punkty prostój 
A,A,. Odpowiednio: linija stopnia 2-go, którą obwodzą proste sprzężone z pro- 
stymi, wychodzącymi z P, względem krzywych szeregu, składa się z dwu punktów 
P'i A;; przez punkt P' przechodzą proste sprzężone ze wszystkimi prostymi, wy- 
chodzącymi z P, prócz téj, która się schodzi razem z prostą AzA;, gdyż z nią są 
sprzężone wszystkie proste, przechodzące przez Ai. 

Ponieważ środki krzywych stopnia 2-go jednego pęku, lub jednego sze- 
regu, są biegunami prostój w nieskończoności, zatym: środki krzywych stopnia 
2-go pęku leżą na krzywćj stopnia 2-go, opisanćj na trójkącie biegunowym peku. 
Odpowiednio: środki krzywych stopnia 2-go szeregu leżą na jednój prostćj. 

Nakoniec: średnice krzywych stopnia 2-go pęku, sprzężone z pewnym kierun- 
kiem, przechodzą przez jeden punkt. Odpowiednio: średnice krzywych stopnia 2-go 
szeregu obwodzą liniją stopnia 2-go. 

179. Możemy jeszcze udowodnić wiele innych twierdzeń, odnoszących 
się do pęku, lub szeregu krzywych stopnia 2-go, przyjmując, że jedna lub obie 
krzywe f=0 i g=0, wyznaczające pęk, lub szereg, roskładają się na parę 
prostych, lub odpowiednio na parę punktów. 


Niech 
Ag = D,D;; 
wówczas mićć będziemy równanie 
f+ D,D: = 0; 


które przedstawia krzywą stopnia 2-go, przechodzącą przez cztóry punkty: 
P,, P' i P}, P", w których krzywą /—=0 przecinają proste D, =0 i D,=0. 
Jeżeli punkt P, schodzi się razem z P,a P' z P", t.j. jeżeli prosta D,=0 
schodzi się razem z prostą D,=0, to wtedy miéć będziemy równanie 
f+D:=0, 
przedstawiające krzywą stopnia 2-go, która dotyka krzywój /=0 w dwu 
punktach P i P', w których tę krzywą przecina prosta D=0. Prosta D 
jest cięciwą styczności krzywych /=0 i / ++ D?=0, stycznych dwukrotnie. 
Weźmy pod uwagę dwie krzywe stopnia 2-go, które z krzywą stopnia 

2-go f=0 są styczne dwukrotnie. Równania tych dwu krzywych są: 

f+D,2=0 i f+D2=0. 
Odejmując je od siebie, mamy 

D,? zz D,? = 0; 

czyli 

D,—D=0 i D,++D,=6, 
równania pary spólnych cięciw dwu krzywych uważanych. Z postaci tych 
równań widzimy, że te cięciwy są harmonicznie sprzężone z parą cięciw sty- 
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czności D,=0i D,=0. A zatym: jeżeli dwie krzywe stopnia 2-go, są styczne 
dwukrotnie do trzecićj krzywćj stopnia 2-go, to wówczas dwie cięciwy styczności tych 
dwu krzywych z trzecią i jedna z trzech par spólnych cięciw tychże dwu krzywych 
przechodzą przez jeden punkt i tworzą pęk harmoniczny cztórech promieni. 

Niech będą teraz dane trzy krzywe stopnia 2-go, 


f+D?’=0, /+D3=0, /+D;*=0, 


styczne dwukrotnie do czwartćj krzywćj stopnia 2-go /=0. Odejmując od 
siebie każde dwa z tych równań, mamy 


D;3 —D;3=0, D—D,=0, D,2—D,}=0, 
czyli 
D£ D;==0, D;:ED; +0, DAD., 
Stąd widoczna, że każde trzy cięciwy 


D.—D;=0, D;—D;=0, D,—D;=0; D,+D,=0, D,+D,=0, D,—D;=0; 
D;+D;=0, D;—D,=0, D+,+D;=0; D;—D;=0, D,+-D,=0, D,+D,;=0 


przechodzą przez jeden punkt. A zatym: jeżeli trzy krzywe stopnia 2-go są 
styczne dwukrotnie do czwartćj krzywćj stopnia 2-go, to sześć cięciw spólnych każdćj 
pary krzywych przechodzą po trzy przez jeden punkt. 


UKŁAD KRZYWYCH STOPNIA 2-60 DWUWIERZCHOŁKOWY I DWUPODSTAWOWY. 


180. Jeżeli w równaniu 
(1) f+ DD,=0 


za D; będziemy podstawiali coraz inne wyrażenia stopnia 1-go względemi 
spółrzędnych punktu, to otrzymamy coraz inną krzywą stopnia 2-go. Wszyst- 
kie te krzywe przechodzić będą przez te same dwa punkty, mianowicie przez 
punkty, w których prosta D=0 przecina krzywą J=0. Zbiór tych wszyst 
kich krzywych nazwiemy układem dwuwićrzchołkowym krzywych 
stopnia 2-go; prosta D=0, przechodząca przez oba wićrzchołki układu, zo: 
wie się osią układu. Dwie krzywe układu dwuwićrzchołkowego przecinają 
się nadto w dwu innych punktach; prosta, łącząca te dwa punkty, zowie się 
osią drugą tych dwu krzywych. Podobnie, jeżeli F=0 jest równaniem 
stopnia 2-go względem spółrzędnych linii prostéj, a P=0 i P;=0 są równa: 
niami dwu punktów, to równanie 


F + BEZ, 


przy rozmaitych wartościach na ¿, przedstawiać będzie rozmaite krzywe sto- 
pnia 2-go, mające dwie styczne krzywćj F=0, wychodzące z P=90, za sty- 
czne spólne. Zbiór tych wszystkich krzywych zowie się układem dwu- 
podstawowym krzywych stopnia 2-go, punkt P=0 zowie się środkiem 
układu. Dwie krzywe układu dwupodstawowego mają nadto jeszcze dwie 
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inne styczne spólne; punkt przecięcia się tych stycznych zowie się środkiem 
drugim tych dwu krzywych. 
Weźmy pod uwagę trzy krzywe układu dwuwićrzchołkowego 


/+DD,=0, /4+.DD,=0, /+ DD, 0. 
Odejmując od siebie każde dwa z tych równań, mamy 
D(D, — D;)=0, D(D,—D,)=0, D(D,—D,)=0. 
Równania 
D,=D,=0, D,—D,=0, D, —D,=0 


są osiami drugimi par krzywych 2-ćj i 3-ćj, 3-6j i 1-ćj, 1-ćj i 2-ćj. Ich suma 
algiebraiczna jest tożsamościowo równa 0; a zatym: trzy osi drugie trzech krzy: 
wych stopnia 2-go układu dwuwićrzchołkowego przecinają się w jednym punkcie. 
Odpowiednio dowićść możemy twierdzenia: trzy środki drugie trzech krzywych 
stopnia 2-go tego samego układu dwupodstawowego leżą na jednćj prostćj, 


KRZYWE STOPNIA 2-G0 HOMOTETYCZNE, 


181. Dwie krzywe stopnia 2-go, przechodzące przez też same dwa pun- 
kty w nieskończoności, nazywamy podobnymi i podobnie położo- 
nymi, albo, za Chasles'm, homotetycznymi. Wrazie, gdy dwie krzy- 
we stopnia 2-go homotetyczne są elipsami, ich spólne dwa punkty w nieskoń- 
czoności są urojone sprzężone, gdy są hiperbolami — rzeczywiste różne, gdy 
zaś są parabolami — przedstawiają punkt podwójny rzeczywisty. Wszystkie 
koła są (art. 109) homotetyczne. 

Układ krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest przypadkiem szcze- 
gólnym układu dwuwićrzchołkowego krzywych stopnia 2-go. Osią tego ukła- 
du jest prosta w nieskończoności. Oś zaś druga dwu krzywych takiego 
układu, t.j. dwu krzywych homotetycznych, nazywa się osią pierwia- 
stkową (axe radical), albo liniją potęgową (Potenzlinie), albotóż li- 
niją cięciwową (Chordale). 

Twierdzenie $-u poprzedzającego *można w zastosowaniu do układu 
krzywych homotetycznych tak wypowiedzićć: trzy osi pierwiastkowe każdych 
dwu z trzech krzywych homotetycznych przecinają się w jednym punkcie. Punkt 
przecięcia się tych osi pierwiastkowych zowie się środkiem pierwia- 
stkowym uważanych trzech krzywych homotetycznych. 

Oś układu krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest prostą w nie- 
skończoności; a zatym, z uwagi, iż jest w tym przypadku 


D=0.x +-0.y+-1=1, 
otrzymujemy z równania (1) w art. 180 
(1) f+D:=0, 


jako równanie krzywych homotetycznych z krzywą /=0 (i z sobą). Po- 
nieważ D; zawićra tylko wyrazy stopnia 1-go względem w i y, więc równania 
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dwu krzywych stopnia 2-go homotetycznych mają odpowiednie spółczynniki 

przy a«?, wy i y? równe (lub proporcyjonalne), a zatym 

(3) K =a% + Żacy + azpy? + 20437 + Z0g3y + 330 i 
K=ay2? + Zaty + aY? + 2bt + bay + b =0 

są równaniami dwu krzywych homotetycznych, a 


(4) K=K'=2(a — bia) + 2(02 — Daz)y + (033 — 04) = 0 


jest równaniem osi pierwiastkowćj tych dwu krzywych. 
Osią zatym pierwiastkową dwu kół 


K=(c — a)? + (y —8)3—7=0 
K'=(« — u')?+- (y —f')3—r2=0 
jest prosta 


K— K'=2(a —a)x + 2(8' — )y + (a? + ga — a'2— 2 — r3 — r!) — 0, 


Atoli te wyrażenia K i K', gdy w nie za æ, y podstawimy spółrzędne punktu, 
leżącego na osi pierwiastkowéj, przedstawiają kwadraty długości stycznych, 
wyprowadzonych z tego punktu do kół K=0i K' = 0 a zatym: oś pierwia- 
stkowa dwu kół jest miejscem gieometrycznym punktu, z którego wyprowadzone sty- 
czne do obu kół są jednakowćj długości. — Łatwo spostrzóc, że oś pierwiastkowa 
dwu kół jest prostopadłą do prostéj, łączącćj ich środki; albowićm równanie téj 
prostćj jest 


( —B) (z —a) — (a! — a) (y— PB) =0. 


182. Ponieważ w równaniach krzywych homotetycznych we spółrzę- 
dnych punktu æ i y spółczynniki ay, 044, Qzą wyrazów stopnia 2-go są jedna- 
kowe, przeto: 

a.  asymptoty krzywych stopnia 2-go homotetycznych są równoległe; albowićm 
są one równoległe do prostych przedstawionych przez równania [art. 105, (7)] 

a2? + 2028Y + Ay = 0; 

b. osi główne tych krzywych są do siebie równoległe, jako dwusieczne ką- 
tów między asymptotami (art. 108); i wogóle, 

c. średnice tych krzywych sprzężone z pewnym kierunkiem są do siebie równo- 
ległe; albowićm, jeżeli przez ß oznaczymy kąt, który z osią «a-ów układu pro- 
stokątnego tworzy średnica którójkolwiek z tych krzywych, sprzężona z pe- 
wng średnią czyniącą z tąż osią «-ów kąt a, to równanie (art. 108) 


au + Aa(tga + tgb) + aatgatgh =0, 
wyznacza jednę tylko wartość na f; 


d. długości średnic jednój z dwu krzywych homotetycznych są proporcyjonalne 


do długości średnic równoległych drugićj, co wynika RAZY z artykułów 
111i 112. 
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e. Z własności zaś d. wynika, że proste, łączące punkty końcowe średnic 
równoległych dwu krzywych homotetycznych przecinają się w dwu punktach, leżących 
na prostćj, która łączy środki tych krzywych. Jakoż, niech © i ©' będą środkami 
dwu krzywych homotetycznych (fig. 46), DE i D'E' ich średnicami równole- 
głymi, a Si S' punktami, w których proste DD' i D'E przecinają prostą 


CC'; oznaczmy nadto, przy jakimkolwiek kierunku średnie, Sy =" a prze- 
to gp =—". Z podobieństwa trójkątów SOD i SC'D', tudzież S'CE 
i SC'D', wypada 


Fig. 46. 


SC__ OD oO OBW 
8000" 'SOTOD'" "* 
t. j. położenie punktów S iS' nie zależy od kierunku średnic DE i DE. — 
Punkty Si S' są zarazem punktami, w których liniją środków CC' przeci- 
nają styczne spólne dwu krzywych homotetycznych. Albowiém, jeżeli PP' 
i QQ' są stycznymi spólnymi, to prosta CP jest równoległą do OP, a CQ 
do C'Q', średnice zaś CP i C'P', jako sprzężone z kierunkiem stycznój PP”, 
są do siebie równoległe, jakrównież średnice CQ i C'Q', sprzężone z kierun- 
kiem stycznój QQ'. Stąd zaś wynika, że styczna PP' przechodzi przez punkt 
S, a styczna QQ' przez S'.— Zauważmy jeszcze, że 

SC, SC_ s. NOBE PARE - 2, 

BG*SG* WI gotSG* 
punkty więc SiS' tworzą parę harmonicznie sprzężoną z parą punktów 
CiC. 

Punkty SiS' zowią się środkami podobieństwa danych dwu 

krzywych, i mianowicie: punkt S środkiem zewnętrznym, a punkt 
S' środkiem wewnętrznym. 
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183. Jeżeli trzy krzywe stopnia 2-go są homotetyczne, to wówczas sześć śro- 
dków podobieństwa leżą po trzy na cztórech prostych, a mianowicie: na jednój leżą 
trzy środki zewnętrzne, a na każdćj z trzech pozostałych dwa środki wewnętrzne 
i jeden zewnętrzny. Jakoż, niech (a, a, a), (a';, a'a, a"), (a, a", a") 
będą spółrzędnymi jednorodnymi środków trzech krzywych K,, K;, K; (fig. 
47) homotetycznych, a m', m”, m" liczbami, proporcyjonalnymi do długości 
średnie równoległych trzech krzywych. Oznaczmy przez 


SiE wy, z) i LEs Św 63), 
Sa" (z, af z!) i Za( upg (180 €'2); 
S" (ei £!!ą, o"j) i D ( an Pi €') 


środki podobieństwa zewnętrzne i wewnętrzne odpowiednich par krzywych: 
Ka, Ks; Ky, Kı; Ka, K}. 


Fig. 47. 


ai = m"a" — m"a!" a'a = m"a", — m'a, ca = m"a", — ma, 
= , = TT , 
1 du p" " UPAL ' — anall „l PAL 
A R T a + m"a!" j c = m"a! è + m a! sp RA = m"a 3 + m'a 3: 
 — mall ULP] r aala ULP | —=—amallt ULP 
cy =ma", —m'a, , az ma" — m"a, , 2", ma"; —m''a'y, 
SE — ma + ma 3 U =m a" + m"a, 3 Sh = m'a!" + maz, 
z! =m'a' —ma', $ za z=ma — m'a", i vwa Fa mag, 
1 . 
g" A =m'a' -+ ma! A Sa =m'a + ma'ą z GU =m'a; -- m'a'ą; 
a zatym 
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Si er yea E=0]|c „2: „Ws |=OJE, „ta, =0,l$', 6: „Ss |-=0. 
gt! „dz Em „ta , Et ali, aa, a" Ee i 
©", a'a, a en, e", e'g EM, Ea, Em, a, a'a, a'y 


Z tego widzimy, że odpowiednie punkty: S,, Są, S; Sy, 2, Ż,; E, Są, X; 
X, E, S, leżą na téj saméj prostéj. Te cztéry proste nazywamy osiami 
podobieństwa. 

184. Jeżeli ze środka Š podobieństwa dwu krzywych K i X' homotety- 
tycznych, mających swe środki w K iK' (fig. 48), wyprowadzimy dwie sieczne, z których 
jedna przecina krzywe odpowiednio w A, B; A”, B', a druga odpowiednio w C, D; 
C', D', to wówczas dwie proste AC, B'D', tudzież dwie proste BD, A'C', prze- 
cinają się w punktach E, F, leżących na osi pierwiastkowćj. 


Fig. 48. 


Jakoż, jeżeli sieczną SABA'B!' weźmiemy za oś æ-ów, a siecznąjfSCDC'D' 
za 0Ś y-ów i oznaczymy SA =a, SB=b, SA'=a', SB =v, SC=ce SD=4, 
SC' =c, SD'=d', to równaniami prostych AC, A'C', BD, B'D' będą odpo- 
wiednio 

APR PEAR 2 RATĘ SĘ 0 i = 
ztęshogtyewLh ota hL ptą=sk 


Ponieważ zaś prosta KA jest równoległą do K'A', KB do K'B, KC do K'C', 
KD do K'D', zatym z uwagi, że dane dwie krzywe są homotetyczne, mamy 
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1 BA ask LASY" HEM SPO AN A KD. 
KA =" W MB. o NE "UESTEM="R 


skutkiem czego równania prostych A'C' i B'D' przejdą odpowiednio ną 


= 8 
17 


E PE AN JEZ PE 
32" 1 3 "ga" 


Dodając do siebie tak równania prostych AC i B'D', jak i równania prostych 
A'C' i BD, otrzymujemy w obu razach toż samo równanie 


(5) (+5) +v(5+ą)=51+m 


przedstawiające prostą EF, przechodzącą tak przez punkt E, w którym się 
przecinają proste AC i B'D', jak i przez punkt F, w którym się przecinają 
proste A'C' i BD. 

Okażemy, że ta prosta (5) jest osią pierwiastkową krzywych (3), Kła- 
dąc w równaniu (3) krzywój K raz y=0, drugi raz « =0, otrzymamy ną 
wyznaczenie liczb a, b, i c, d dwa równania stopnia 2-go, 

Qt? + Żaj3% + gą ZO I aY? + azy + dzą =0, 
z których wypada 


—_ 2an a3 1 1 T 2043 

a +b 3, b hg a przeto z Poz" 

2aą3 Qzą 1 1 2aą3 

1 c+d=———;, cd= a przeto — + == —*. 
K dą dą) 07 cta a 


1 


Podstawiwszy te wartości za . + > i zb 3 w równanie (5), mićć będziemy 


2ay4€ + 2an Y + aa (1 + m) =0, 
któremu można nadać postać 


(5') 20,3 (1 — m) z + 2045 (1 — m) + 053 (1 — m) = 0. 
Z równania zaś krzywéj K' otrzymamy podobnie 
d+V ==", dv=, d+d=—7B, cd =, 
s ZE E AN 
lub, z uwagi, że a r r aT ™ 
Ru 24b = 2 
m(a +b)= A + mab sę, 
6-0) 2-278 An En 
a22 2 


Porównywając te wartości z poprzednio znalezionymi, mamy 
Mag =bis, Madr = Dag, Ma3 = Da, 


http://rcin.org.pl 


214 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 


co wstawiając w (5) za magg, May, M?as3, Otrzymujemy równanie prostćj EF: 
2(ay3 — Byz)e +. (023 — ba3)Y + (a33 — dąa) = 0, 

które jest [art. 181, (4)] równaniem osi pierwiastkowćj dwu krzywych K i K'. 

Prosta EF jest więc osią pierwiastkową. 


ĆWICZENIA. 


(150). Znaleść równanie krzywćj stopnia 2-go, która przechodzi przez 5 
punktów (1, 0), (3, 0), (0, 1), (0, 3), (2, 2). 

(151). Znalóść równanie pęku linij stopnia 2-go, którego wićrzchołkami są 
punkty (1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1). 

(152). Znalóść równanie trzech par cięciw spólnych dwu krzywych stopnia 
2-go f=0ig—=0. 

(153). Okazać, że krzywa zadania (141) jest opisana na trójkącie z sobą sa- 
mym sprzężonym względem obu krzywych /=0 i g=0. 

(154). Nazywając punkt, w którym się przecinają proste, łączące odpowie- 
dnie wićrzchołki dwu trójkątów z sobą sprzężonych względem krzywćj stopnia 2-go, 
biegunem każdego z tych trójkątów względem téj krzywćj, a prostą, która łączy 
punkty przecięcia się odpowiednich boków obu trójkątów, osią każdego z nich wzglę- 
dem tój krzywój, okazać, że: © =0 wyraża warunek, aby biegun trójkąta wpisanego 
w krzywą g =0 względem krzywej f=0 leżał na g=0, oraz, aby oś trójkąta opisanego 
na krzywćj f==0 względem krzywćj g=0 była styczną do krzywej f=0. 

(155). Znalóść miejsce punktu przecięcia się normalnych do krzywój stopnia 
2-go, wystawionych w końcach cięciwy, która przechodzi przez punkt dany (a, p). 

(156). Znaléść warunek, aby trójkąt opisany na /=0 był wpisany w g= 0. 

(157). Z dwu kół 23 --yż = i (r—a)?+-(y—p)*=r? kiedy jedno 
jest wpisane, a drugie opisane na tym samym trójkącie? 

(158). Znalóść równanie pary stycznych, stycznych do krzywćj stopnia 2-go 


f=0 w punktach, w których tę krzywą przecina prosta —— as 1 4. 08 „9% A =0. 


(159). Znalóść środek koła, do którego są dE boki trójkąta z sobą 
samym sprzężonego względem hiperboli równobocznćj. 

(160). Wićrzchołki dwu trójkątów, z których każdy jest z sobą samym 
sprzężony względem krzywój stopnia 2-go f==0, leżą na jednój krzywćj stopnia 
2-go, oraz: boki dwu trójkątów, z których każdy jest z sobą samym sprzężony 
względem krzywćj stopnia 2-go, są styczne do jednćj krzywćj stopnia 2-go. 

(161). Znalóść warunek, aby dwa koła były do siebie stycznymi zewnętrznie 
lub wewnętrznie, 

(162). Równania kół, mających spólną oś pierwiastkową, wrazie gdy tę oś przyj- 
miemy za OŚ y-ów a liniją środków za oá z-ów, jest postaci z? -|- y? — Zhu +8? = 0, 
gdzie A oznacza liczbę nieoznaczoną, a 8 długość stałą. 
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(163). Znaléść spółrzędne punktu, przez który przechodzą biegunowe punktu 
(x, y!) względem kół z? -++ y? — Za + 020. 

(164). Okazać, że istnieją takie dwa punkty, iż ich biegunowe względem 
kół 2? -+ y2 — he -+ 82—0 są prostymi stałymi. 

(165). Znalóść warunek, aby dwa koła 2?--y? + Zaz + Zby +|-c3=0, 
a? + y? + 2a'z + 2b'y + d? = 0 przecinały się pod kątem prostym. 

(166). Jeżeli z punktu na spólnéj osi pierwiastkowćj układu kół wyprowa- 
dzimy styczne do każdego z tych kół, to miejscem punktów styczności jest koło, 
przecinające każde z tamtych kół pod kątem prostym i przechodzące przez dwa 
punkty zadania (165). 

(167). Znalóść biegunową środków podobieństwa dwu kół względem jednego 
z tych kół, 

(168). Jeżeli środek pierwiastkowy S trzech kół K,, K,, Ką połączymy z bie- 
gunami B,, Ba, B; którójkolwiek z cztérech osi podobieństwa tych kół, biegunami 
względem odpowiednich kół K,, Ka, Ką, to te trzy proste SB,, SB}, SB, przecinają 
koła K,, K}, K, odpowiednio w punktach P,iP',, P, iP',, P;iP';. Okazać, że 
dwa układy trzech punktów P,, Pa, P, i P', P'a, P's wyznaczają dwa koła, z któ- 
rych każde jest styczne do trzech kół K,, Ka, Ką w tychże punktach, 

(169). Znalóść związek między wzajemnymi odległościami cztórech punktów 
na kole, 

(170). Jeżeli koło K jest styczne do cztórech kół K,, K}, K,, Ką i jeżeli 
ik oznacza długość stycznój spólnój do dwu kół K,, K,, to okazać, że 


12.34-+ 14.23 + 13.24—0. 
(171). Znaleść równania óśmiu kół stycznych do trzech kół danych, 
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WYZNACZENIE KRZYWYCH STOPNIA 2-G0 ZAPOMOCĄ 
DANYCH WARUNKÓW. 


185. W artykule 173 okazaliśmy, że można zawsze — mówiąc wogól- 
ności — odnalóść krzywą stopnia 2-go, która czyni zadość pięciu warunkom 
pojedyńczym, t.j. takim, iż każdy z nich prowadzi do jednego równania 
między spółczynnikami równania ogólnego téj krzywćj. Łatwo zrozumićć, 
że jeżeli jeden z tych warunków prowadzi do równania stopnia drugiego lub 
wyższego względem spółczynników, to wówczas mićć będziemy dwa lub więcćj 
rozwiązań, wskazujących, że istnieje odpowiednio dwie lub więcój krzywych 
stopnia 2-go, zadość czyniących warunkom danym. Z drugićj strony, może 
się zdarzyć, że jeden warunek daje dwa albo i więcój równań między spół- 
czynnikami, a przeto mogą zachodzić warunki wielokrotne, równowa- 
żne dwu lub więcćj warunkom pojedyńczym, jak to niżéj zobaczymy. 

Ażeby więc ocenić w każdym przypadku, czy warunki dane dostatecznie 
wyznaczają krzywą stopnia 2-go, lubtóż nie, potrzeba: 

a. wykazać, jakie warunki należy uważać za pojedyńcze i znalćść 
klasę każdego warunku pojedyńczego, t.j. stopień tego równania między 
spółczynnikami w równaniu ogólnym krzywćj, do którego ów warunek pro- 
wadzi; 

b. wyznaczyć ilość krzywych stopnia 2-go, mających uczynić zadość 
pięciu danym warunkom pojedyńczym, przy wiadomój klasie każdego z tych 
warunków; 

c. dokonać szczegółowego rozbioru warunków wielokrotnych i wyzna- 
czyć, ilu warunkom pojedyńczym są one równoważne, a jednocześnie odna- 
leść klasę tych warunków pojedyńczych. 

186. WARUNKI POJEDYŃCZE. — Zajmiemy się jedynie dwoma rodzaja- 
mi warunków pojedyńczych: t. z. warunkami punktowymi i warun- 
kami linijowymi; albowićm, jak to zobaczymy, wszelkie inne można 
uważać albo jako przypadki szczególne, albo jako powtórzenia dwu takich 
warunków pojedyńczych. 
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Niech 
Q) /(ay, Cz, 83) = 121? + aga? F. lagta? + Łagąctąty + 0332, + Ż0430,%4 "0 
będzie równaniem ogólnym krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych jednoro- 
dnych (np. szczególnych) punktu i niech (x), Z'a, V'a), E'u "a, 2'3) będą 
spółrzędnymi dwu punktów na płaszczyźnie téj krzywćj. Ponieważ równanie 
(2) (zy, L2 ©'3) H wafą(T'y, D'a 0'3) + L'a" L'a ©'3)=0, lub 
(2) E'S i Tą, VI) + L'S L'o Wz) HSan L'a Wy) = 0 
wyraża warunek, aby z dwu tych punktów jeden (każdy) leżał na biegunowéj 
drugiego z nich względem krzywćj (1), czyli, aby te dwa punkty były z sobą 
sprzężonymi względem krzywćj (1), więc, jeżeli dwa punkty są dane, to waru- 
nek, aby one były sprzężonymi, daje nam jedno równanie stopnia 1-go między 
spółczynnikami równania ogólnego (1) krzywćj stopnia 2-go. Pięć takich 
warunków wystarczy zatym do wyznaczenia pięciu stosunków między tymi 
spółczynnikami, a przeto i do wyznaczenią krzywćj stopnia 2-go. 

187. Niech 


(3) 
będą równaniami dwu prostych. Jeżeli (cy, Z'a, «';) są spółrzędnymi biegu- 
na piórwszćj z tych prostych względem krzywćj (1), mamy wówczas 
(Wy Wy wy) ZW, Sai W, Wz) ZAK, Salai L'a Wy) ZM, 

skąd nawzajem wypada 

Ax, =NMAunt' + V: Cn -|- Aa,*5); 

Az =A (A'i + Agat + Ag2'3), 

Acz =MA;qzz', -+ Antz + Agat'3). 
Podstawmy wartości stąd wynikające na ry, az, Cz ZA Siy Lz, £a W drugie 
z równań (3); otrzymamy wówczas równanie 
(4) AR", + Aata" H Agsk'gk'ą + Aalt" + e'a) + 

+ Az,(%'3%"', + x! 3%) + Ap t'z + x" 2'3) =0, 


lub, używając znakowania wyznacznikowego, 


í WT! + UE + A't = 0, 
WYD PF Kala H A't =O 


(4) Mi » tia ; dg i |=0. 

Oy ; aa ; dozy %'a 

Gsi ; dą ; Mag y %3 

Ay ; Ala 3 a's 3 0 
To równanie wyraża warunek, pod jakim biegun piórwszćj z dwu prostych (3) 
względem krzywćj (1) leży na drugićj prostćj; a że ono jest symetryczne 
względem spółczynników równań obu prostych, więc wyraża ono także 
warunek, pod jakim biegun drugićj z dwu prostych (3) leży na pićrwszćj 
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prostćj, czyli warunek, pod jakim dwie proste (3) są sprzężone względem 
krzywćj (1). Zauważmy, że to równanie jest stopnia 2-go wyględem spół- 
czynników w równaniu krzywćj (1). A zatym, jeżeli są dane dwie proste, to 
warunek, aby te dwie proste były sprzężone względem krzywćj stopnia 2-go, 
daje jedno równanie stopnia 2-go między spółczynnikami w równaniu ogól- 
nym tćj krzywćj. Stąd zaś wypada, że jeżeli takim warunkiem zastąpimy 
jeden z warunków artykułu poprzedzającego, wówczas — mówiąc w ogólno- 
ści — otrzymamy dwa układy wartości na pięć stosuuków między spółczynni- 
kami równania (1). 

188. Weźmy następnie pod uwagę równanie ogólne krzywćj stopnia 
2-go we spółrzędnych linii prostćj, 
(5) F (ui, 14, 45) Z Aqyu,3+Aatt2?-+-A aata? + ZA atatia ZA gy tzu, ZA jpuju, = 0 
i niech (u'i, wą Wa), (u',, W'a, u'a) będą spółrzędnymi dwu linij prostych. 
Wiadomo, że równanie 
(6) w E "i, U2, u'3) H+ UEU Ua u'3) ++ Ua Fahu", wą, U") =0, lub 
(6') u',F,(w,, w, wz) + u zFzfw,, Way w) H u zFz(w,, Wa wj) =0 
wyraża warunek, pod jakim jedna z tych prostych przechodzi przez biegun 
drugićj, czyli, pod jakim te dwie proste są sprzężone względem krzywćj sto- 
pnia 2-go (5). A zatym, jeżeli dane są dwie proste, to warunek, aby one były 
sprzężone względem krzywćj stopnia 2-go, daje jedno równanie stopnia 1-go 
między spółczynnikami równania ogólnego (5) téj krzywćj; stąd zaś wypada, 
że pięć takich warunków wystarcza w zupełności do wyznaczenia krzywćj 
stopnia 2-go. 

189. Niech 


(7) 


będą równaniami dwu punktów. Sposobem podobnym, jak w art. 187, znaj- 
dziemy, że równanie 
(8) Ay , Aia , Ans 4, |=0 

A, , Aga , Åz ; 42 

Agi , Aga , Aga ; 43 


" " " 
Kry%ka:*83 „0 | 


l A'la F Aata + A't = 0 
W ydy -|- CHATA -4 W gtllg = 0 


wyraża warunek, pod jakim dwa punkty (7) są sprzężone względem krzywéj 
(5). To równanie jest stopnia 2-go względem spółczynników w równaniu (5); 
zatym, jeżeli są dane dwa punkty, tọ warunek, aby one były sprzężone wzglę- 
dem krzywćj stopnia 2-go, daje nam jedno równanie stopnia 2-go między 
spółczynnikami w równaniu ogólnym (5) tój krzywćj. Stąd zaś wypada, że 
jeżeli takim warunkiem zastąpimy jeden z warunków, rozważanych w arty- 
kule poprzedzającym, to wówczas — mówiąc wogólności — otrzymamy dwa 
układy wartości na pięć stosunków między spółczynnikami równania (5). 
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190. Wurunek, aby krzywa stopnia 2-go była taką, żeby dwa dane 
punkty były wzgłędem nićj sprzężonymi, nazwiemy warunkiem punkto- 
wym (w-p.); warunek zaś, aby krzywa stopnia 2-go była taką, żeby dwie 
dane proste były względem nićj sprzężonymi, nazwiemy warunkiem li- 
nijowym (w-l.). Warunki te są pojedyńczymi, albowićm prowadzą one do 
jednego równania między spółczynnikami w równaniu ogólnym krzywćj sto- 
pnia 2-go. 

Możemy teraz wyznaczyć ilość krzywych stopnia 2-go, dopełniających 
pięciu danych warunków pojedyńczych. 

a. Pięciu warunkom punktowym może uczynić zadość tylko jedna krzywa sto- 
pnia 2-go.  Albowićm, gdy użyjemy spółrzędnych punktu, każdy z tych wa- 
runków da jedno równanie stopnia 1-go (art. 186) między spółczynnikami 
równania ogólnego krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych punktu, a pięć ta- 
kich równań da tylko jeden układ wartości na stosunki między tymi spół- 
czynnikami, 

b. Cztórem warunkom punktowym i jednemu linijowemu mogą uczynić zadość 
conajwięcćj dwie krzywe stopnia 2-go. Albowióćm, gdy użyjemy spółrzędnych 
punktu, każdy z cztórech w-p. da jedno równanie stopnia 1-go, a jeden w-l. 
jedno równanie stopnia 2-go (art. 187) między spółczynnikami równania ogól- 
nego krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych punktu. Z tych pięciu równań 
wyznaczymy pięć stosunków między spółczynnikami; wszakże, skoro jedno 
z nich jest stopnia 2-go, będziemy mieli dwa rozwiązania, wskazujące na 
istnienie dwu krzywych, dopełniających tych pięciu warunków. 

c. Trzem warunkom punktowym i dwu linijowym mogą uczynić zadość co- 
najwięcćj cztóry krzywe stopnia 2-go. Albowićm, gdy użyjemy spółrzędnych 
punktu, trzy w-p. dadzą trzy równania stopnia 1-go, a dwa w-l. dadzą dwa 
równania stopnia 2-go między spółczynnikami równania ogólnego krzywój 
stopnia 2-go we spółrzędnych punktu. Mióć więc będziemy pięć równań, 
które, gdy dwa z nich są stopnia 2-go, dadzą cztóry układy wartości na pięć 
stosunków między tymi spółczynnikami, a to wskazuje, że mogą istnićć cztćry 
krzywe stopnia 2-go, dopełniające tych pięciu warunków. 

d. Dwu warunkom punktowym a trzem Unijowym mogą uczynić zadość co- 
najwięcćj cztóry krzywe stopnia 2-go. Albowićm, gdy użyjemy spółrzędnych 
linii prostćj, to dwa w-p. dadzą dwa równania stopnia 2-go (art. 189), a trzy 
w-l. trzy równania stopnia 1-go (art. 188) między spółczynnikami równania 
ogólnego krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych linii prostćj. Liczba krzy- 
wych jest więc w tym przypadku ta sama, co w przypadku 3-cim. 

e. Jednemu warunkowi punktowemu i cztćrem linijowym mogą uczynić za- 
dość conajwięcćj dwie krzywe stopnia 2-go. Albowićm w-p. daje jedno równanie 
stopnia 2-go, a cztćry w-l. dają cztóry równania stopnia l-go między spół- 
czynnikami równania ogólnego krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych linii 
prostćj. Liczba krzywych jest znów ta sama, co w przypadku 2-im. 

f. Pięciu warunkom linijowym może uczynić zadość tylko jedna krzywa sto- 
pnia 2-90. Albowićm te warunki dają pięć równań stopnia 1-go między spół- 
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czynnikami równania ogólnego krzywćj stopnia 2-go we spółrzędnych linii 
prostćj. Liczba krzywych będzie zatym ta sama, co w przypadku 1-ym. 

191. WARUNKI ZŁOŻONE. Pozostaje nam rozebrać najczęścićj spoty- 
kane warunki i odnalóść liczbę w-p., lub w-l., którym każdy z nich jest ró- 
wnoważny. Poznawszy zaś to, będziemy mogli w każdym przypadku szczegól- 
nym napewno osądzić, czy dane warunki są, czytóż nie są dostateczne, i ile 
krzywych stopnia 2-go można poprowadzić, czyniących zadość warunkom 
danym. 

1° »Dany punkt na krzywćj«. 

Punkt dany na krzywćj, leżąc na własnćj biegunowćj, jest z sobą samym 
sprzężony. Ten więc warunek jest równoważny jednemu w-p. 

20 „Dana styczna do krzywéj«. 

Styczna do krzywćj, przechodząc przez własny biegun, jest z sobą samą 
sprzężona. Ten więc warunek jest równoważny jednemu w-l. 

30 „Dana średnica«. 

rednica jest biegunową punktu w nieskończoności i przechodzi przez 
środek, który jest biegunem prostćj w nieskończoności; średnica zatym i pro- 
sta w nieskończoności są dwiema prostymi z sobą sprzężonymi. Ten więc 
warunek jest równoważny jednemu w-l. 

40 »Dany punkt i dana biegunowa tego punktu«. 

Niech będzie P danym punktem i oznaczmy przez Q i R dwa dowolnie 
obrane punkty na danćj biegunowćj tego punktu. Z uwagi, że biegunowa 
punktu P przechodzi przez punkt Q i przez punkt R, wynika, że ten warunek 
jest równoważny dwu w-p.; z uwagi zaś, że biegun prostój QR leży tak na 
prostćj QP, jak i na prostćj RP, wypada, że tenże warunek jest równoważny 
także dwu w-l, 

50 „Dany punkt i dana styczna w tym punkcie«. 

Ten warunek, jako przypadek szczególny poprzedzającego, jest równo- 
ważny albo dwu w-p., albo dwu w-l. 

60 „Dana asymptota«. 

Ten warunek jest także przypadkiem szczególnym warunku 4-go; albo- 
wićm asymptota jest styczną w punkcie nieskończenie odległym. Wskutek 
tego ten warunek jest równoważny dwu w-p., lub dwu w-l. 

70 „Dany kierunek jednćj asymptoty«. 

W tym przypadku dany jest jeden punkt krzywćj, mianowicie punkt 
w nieskończoności. Ten więc warunek, jako przypadek szczególny warunku 
1-go, jest równoważny jednemu w-p. 

80 »Ządana krzywa ma być parabolą«. 

Parabola jest styczną do prostćj w nieskończoności; ten więc warunek 
jest przypadkiem szczególnym warunku 2-go, a przeto równoważnym jedne- 
mu w-l. 

90 »Ządana krzywa ma być kołeme. 

Koło przechodzi przez dwa punkty urojone w nieskończoności; ten więc 
warunek jest równoważny dwu w-p. 
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100 „Dany środek«. 

Srodek jest biegunem prostój w nieskończoności; ten więc warunek, jest 
taksamo, jak warunek 4-ty, równoważny dwu w-p., albo dwu w-l. 

119 »Dany trójkąt z sobą samym sprzężony«. 

Ten warunek jest widocznie równoważny albo trzem w-p., albo trzem w-l. 

120 »Dane położenie dwu średnie sprzężonyche. 

Ten warunek, jako przypadek szczególny poprzedzającego, jest także 
równoważny trzem w-p., albo trzem w-l. 

139 »Dane kierunki dwu średnie sprzężonyche. 

Punkty, w których dowolne dwie proste, mające te kierunki, przecina 
jakakolwiek prosta, są sprzężone z sobą względem krzywćj; ten więc warunek 
jest równoważny jednemu w-p. 

140 »Dane położenie jednćj osi głównćje. 

Położenie dane jednéj osi głównćj, z uwagi, że oś główna jest średnicą, 
jest, według 3-go, równoważne jednemu w-l. Atoli, skoro jednocześnie jest 
dany kierunek drugićj osi głównćj, więc, według 13-go, ten warunek jest ró- 
wnoważny nadto jednemu w-p. 

150 „Dane położenie dwu osi głównych«. 

Ten warunek, jako przypadek szczególny warunku 12-go, jest równo- 
ważny trzem w-p., albo trzem w-l. 

160 „Dane jedno ognisko«. 

W tym przypadku są dane dwie styczne z punktów kołowych urojonych 
(art. 145); ten warunek jest więc równoważny dwu w-l. 

17° „Dana jedna kierownicae, 

Kierownica, jako biegunowa ogniska, przecina krzywą w dwu punktach; 
w których do tój krzywćj są stycznymi dwie proste, wychodzące z ogniska do 
punktów kołowych urojonych. Ten warunek jest więc równoważny dwu w-p. 

189 »Dana krzywa homotetyczna z żądanąe. 

Ten warunek jest równoważny dwu w-p.; albowićm wszystkie krzywe 
homotetyczne przecinają prostą w nieskończoności w dwu tych samych 
punktach. 

199 »Dana krzywa stopnia 2-go podwójnie styczna do żądanój«. 

Ten warunek należy uważać jako równoważny warunkowi, kiedy dwie 
styczne są dane, a więc dwu w-1.; albowićm wrazie, kiedy ta krzywa roskłada 
się na dwie proste, te dwie podłe są dwiema stycznymi. 

200 „Żądana krzywa ma być hiperbolą równoboczną«. 

Ten warunek można uważać jako równoważny warunkowi, kiedy dany 
jest kierunek jednćj asymptoty; albowićm, gdyby był dany kierunek jednój 
asymptoty, to tymsamym byłby już w tym przypadku dany kierunek drugićj 
asymptoty, jako prostopadłćj do piórwszćj. Ten więc warunek jest równo- 
ważny jednemu w-p. 

192. ZASTOSOWANIE. — Damy kilka przykładów, jako zastosowanie 
powyższych wypadków. 
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Przez pięć danych punktów można poprowadzić tylko jednę krzywą stopnia 
2-go, Albowiém w tym przypadku mamy pięć w-p. 

Aby tę krzywą wykróślić, należy sobie przypomnićć twierdzenie art. 51, 
według którego punkty przecięcia się odpowiednich promieni dwu pęków pro- 
mieni jednokróślnych leżą na krzywćj stopnia 2-go, która przechodzi zarazem 
przez wićrzchołki tych pęków, Niech więc P,, P), Pa, Pa, P, będą pięcioma 
danymi punktami. Uważajmy P, i P, jako wićrzchołki dwu pęków jedno- 
króślnych i połączmy te wićrzchołki z punktami P,, P, P}; natenczas pro- 
mienie P,P,, PaPa, P,P, pićrwszego pęku będą odpowiednimi promieniom 
P;P,, PPa, P,P, drugiego pęku. Aby otrzymać szósty punkt P krzywćj, 
przechodzącćj przez pięć punktów P,, Pa, Pa, P,, Ps, dość dla jakiegokolwiek 
czwartego promienia P,P piórwszego pęku odnalóść odpowiedni mu promień 
w drugim pęku (sposobem wyłożonym w art. 50). Punkt przecięcia się tych 
dwu promieni będzie punktem szóstym żądanćj krzywćj. "Tym sposobem mo- 
żna znalóść ilekolwiek nowych punktów, a więc i poznać kształt krzywćj. 

Do tegoż samego prowadzi inny sposób, opićrający się na twierdzeniu 
Pascal'a (art. 162), według którego trzy pary boków przeciwległych sześcio- 
boku wpisanego w krzywą stopnia 2-go przecinają się w trzech punktach na 
jednćj prostćj. — Jakoż połączmy punkty P, i P), P, P, (fig. 49) linijami 
prostymi i te linije przedłużmy aż do przecięcia się w punkcie L; poprowadźmy 
następnie przez punkt P, prostą 
w kierunku dowolnym aż do prze- 
cięcia się z prostą P,P, w pun- 
kcie M; nakoniec poprowadźmy 
prostą P,P, aż do przecięcia się 
wN z prostą LM: prosta NP, 
przecina prostą dowolnie obraną 
P;M w punkcie4P,, który jest 
punktem szóstym krzywćj stopnia 
2-go, przechodzącćj przez pięć 
punktów P;,...,P;. Zmieniając 
wciąż kierunek prostój P;M, otrzy- 
mywać będziemy coraz inny punkt, 
jako odpowiedni szósty. 

Jeżeli w sześcioboku Pa- 
scal'a wićrzchołek np. Pę coraz 
się zbliża do wićrzchołka P;, to 

/ wówczas bok P¿P, zdąża do po- 

łożenia stycznćj do krzywćj w pun- 

Fig. 49. kcie P,. Z tćj uwagi wynika 

sposób króślenia stycznéj do krzy- 

wéj stopnia 2-go w jednym z pięciu punktów, np. w P,, przez które ta krzywa 
ma przechodzić. Jakoż, połączmy P, z P, i Pąz P, i przedłużmy proste 
P,P, P,P; aż do przecięcia się w L; połączmy następnie P, z Pi P, z P, (= Ps) 
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i proste P,P}, P,P, przedłużmy aż do przecięcia się w M; poprowadźmy na- 
koniec prostą P,P, aż do przecięcia się w N z prostą LM: prosta P,N jest 
styczną do krzywćj w punkcie P,. 

Wiedząc to, można wyznaczyć położenie i długości dwu średnic sprzę- 
żonych krzywćj stopnia 2-go, mającćj przechodzić przez pięć punktów danych. 
Niech a, b, c, d, e (fig. 50) będą punktami danymi. Wyznaczmy (w sposób 
dopićroco podany) styczne aA, bB, cŒ do krzywćj w punktach a, b, c, i ozna- 
czmy przez S i T punkty przecięcia się par stycznych aA, bB i bB, cC. Pro- 
sta, łącząca punkt S ze środkiem f cięciwy ab, jest średnicą sprzężoną 
z kierunkiem cięciwy ab, i podobnie prosta, łącząca punkt T ze środkiem 
g cięciwy be, jest średni- 
cą sprzężoną z kierun- 
kiem cięciwy be. Te dwie 
zatym średnice przecina- 
ją się w środku O linii 
krzywćj. Wyprowadźmy 
z O prostą OS! Tównole- 
głą do ab; natenczas OS 
i OS' będą kierunkami 
dwu średnic sprzężonych. 
Aby znalóść jeszcze dłu- 
gości połów tych średnie 
Ok i Ok', wyprowadźmy r. 

z a prostą af" równoległą 

do SO aż do przecięcia się w /” z OS' i oznaczmy przez S' punkt przecięcia 
średnicy OS! ze styczną aA. Skoro cięciwa ab jest biegunową punktu S, 
a af! biegunową punktu S', zatym mamy Ok=|/ Of. OS i Ok =|/ OF. OS. 

Jeżeliby się okazało, że dwie średnice SO i TO są do siebie równoległe, 
krzywa byłaby parabolą. Aby znalóść ognisko i kierownicę tój paraboli, 
przez punkty a i b prowadzimy dwie średnice, tudzież dwie proste, które z od- 
powiednimi stycznymi aA i bB czynią takie same kąty, jak tylkoco wzmianko- 
wane średnice. Te dwie proste przetną się w ognisku paraboli. Z ogniska 
spuszczamy prostopadłe na styczne i na przedłużeniach tych prostopadłych 
odcinamy długości równe tym prostopadłym: prosta łącząca końcowe punkty 
jest kierownicą. 

193. Mając danych pięć prostych, można poprowadzić tylko jednę krzywą 
stopnia 2-go, styczną do tych prostych. Albowićm w tym przypadku mamy 
pięć w-l. 

Aby wyznaczyć jakąkolwiek szóstą styczną, można się oprzóć albo na 
twierdzeniu art. 51, według którego proste, łączące każde dwa odpowiednie 
punkty dwu szeregów punktów prostolinijowych i jednokrćślnych, obwodzą 
krzywą stopnia 2-go, do którćj jednocześnie obie podstawy tych szeregów są 
styczne, albotéż na twierdzeniu Brianchon'a (art. 166), według którego pro- 
ste, łączące trzy pary wićrzchołków przeciwległych sześciokąta opisanego na 
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krzywćj stopnia 2-go, przecinają się w jednym punkcie. Podamy tu tylko 
drugi z tych sposobów 

Jakoż, niech D,, Dz, Də; Da, D, będą danymi pięcioma prostymi, Po- 
łączmy prostą U punkt przecięcia się prostych D,, D> z punktem, w którym 
przecinają się proste D,, D,; następnie z punktu przecięcia się prostych D3, 
D; wyprowadźmy prostą dowolną V, która przecina prostą U w O, a pro- 
stą D w A. Nakoniec połączmny punkt przecięcia się prostych D;, D4 z pun- 
ktem O prostą W i tę prostą przedłużmy aż do przecięcia się z prostą D, 
w punkcie B. Proste AB i D,, D,, Dz, Di, Ds są bokami sześcioboku Brian- 
chon'a, a więc prosta AB jest szóstą styczną krzywćj stopnia 2-go, do którćj 
są stycznymi proste D,, Da, Da, Da, Ds, Prowadząc prostą V coraz w in- 
nym kierunku, otrzymamy odpowiednio coraz inną szóstą styczną AB. 

Jeżeli w sześcioboku Brianchona jeden z boków, np. Dy, zejdzie się ra- 
zem z bokiem sąsiednim Dy, wtedy punkt przecięcia się tych dwu boków ra- 
zem zejdzie się z punktem styczności boku D, do krzywćj. Z téj uwagi wy- 
pada następujący sposób wyznaczenia punktów, w których krzywćj, okróślo- 
nćj przez pięć stycznych, dotyka każda z tych stycznych. Jakoż, połączmy 
punkty D,D, i D,D, prostą U, następnie punkty D,D; i D,D, (=D;D;,) 
prostą V, a nakoniec punkty D,D, i UV prostą W: prosta W  przetnie sty- 
czną D, w punkcie styczności. Wyznaczywszy tym sposobem punkty styczno- 
ści na trzech sąsiednich stycznych, można potym, taksamo jak w artykule po- 
przedzającym, wynalćść położenie i długości pary średnie sprzężonych. 


194. Mając dane cztóry punkty i jednę prostą, przechodzą przez jeden g pun- 
któw danych, można poprowadzić przez te punkty tylko jednę krzywą stopnia 2-go, 
do któréj dana prosta jest styczną w tym danym punkcie, przez który ta prosta prze- 
chodzi, Albowióm i w tym przypadku mamy pięć w-p. 

Wykrćślenie krzywéj zapomocą tych warunków można oprzóć na dwu 
wnioskach, wynikających z twierdzenia Pascal'a. Jeżeli naprzód w sześcio- 
boku Pascal'a wićrzchołek P4 razem się zejdzie z wićrzchołkiem P}, a wićrz- 
chołek P, z wiórzchołkiem P}, wtedy dwa boki przeciwległe P,P, i P,P, tego 
sześcioboku staną się stycznymi w dwu wićrzchołkach przeciwległych P, i P, 
czworoboku P,P;„P,P,, wpisanego w krzywą stopnia 2-go. Mamy zatym 
twierdzenie: pary boków przeciwległych czworoboku, wpisanego w krzywą stopnia 
£-go, i pary stycznych do krzywćj w dwu jego wićrzchołkach przeciwległych przeci- 
nają się w punktach, leżących na jednćj prostćj, 

Wyobraźmy sobie następnie, że wićrzchołki sześcioboku Pascala P>, 
P, i P, schodzą się razem odpowiednio z wićrzchołkami P,, Pi P;. Przy 
tym przypuszczeniu, boki P,P}, PPa, PsP, tego sześcioboku stają się styczny- 
mi w odpowiednich wierzchołkach P,, Pa, Ps trójkąta P,P,P., wpisanego 
w krzywą stopnia 2-go. Twierdzenie Pascal'a przechodzi zatym teraz na na- 
stępujące: boki trójkąta, wpisanego w krzywą stopnia 2-go, przecinają się ze sty- 
cznymi w jego wićrzchołkach przeciwległych w trzech punktach, leżących na jednój 
prostój, Tego twierdzenia dowiedliśmy już w art. 165. 
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Otóż, jeżeli dane są cztćry punkty P4, Pa, Pa, P, i styczna D, w pun- 
kcie P,, to, zapomocą pićrwszego z tych twierdzeń, znajdziemy styczną w P}, 
a następnie, zapomocą drugiego, styczną w P}, i wykróślenie krzywćj sprowa- 
dzi się do przypadku, rozważanego w art. 192. 

195. Mając cztóry proste dane i punkt dany na jednój z tych prostych, mo- 
żna znalćść tylko jednę krzywą, styczną do tych prostych, dla którćj punkt dany jest 
punktem styczności prostćj, na którćj ten punkt leży. Albowićm mamy tu pięć w-l: 

Wykróślenie krzywćj zapomocą tych warunków opićra się znowu na 
dwu wnioskach, dających się wyprowadzić z twierdzenia Brianchon'a. Te 
dwa wnioski zawićrają twierdzenia, odpowiadające podług zasady dwoistości 
twierdzeniom, dowiedzionym w artykule poprzedzającym, a mianowicie: dwie 
przekątne czworoboku, opisanego na krzywćj stopnia 2-go, i prosta, łącząca punkty 
styczności boków przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie; oraz: proste, łą- 
czące wićrzchołki trójkąta opisanego na krzywćj stopnia 2-go z punktami styczności 
boków przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 

Otóż, jeżeli do krzywćj mają być stycznymi cztóry proste dane, D,, D,, 
D,, D4, i jeżeli P, jest danym punktem styczności prostćj D,, to, zapomocą 
piórwszego z wypowiedzianych dopićroco twierdzeń, znajdziemy naprzód punkt 
5d styczności P, na D,, a następnie, zapomocą drugiego, punkt styczności P, 
= na D,, poczym postąpimy tak, jak w art. 192. 

196. Przez cztóry dane punkty można poprowadzić dwie parabole, Albo- 
59 wiém mamy w tym przypadku cztóry w-p. i jeden w-l. 

Aby te parabole wykróślić, gdy A, A', 
B, B' są cztćrema danymi punktami (fig. 51), 
weźmy np. AA' za oś z-ów, a BB' za oś 
y-ów,i oznaczmy 0A =a, OA' a, OB =b, 
OB'=v. Równanie krzywćj stopnia 2-go, 
przechodzącćj przez te cztéry punkty, jest 
widocznie 


ACR AK 1 e 
CH" )(5+5—1)-tv=o, 
gdzie k jest czynnikiem nieoznaczonym. Po- 

rządkując to równanie, mamy 
= + EE EN TE an wyrazy 
aa' (z a'b bu 
stopni niższych =0. Ta krzywa będzie 
parabolą, jeżeli 


CZNY 
zawskie 


GABINET MATEMATY 


Towarzystwa Naukow. 


Fig. 51, 


1 2 
W = (W + 7 — e) 
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2 
aadb 
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Równania zatym dwu paraból możebnych są 


E yy AF 
(Taa + vw) + wyrazy stopni niższych =0. 


Stąd czytamy, że osi tych dwu paraból są odpowiednio równoległe do prostych 
w y - 6 Yy 
Pa yua ya Vw 
runku jednćj lub drugićj z tych dwu prostych) i cztóry dane punkty tworzą 
pięciokąt wpisany w krzywą stopnia 2-go. Można zatym, według art. 192, 
wynalóść styczne do krzywćj w dwu z tych cztćrech punktów, a potym, we- 

dług końcowćj uwagi art. 192, znaleść jéj ognisko i kierownicę. 


=Q0. Punkt w nieskończoności (w kie- 


ĆWICZENIA. 


(172). Zapomocą twierdzeń art, 51 dowieść twierdzeń Pascala i Brian- 
chon'a. 

(173). Dowićść, że można tylko jednę parabolę wpisać w dany czworobok, 

(174). Dowićść, że można wykróślić dwie krzywe stopnia 2-go, mające dane 
ogniska i przechodzące przez dany punkt, 

(175). Dowićść, że można wykróślić tylko jednę krzywą stopnia 2-go, mającą 
dane ogniska i daną ptostą, do żądanćj krzywój styczną. 

(176). Dowićść, że można wykróślić tylko jednę krzywą stopnia 2-go, mającą 
dany środek, względem którćj dany trójkąt jest z sobą samym sprzężony. 

(177). Okazać, że dwie krzywe stopnia 2-go spółogniskowe nie mogą mićć 
spólnćj stycznćj, 

(178). Okazać, że trzy krzywe stopnia 2-go spółogniskowe nie mogą mićć 
spólnego punktu. 

(179).  Okazać, że nie można dwu krzywych stopnia 2-go spółśrodkowych ani 
wpisać w ten sam trójkąt, ani opisać na tym samym trójkącie, 

(180). Okazać, że można wykróślić cztóry koła podwójnie styczne do danćj 
krzywćj stopnia 2-go, przechodzące przez punkt dany, lub styczne do prostćj danćj. 

(181). Okazać, że w dany czworobok można wpisać tylko jednę krzywą sto- 
pnia 2-go, mającą środek na danćj prostej. 

(182), Wykróślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy jéj punkty i jedno 
ognisko. 

(183).. Wykróślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy jéj styczne i jedno 
ognisko. 

(184). Wykróślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy punkty i jednę kie- 
rownicę, 

(185). Wykrćślić parabolę, mając dane jedno jéj ognisko i dwa punkty. 
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(186). Wykrćślić parabolę, mając dane jednę jéj kierownicę i dwa punkty. 

(187). Wykrćślić hiperbolę, mając dane trzy jéj punkty i kierunki asymptot. 

(188). Wykrćślić hiperbolę, mając dane położenie jednój jéj asymptoty, je- 
den wićrzchołek główny i jeden punkt. 

(189). Znaleść miejsce wiérzchołka głównego paraboli, którćj ogniskiem jest 
dany punkł, a styczną dana prosta. 

(190). Znalóść miejsce ogniska krzywćj stopnia 2-go, wpisanćj w dany równo- 
ległobok, 

(191). Znaleść miejsce ogniska i wićrzchołka głównego hiperboli, dla którćj 
jedna z dwu danych prostych przedstawia położenie jednćój asymptoty, a druga je- 
dnój kierownicy, 

(192). Znalóść miejsce środka krzywćj stopnia 2-go, przechodzącćj przez 
cztóry punkty spólne dwu danym krzywym stopnia 2-go. 

(193). Znalóść miejsce środka hiperboli, którćj ogniskiem jest jeden z dwu 
danych punktów, a drugi punktem przecięcia się jéj z prostą daną, równoległą do 
jednéj jéj asymptoty. 

(194). Znaiéść miejsce wićrzchołków głównych hiperboli równobocznéj, prze- 
chodzącćj przez punkt dany, którćj jedną z asymptot jest prosta dana. 

(195). Znaléść miejsce środka hiperboli równobocznćj, opisanćj na danym 
trójkącie. 

(196). Znalóść miejsce ogniska paraboli, którćj stycznymi są dane dwie pro- 
ste, a dany punkt na jednćj z tych prostych jéj punktem styczności. 

(197). Dane trzy punkty A, B, C i prosta, a odcinek zmienny MN tój prostćj 
jest widziany z punktu A pod danym kątem: znalóść punkt przecięcia się prostych 
BM i ON. 

(198). Koło zmienne jest styczne do danćj elipsy w punkcie danym: znalóść 
miejsce punktu przecięcia się stycznych do obu tych krzywych. 
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ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH 
RZĘDU n-GO. 


197. LICZBA PUNKTÓW WYZNACZAJĄCYCH KRZYWĄ ALGIEBRAICZNĄ RZĘDU 
n-EGo. Równanie ogólne krzywój algiebraicznój rzędu n-go 
(1) 0=/(fv,y) 2a+-(ba+-bqy) + (e+ ety tey?) +. (90 gą yH.. HIY") 
zawióra 
(2) 142+84...+n+1 0 PO0EA 
spółczynników stałych a, b, by, c,... ,9n. Stąd wnosimy, że istnieje zawsze krzy- 


wa algiebraiczna rzędu n-ego, przechodząca przez PTÓGŁRA 1 punktów da- 


nych Xi, Yi; La Yaz... E — mówiąc wogólności — tylko jedna taka krzywa. 
Jakoż, wyrażając, że krzywa (1) przechodzi przez te punkty, miéć bę- 
dziemy równania warunkowe 


a + bz, +b + er? +-....==0, 
(3) a |-bzą + D;Yg + et? + 1...=0, 
które wyznaczają stosunki spółczynników a, b, bi, c,.... W równaniu więc 


krzywój pozostanie niewyznaczony tylko czynnik stały, którego wartość jest 
obojętną. Z równań (1) i (3) otrzymujemy 
(4) 15% „Po, 8% ,... |; 

1,9,3% 247,2. 

l, 2z, ya; Tą? 11. 


t. j. równanie krzywćj, przechodzącćj przez punkty dane. Należy wszakże za- 
uważywć, że jeżeli wyznacznik równań (3) 
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HDS, SF Zi? 5552 IR 
1; dz s Y2 ; Tą? 321, 


t. j, jeżeli Aei, —1 z MEARE wyznaczników, które otrzy- 


mamy z symbolu po stronie lewćj przez opuszczenie każdéj pokolei kolumny, 
jest równych 0, to wówczas równania (8) nie wyznaczają stosunków między 
spółczynnikami a, b, by, c,...; albowićm wtedy otrzymywane wartości tych 
stosunków przedstawiają się w postaci nieoznaczonćj T W tym więc 
przypadku mićć będziemy nieskończenie wiele krzywych, przechodzących 
przez punkty dane. 


198. Jeżeli liczba punktów danych jest równa PYDGTĄy 


wówczas liczba równań warunkowych kształtu (3) będzie o 1 mniejszą, ani- 
żeli w przypadku poprzedzającym. Rugując wtedy z równań (1) i (3) 
(n-+- 1)(n-+- 2) ź i ź 5 a 
TE —2 stosunków między spółczynnikami, otrzymamy równanie 
(5) GDG zY © 5,6: | Z0, 

a-+-DZy ; Wy ; Liai 

a+ bazą , Ya, Xą? 4... 


czyli 

(6) ap +b4=0, 
gdzie gi4 są funkcyjami wyznaczonymi stopnia n-go, a stosunek stałych 
aib pozostaje dowolnym. Zmieniając ten stosunek, otrzymamy pęk krzy: 
wych rzędu n-go, z których każda przechodzi przez punkty dane. 

Atoli krzywe pęku przechodzą przez wszystkie punkty, w których się 
przecinają krzywe Ņ=0 i 4=0. Ze zaś dwie krzywe rzędu n-go przecinają 
GE TD 

2 


się w n? punktach, przeto, wrazie, gdy —2<m (co ma 
miejsce przy m > 2), wszystkie krzywe pęku przechodzą jeszcze przez 
n? — BHDORA +2 punktów, prócz BRDETA 2 punktów danych, 
wyznaczających pęk. Mamy zatym twierdzenie: wszystkie krzywe algiebraiczne 


rzędu n-go, przechodzące przez 36 + 1)(n 4+ 2)—2 punktów, przechodzą jedno- 
cześnie przez n? — z (n +- 1) (n + 2) + 2 innych punktów, odpowiednio przez tamte 


wyznaczonych. Lubo więc 3 (u +1)(n+2)—1 punktów wyznacza wogóle 


krzywą algiebraiczną rzędu n-go, to jednak, wrazie, gdy jeden z danych pun- 
któw jest taki, iż on, według powyższego twierdzenia, jest wyznaczony przez 
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im 1)(n+-2)—2 z danych punktów, krzywa nie jest przez te punkty wy- 


znaczona. 

199.  Wszczególności, jeżeli n=3, mamy twierdzenie: wszystkie krzywe 
rzędu 3-go, przechodzące przez 8 punktów danych, mają nadto punkt dziewiąty spól- 
ny, Z tego twierdzenia można wyprowadzić dowodzenie twierdzenia Pas- 
cala (art. 162). Jakoż, niech (fig. 52) 1, 2, 3, 4,5, 6 będą następującymi 
po sobie bokami sześcioboku wpisanego w krzywą stopnia 2-go; (1, 4), (2, 5), 
(3, 6) punktami przecięcia się boków przeciwległych 1i4, 215, 31 6. Boki 
nieparzyste tworzą łącznie liniją C, rzędu 3-go; boki 
parzyste tworzą łącznie drugą liniją C, rzędu 3-go; 
nakoniec krzywa stopnia 2-go Č i prosta D, przecho- 
dząca przez punkty (1, 4), (2, 5), tworzą łącznie trze- 
cią liniją Cs rzędu 3-go. Linija Cz przechodzi przez 
8 punktów przecięcia się linij C, i ©} mianowicie 
przez punkty (1, 2), (1, 4), (1, 6); (3, 2), (3, 4); (5, 2), 
(5, 4), (5, 6); a zatym przechodzi i przez punkt dzie- 
wiąty (3, 6). Skoro zaś ten punkt nie leży na krzy- 

Fig, 52. wój C, więc znajduje się on na prostćj D. A zatym 
punkty (1, 4), (2, 5) i (3, 6) leżą na jednćj prostćj. 

200. Dwie krzywe algiebraiczne, z których jedna jest rzędu m-go, 
a druga rzędu n-go, mają mn punktów spólnych; albowićm liczba układów 
wartości na dwie niewiadome z, y, czyniących jednocześnie zadość dwu ró- 
wnaniom 


/a,yj=0 i ga,yj=0, . 


z których jedno jest stopnia m-go, a drugie stopnia n-go, jest równa mn. 
Stąd wnosimy, że przez z(a + 1)(n++2)—1 punktów danych nie można po- 
prowadzić krzywćj algiebraicznćj rzędu n-go właściwćj, jeżeli więcćj, aniżeli mn 
z tych punktów leży na krzywćj rzędu m-go, przy m<<n. Albowićm, jeżeliby to 
było możebne, wówczas krzywa rzędu »-go miałaby z krzywą rzędu m-go 
więcćj, aniżeli mn punktów spólnych. Lubo więc, w tym przypadku, punkty 
dane wyznaczają równanie stopnia »-go, jednak to równanie jest przywie- 
dlnym, t. j. jest iloczynem równań stopni niższych, tak, iż przedstawia układ 
krzywych rzędów niższych. Ażeby linija rzędu m-go, przechodząca przez 


za --1)(n-- 2) — 1 danych punktów, mogła być krzywą właściwą, conajwięcćj 


mn —} (m—1)(m— 2) z łych punktów może leżéć na krzywéj rzędu m-go, przy 


m<<m. Jakoż, jeżeliby na krzywćj rzędu m-go leżał o jeden punkt więcój, to 
natenczas przez pozostałe punkty, których jest 


z (n+-1) (n+-2)— 1 — mn + 3 (m—1)(m—2)— 1 =i (n—m + 1) (n—m-- 2)—1, 
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możnaby poprowadzić krzywą rzędu (u —m)-go, Ta krzywa rzędu (n— m)-ga 
s krzywą rzędu m-go tworzyłyby liniją rzędu n-go, przechodzącą przez 


> 5 (m + 1)(n-2)— 1 punktów danych; a zatym, według twierdzenia art. 197, 


nie możnaby wtedy przez te punkty żadnćj innćj linii rzędu n-go poprowa: 
dzić, — Tak np., linija rzędu 3-go, przechodząca przez 9 punktów, których 
6 leży na krzywćj stopnia 2-go, jest układem téj krzywćj i prostój, przecho: 
dzącćj przez trzy pozostałe punkty. 

201. PUNKTY WIELOKROTNE. Prostą przecina krzywą algiebraiczną rzędu 
n-ego w n punktach. Jakoż, weźmy pod uwagę jakąkolwiek prostą, Niech 
x, y będą spółrzędnymi punktu p danego na tój prostćj, a X, Y spółrzędny: 
mi jéj punktu bieżącego P; oznaczmy przez r odległość zmienną pP, a przez 
lim dostawy kątów, które kierunek pP tćj prostćj czyni z kierunkami do- 
datnymi osi z iy, do siebie Ay: i Mamy wtedy 


(1) X=r+-lr, =y+ mr, 


Jeżeli punkt P jest punktem przecięcia się  prostój pP z krzywą algiebraiczną 
rządu n-go 


(2) JX, Y)=", 
natenczas wartości (1) na X, Y' uczynią zadość równaniu (2), t. j. będzie 
(3) Sæ ++ lr, y+ mr)=0, 


To równanie daje wartości na odległość r punktu przecięcia się prostéj (1) 
z krzywą (2) od punktu p. Pozostaje okazać, że równanie (3) jest względem 
r stopnia n-go, W tym celu nieodzowna wyprowadzić uprzednio pewien 
wzór zasadniczy z dziedziny rachunku różniczkowego, 

202. Niech f(x) będzie funkcyą zmiennćj © całkowitą stopnia n-go, 


(4) f/(e) = a + yt + ąz? + ....-+- at", 
Oznaczmy 

| ffa) zq4 + 201 +-...... + naa” 
(5) f'(2) = 204 +-...:a1 ++ n(n — 1)a,z"-? 


J9(fz) = n(n— 1)(n — 2)...2.1a,. 
Funkcyje (5), z których piórwsza otrzymuje się z funkcyi /(z) przez zmniej- 
szenie w każdym wyrazie wykładnika potęgi z-a o 1 i przez pomnożenie 
tegoż wyrazu przez wykładnik pierwotny, a każda następująca według tego 
samego prawidła wyprowadzić się daje z poprzedzającćj, zowią się pochodnymi 
funkcyi /(z), a mianowicie f'(x) pochodną pićrwszą, albo rzędu 1-go, /"'(2) po- 
chodną drugą,..., f(x) pochodną n-ą. Widoczna, że »pochodna n-a funkcyi 
całkowitój KUREK n-go jest liczbą stałą«, skąd znowu wynika, że »pochodne 
następne są równe 0«.— Te pochodne będziemy oznaczali sposobem przyjętym 
w rachunku różniczkowym odpowiednio przez ZL, AC R e3 Sae ntj 
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d2 
MOE 
Weźmy teraz pod uwagę funkcyją całkowitą stopnia n-go np. z dwiema 
zmiennymi % iy, od siebie niezależnymi, 


(7) J(x, y) za + ba + by + ca? + avy + Gy? +... 


Jeżeli tćj funkcyi weźmiemy naprzód pochodną +-ą względem z, t. j. uważa- 
jąc y za liczbę stałą, a następnie tćj pochodnćj pochodną k-ą względem y, t.j. 
przyjmując, że przytym z jest liczbą stałą, to otrzymąmy pewną funkcyją — 
wogóle — obu zmiennych, która zowie się pochodną (i +-k)-ą, wziętą i razy 
względem z, a k razy względem y. Tę pochodną oznaczać będziemy sposo- 


d” 
(6) ro = SIE), sA 


ił 
bem przyjętym w rachunku różniczkowym przez A Tak np., dla 


/(z, y)=a+- bz + by + ca? + TY + Czy? 


mamy 
If, 
Se + 2cx + ey, 
na Ja Hat ++ 2oy, 
Sy) o f(x, y) _ f(x,y) > FY) o 
ppa =e  gzdy T dyda | V dy —*a 


» Wszystkie pochodne n-te funkcyi całkowitćj stopnia n-go są liczbami stały- 
mie. »Wartość pochodnćj, wziętćj względem obu zmiennych, nie zależy od 
porządku, w jakim się je bierze względem oddzielnych zmiennych«. Pra- 
wdziwość tych twierdzeń uwidoczniona w powyższych wzorach. 

203. Podstawmy we wzorze (4) « +h za æ; będzie wtedy 


Jæ + h) Ea + a(x + h) + aąfe 4h)? +-... + an(7 +- h)*. 
A gdy poszczególne potęgi dwumianu « +-h rozwiniemy zapomocą wzoru 


Newton'a i stronę drugą uporządkujemy podług potęg rosnących liczby h, to 
wypadnie, według (5) i (6), 


hdffe) _ W dYy(a) m dfa), 
(8) Jr+h= Ja) ET aa 1.3 da? LŚ W RTS 


Podstawmy taksamo we wzorze (7) c +h i y +k zaawiy. Rozwijając 
Jæ +h, y +k) podług potęg rosnących liczby h zapomocą wzoru (8), mamy 


Kayt , 12 fey +) 


JGerhytO=/zv+O a TIa op Eenh 
h  Pfæy+tk | 
teti 2...% ax 


Gdy zaś następnie, zapomocą tego samego wzoru, rozwiniemy 
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YGY+RB BYGYŁK Pey 
~ æ — 8a2 ; ag 
9" f(x, y + k) 
Ig” 


fle, y +k), 


jest liczbą 
P f(x y) | 
94” 


podług potęg rosnących liczby k i uwzględnimy, że 


o" f(x, y +k) 


3% można pisać 


od z i y niezależną, a więc, że zamiast 
wówczas 
k as y) , K Pf, y) e ef(ay) 
ath y +E y) + q +rg ay? E pr ES dy" 


n—l1 a» y 
zt TONETA k J@, y) 


1 ILIY 2...(n—1) Iray 
2 2 .n—? ə” A 
- aiea CE gz ACE 
z ..(n—2) ILI y 
hh  Pf(x, y) 
ÞES TR dar 


Oznaczywszy, dla skrócenia, przy i= 1, 2,...,n, 


©) Aya y EW wą (I)ER it. + W, 


możemy wzorowi PARĘ, nadać postać 
(10) f+ h, y FK ZJ) +7 TAG) Z y+. «bi ra ANa). 


Wzory (8) i (10) zowią się wzorami Taylora. 

Taksamo można rozwinąć funkcyją trzech lub więcćj zmiennych. 

204. Rozwińmy zapomocą wzoru (10) lewą stronę równania (3) podług 
potęg rosnących liczb lr i mr. Otrzymamy w ten w: równanie 


a1) Sæti gAs V+, R TET 7 Ta AJ ©GYUVZY 
gdzie, przy i=1, 2,. 


a/(z, Dn 


f(E, Y) ya 
Əy’ 


ę i Sa) ») - 

(12) Af, y)= 6 + (zyczy m. + 
Równanie (11) jest stopnia n-go względem r, co dowodzi, że prosta (1), pP, 
a więc jakakolwiek prosta, przecina krzywą algiebraiczną rzędu n-go (2) 
w m (i tylko w n) punktach. Te punkty albo mogą być wszystkie rzeczywi- 
ste, albotóż niektóre z nich, a niekiedy wszystkie mogą być urojone, co zależy 
od tego, jakimi są pierwiastki równania (11). 

205. Załóżmy, że spółrzędne punktu danego p czynią zadość równaniu 

f(s, y) =0, 

t.j. że punkt p leży na krzywéj (1), a nadto, że spółczynniki kierunkowe 
Lim prostéj pP czynią zadość równaniu warunkowemu 
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LOW y) df(t, IAA 


(13) 0=A/(a, y) = 3y 

W tym przypadku, równanie (11) ma CZA: r2, co dowodzi, że prosta pP 
ma z krzywą (1) w p dwa punkty spólne, prócz p—2 innych punktów. Taką 
prostą nazywamy styczną krzywćj (1) w punkcie p, który znowu zowie się 
punktem styczności. 

Ostatnie równanie daje wartość na stosunek /:m spółczynników kie- 
runkowych stycznćj. Otrzymamy zatym równanie stycznój, mnożąc owe ró- 
wnanie przez r, a następnie podstawiając w nim za /r i mr wartości X— r 
iY—y wynikające ze związków (1). Równanie więc stycznćj do krzywćj 
(1) w punkcie (z, y) jest 


= raj A= 2 


(14) Zz) POW (Yi p» CEA 


Z tego równania czytamy, że styczna w punkcie (z, y) jest prostą oznaczoną, 
wyjąwszy przypadek, kiedy spółrzędne tego punktu czynią zadość nietylko 


i ; 5 z df(t, 
równaniu f(x, y) =0, ale jednocześnie równaniom U y) = (0 1 AE 9 0, 


Tym przypadkiem zajmiemy się teraz szczegółowićj. 
206. Niech będzie jednocześnie 


Lą WY) __ af(2, y)__ 
(15) J2J=0, —577=0 AE "ob: 


W tym przypadku, równanie warunkowe A/fa, y)=0 staje się tożsamościo- 
wym, a przeto każda prosta, wychodząca z punktu p, okróślonego równaniami 
(15), przecina krzywą (1) w dwu punktach, schodzących się razem z punktem 
p. Ten punkt, t. j. punkt okróślony równaniami (15), nazywamy punktem 
podwójnym krzywćj (1). 

Pomiędzy prostymi, wychodzącymi z punktu podwójnego, znajdują się ta- 
kie dwie, które w tym punkcie przecinają krzywą w trzech punktach;albowiem 
jeżeli spółczynniki kierunkowe /, m czynią zadość równaniu kwadratowenu 
z y) A PAL Y) A + PS2, Y) na 
awdy dy2 7 
wówczas trzy pierwiastki równania (11) będą równe 0. Te dwie osobliwe 
proste nazywamy stycznymi do krzywój (2) w punkcie podwójnym p. Otrzy- 
mamy równanie tych dwu stycznych, mnożąc równanie (16) przez r, a ra- 
stępnie zamiast Įm i mr podstawiając w nim X—zsiY —y. Równaniem 
więc tych stycznych jest 


(16) = Af (x, y) Z——— PB +-2— 


an ZY ax apy ED xay) R X y= 


Ponieważ krzywa f(x, y)=0 w punkcie podwójnym posiada dwie siy- 
czne, zatym widoczna, że w tym punkcie przecinają się dwie gałęzi krzywźj. 
Należy wszakże rozróżnić trzy przypadki punktu podwójnego. 
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a. Jeżeli równanie (16) daje na stosunek /:m dwie wartości rzeczywi- 
ste i od siebie różne, wtedy obie styczne w punkcie podwójnym istnieją rze- 
czywiście. W tym więc przypadku, dwie rzeczywiste gałęzi krzywćj przeci- 
nają się w punkcie podwójnym. Taki punkt podwójny nazywa się węzłem 
krzywćj. 

b. Jeżeli pierwiastki równania (16) są zespolone, wtedy dwie styczne 
w punkcie podwójnym nie istnieją w rzeczywistości, albo raczćj są urojone 
i sprzężone, a zatym przecinają się w punkcie rzeczywistym. W tym przy- 
padku, przez punkt podwójny, lubo on stanowi część składową krzywćj, nie 
przechodzi żadna rzeczywista gałąź krzywój. Taki punkt podwójny nazywa 
się punktem odosobnionym krzywéj. 

b. Jeżeli oba pierwiastki równania (16) są sobie równe, wtedy obie 
styczne w punkcie podwójnym razem się z sobą schodzą, 'Taki punkt po- 
dwójny zowie się punktem zwrotu krzywćj. Według tego okróślenia, 
punkt podwójny, okróślony równaniami (15), będzie punktem węzłowym, pun- 
ktem odosobnionym, lub punktem zwrotu, według tego, czy wyróżnik lewćj 
strony równania (16), t. j. wyrażenie 


8/(«, y) Vf, y) _ (f(x, yy? 
dx? dy? ozdy 


posiada w tym punkcie wartość ujemną, dodatną, czytóż równą 0. 

207. Trzy rodzaje punktów podwójnych krzywćj algiebraicznój uwido- 
cznimy na przykładzie. Weźmy pod uwagę t. z. parabolę rzędu 3-go, t. j. 
krzywą, daną przez równanie 


y? = (x —a) (x —b) (x — e), X 
w którym zakładamy, że 
O<ca<b<e. 
Z tego równania widzimy, że pa- KD 
rabola rzędu 3-go leży całkowicie 0 A JR W z 


po prawéj stronie osi y-ów (gdyż, 

dla © <0, y jest liczbą urojona), 

tudzież, że oś æ-ów jest osią sy- 

metryi téj krzywćj (gdyż, dla 

«> 0, y przyjmuje dwie wartości, 

różniące się tylko znakiem). Dla Fig. 53. 

= CZD L= j68% YO; 

a zatym, jeżeli (fig. 53) OA =a, OB=b, OC=c, to krzywa przechodzi 
przez punkty A, B, ©. Gdy nadto 

dla «<a rzędna y posiada wartość urojoną, 


w WODREW 5 dg) e n rzeczywistą i skończoną, 
LL) b TKE ŁŁ) ” 2 n urojoną, a 
w. X2=8 i. 4 rzeczywistą i razem z z wzras 
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stającą do nieskończoności, więc widocznie krzywa składa się z dwu części 
od siebie oddalonych: z jajka (owalu), zawartego między AiB,i z ga- 
łęzi nieskończonćj, poczynającćj się w punkcie ©. Figura 53 wskazuje 
kształt téj krzywćj. 

Zrobimy teraz trzy założenia względem wartości liczb a, b, c. 
a. Niechaj naprzód b=c. W tym przypadku, punkt B schodzi się 
z punktem C (fig. 54), wskutek czego 
owal łączy się w B z gałęzią nieskoń- 
p —G——7 czoną; punkt B staje się punktem po- 
dwójnym, w którym krzywa samę sie- 

Fig 54. bie przecina. Równanie zatym 
P= (a — a) (z —b)?, 
w którym a <b, przedstawia krzywą z punktem węzłowym (b, 0). 


b. Niech następnie a=b., W tym przypadku, owal ściągnął się w je- 
den punkt A (fig. 55), zupełnie od- 


z osobniony od gałęzi nieskończonćj, 
Równanie zatym 
5 37% x = (e — 02(— 0), 


w którym a-<<e, przedstawia krzywą 
z punktem odosobnionym, a do nićj 
Fig. 55. należącym (a, 0). 

c. Niech nakoniec a=b =c. 
W tym przypadku, owal ściągnął się w jeden punkt A (fig. 56) i złączył się 
z gałęzią nieskończoną, wskutek tego, że wiérzchołek C tćj gałęzi zeszedł się 
ztym punktem. Mamy teraz tylko gałąź nieskończoną z wićrzchołkiem 
w A, który jest punktem zwrotu 
krzywćj. Równanie zatym 
0 e 2 ROZDZ x y =(1—a)3 
z" przedstawia krzywą z punktem 
zwrotu (a, 0). 

Z tego przykładu widzimy 
także, że punkt zwrotu jest punktem podwójnym odmiennego rodzaju, aniżeli 
punkt węzłowy, lub punkt odosobniony. Jakoż, jeden warunek (=c, lub 
a—=b) był potrzebny, aby krzywa yż =(x— a) (z — b) (x —c) posiadała wę- 
zeł, lub punkt odosobniony, gdy tymczasem dwu warunkom (a=b=g) stać 
się musiało zadość, aby ta krzywa posiadała punkt zwrotu. Dlategotćż, mó- 
wiąc następnie, że punkt jest podwójnym, zwykle rozumićć przez to będziemy 
albo węzeł, albo punkt odosobniony. To samo wypada z artykułu 206. Al- 
bowióm dwie spółrzędne punktu zwrotu powinny uczynić zadość nietylko 
trzem równaniom (15), ale jeszcze równaniu 

*/(w, y) OJCU, y) _ (Ez 0 

Ix? gy? owady 
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2 2 fir 
208. Załóżmy, że oprócz (15) jest także == 


ga Ixy 

= = 0, i przyjmijmy, dla większćj ogólności, że taksamo rzecz się 
ma z wszystkimi pochodnymi rzędu 3-go,..., (k — 1)-go, lecz, że przynajmnićj 
jedna z pochodnych rzędu k-go jest =0. Równanie (11) będzie wtedy miało 
k pierwiastków równych 0, co dowodzi, że każda prosta, przez punkt p(x, y) 
przechodząca, ma w tym punkcie z krzywą /(x,y) =0 k punktów spólnych. 
Punkt p jest w tym przypadku punktem k-krotnym krzywćj algiebraicznćj 
f(x, y)==0. Pomiędzy prostymi, przechodzącymi przez punkt k-krotny krzy- 
wćj, znajduje się k takich, z których każda ma w tym punkcie jeszcze jeden 
punkt spólny z krzywą. Jakoż, jeżeli 


KŃ8* ffa, 
as) o= zt + (|) zi "mb EAE me, 


"natenczas każda z k prostych, przechodzących przez punkt k-krotny p, któ- 
rych spółczynniki czynią zadość równaniu (18) stopnia k-go względem /:m, 
mićć będzie w p k+ 1 punktów spólnych z krzywą. Te proste nazywamy 
stycznymi do krzywćj w punkcie k-krotnym p. Stosownie zaś do tego, jaki- 
mi są pierwiastki równania (18), punkt k-krotny posiadać będzie różne cechy. 


Każdy punkt k-krotny można tiważać jako skupienie zk —1) punktów po- 
dwójnych. Albowićm, gdy k gałęzi krzywćj wzajemnie się przecina, to istnieje 
3 ME—1) punktów podwójnych. J W zaś te wszystkie gałęzi przechodzą 
przez jeden punkt, to wtedy zamiast z K(k— 1) punktów podwójnych wystę- 


puje jeden punkt k-krotny. 
Spółrzędne punktu k-krotnego uczynić mają zadość conajmnićj 


142484... = kE), 


równaniom warunkowym. Stąd wynika, że, jeżeli chodzi o wyzńaczenie rô- 
wnania krzywćj zapomocą punktów, to każdy punkt k-krotny należy uważać 


jako równoważny > gE + 1) conajmnićj punktom zwyczajnym (pojedyńczym). 

209. Bomis KRZYWEJ ALGIEBRAICZNEJ. — Krzywa algiebraiczna rzędu 
n-go może mićć conajwięcćj 3 (u —1)(n—2) punktów podwójnych, jeżeli się nie 
roskłada na krzywe rzędów niższych. Jakoż, załóżmy, że ma ona punktów po- 
dwójnych o jeden więcćj. W tym przypadku, przez 5 (n — 1) (n — 2) + 1 


punktów podwójnych krzywych / i przez n—3 innych punktów (pojedyń- 
czych), dowolnie na niéj obranych, a więc przez 


5 G—1)n—2)+1 +n—3=5(1—1)n—1 
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punktów móżnaby nakróślić krzywą ę rzędu (n — 2)-go, któraby z krzywą 
f miała 


2 z a—1)h—2)+1 +n—3=n(0 — 2) +1 


punktów spólnych (rachując każdy punkt podwójny krzywćj f jako dwa pun- 
kty przecięcia się obu tych krzywych). 

Atoli dwie krzywe rzędu n-go i (n—2)-go mogą mićć tylko n(n — 2) 
punktów spólnych, jeżeli one nie mają, przynajmnićj częściowo, zejść się z so- 
bą razem. A zatym krzywa f, mając część spólną z krzywą 9, sama ros- 
kłada się na więcćj krzywych. Jeżeli oznaczymy przez d liczbę punktów po- 
dwójnych (węzłów, lub punktów odosobnionych), a przez r liczbę punktów 
zwrotu krzywćj rzędu m-go, natenczas, według dowiedzionego dopićroco 
twierdzenia, mamy 


d+r<5 (1—1)(a— 2). 


Różnicę 
= 4—1)A—2) — (a+r) 


nazywamy rodzajem krzywćj algiebraicznój rzędu n-go i oznaczamy przez p. 

210. Jeżeli rodzaj linii krzywćj algiebraicznój jest równy 0, t. j. jeżeli krey- 
wa posiada największą możebną ilość punktów podwójnych, wówczas spółrzędne 
któregokolwiek punktu kreywéj można wyrazić jako funkcyje wymierne jednego para- 
metru (jednćj liczby zmiennćj). 

Jakoż, przez z (n— 1) (n— 2) punktów podwójnych krzywéj rzędu n-go 
Jæ, y)=0 i przez n—3 punktów pojedyńczych, obranych dowolnie na téj 
krzywćj, a więc przez pewnych zw —1) (n — 2) +- n3=2 (n— 1)n—2 
punktów, można sobie wystawić poprowadzony pęk krzywych rzędu 
(n— 2)-go. Niech 

ę(2, y, A= p Y) +p Y) =0 
będzie równaniem tego pęku, gdzie X jest parametrem nieoznaczonym, a $, 
io, są dwiema funkcyjami rzędu (n— 2)-go, w zupełności przez powyższe 
punkty wyznaczonymi. Wyrugujmy z równań /(2,y)—=0 i g(a,y,A)=0 
jędnę niewiadomą, np. y; niech 
y(z) =0 

będzie równaniem wypadkowym. To równanie jest stopnia n(n — 2)-go wzglę- 
dem s, stopnia (n — 2)-go względem spółczynników równania /—=0, a sto: 
pnia n-go względem spółczynników równania ę=0. Ponieważ spółczynniki 
równania $—=0 są funkcyjami linijowymi parametru X, zatym spółczynniki 
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równania 4(x)=0 są względem % funkcyjami stopnia n-go. Pierwiastkami 
równania wypadkowego są: odcięte punktów, w których się przecinają dwie 
krzywe f=0 i g=0, a więc odcięte 3—1) (n— 2) punktów podwójnych 
krzywóćj f=0, z których każda jest pierwiastkiem podwójnym równania 
4(x) =0; odcięte n— 3 punktów pojedyńczych, któreśmy dowolnie obrali na 
krzywćj f=0; a nadto, z uwagi, że 


2 36—1)—2) +n—3,=n(n —2)—1, 


odcięta jeszcze jednego punktu przecięcia się dwu krzywych /=0 i 4+=0. 
A zatym, jeżeli z równania wypadkowego 4(%)=0 usuniemy zapomocą dzie- 
lenia n(n —2)—1 czynników dwumiennych, z których każdy jest różnicą 
między æ i jednym z tych pierwiastków wiadomych, wówczas pozostanie 
jeden tylko czynnik dwumienny, w który wchodzi jedyny pierwiastek niewia- 
domy. Przyrównywając do zera ten właśnie czynnik dwumienny, otrzymamy 
ów pierwiastek, jako funkcyją wymierną stopnia n-go parametru A. Ten 
pierwiastek oznacza odciętą punktu na f=0, przez który przechodzi krzywa 
peku y—=0; zmieniając À, otrzymywać będziemy coraz inny punkt krzywój 
/ =0, a więc i coraz inną odciętą tego punktu. 

Spółrzędna zatym « punktu jakiegokolwiek na /=0 wyrazi się przez 


«© =y (%), 
gdzie %(%) oznacza funkcyją parametru A wymierną. Otrzymamy zaś war: 
tość odpowiednią na y, gdy metodą, używaną przy poszukiwaniu największego 
spólnego dzielnika, znajdziemy pierwiastek spólny dwu równań 


ALA y=, xA), » X] =0. 


Ten pierwiastek, t. j. wartość żądana na y, wyrazi się także jako funkcyja 
wymierna parametru À, i mićć będziemy 

y=w(h). 
Krzywe, których spółrzędne v, y mogą być cym sposobem wyrażone jako 
funkcyje wymierne tego samego parametru X, nazywają się krzywymi je 
dnobieżnymi. 

211. ASYMPTOTY KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH. Przez asymptótę 
linii krzywćj algiebraicznćj rozumiemy liniją prostą, która tę krzywą przecina 
w dwu punktach w nieskończoności. Liniją prostą, w obu kierunkach nie- 
ograniczoną, można uważać za koło o promieniu nieskończenie wielkim; dla- 
tegotćż dwa punkty nieskończenie odległe, w których asymptota przecina 
krzywą, można uważać za punkt styczności między obiema linijami. A za- 
tym, zgodnie z powyżćj podanym okróćśleniem, asymptotę krzywćj algiebraicznćj 
można uważać za styczną do krzywćj w punkcie nieskończenie odległym. Z tego 
wypada, że żadna asymptota nie może krzywój rzędu n-go przecinać w więcćj 
niż n—2 punktach, oprócz dwu punktów, leżących w nieskończoności. 
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Ażeby znaleść liczbę asymptot krzywćj rzędu n-go i równania tychże 
asymptot, napiszmy równanie krzywćj w postaci 
QQ) OSE, YE fa, y) +/—A(2, Y) -fn2(0, Y) + 11. + J4(0, Y) +0, 


gdzie fa, fa- fn-2::../, oznaczają sumy wszystkich wyrazów odpowiednio 
stopnia m-go, (n— 1)-go,...,l-go, czyli funkcyje jednorodne zmien- 


nych æ i y odpowiednio tychże stopni. Ponieważ /f,„(z, y) =2" fn (3 =) 

NAC YWZÓ E (a, = ..., przeto równanie (1) można przedstawić 

także pod postacią 

2) =fa parh (1, Z) +e4(1, E) Heal, Z) + 
ttan (i, 5) + a. 

Weźmy pod uwagę liniją prostą, którćj równanie jest 

(3) yY=HT +y. 

Aby otrzymać odcięte z punktów, w których prosta (3) przecina krzywą, dość 

w (2) podstawić 2 =u+ Z. Tymsposobem znajdziemy równanie 


o=ef (1, Noga 1+2)+ 
teteh (upt) +a 


które, jak się zaraz przekonamy, jest względem « stopnia n-go. Jakoż, sto- 
sując wzór Taylor’a, otrzymamy 


2 z 1ż2/,(1, p.) ye Saly), 
Fah buti =A +2 2x? dp? a "roza A na” dy” 
y Ma) 1 p 2 all; W), 
ha (eth) =A totr jaa ee, 
1 veda all, Y), 


+ Cera) =f p) H H „zaj: da 


ń (i, p+ R P+ a B. 


Podstawiając te wartości w równanie ostatnie i, dla skrócenia, oznaczając 
(A, =/(1, i), 
df.(1 
Ary zy EEB 4 fa, p), 


d2f,(1, dfna(1, 
(4) NZ CB + f-(1, 1), 
Se y" “afa, u) w y= i d- Yn a(l, p) A af, GB), 
aae m dy *TR..m=l) dy PTY gy "3 
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mićć będziemy równanie 
(5) 0=/(z, r -++Y)ZA,T" + Aaa! ++ Ant +-...|- A, 


które widocznie jest stopnia n-go względem œ. Stąd wypada (co już wiado- 
me), że prosta przecina krzywą rzędu n-go w punktach. 
Jeżeli spółczynnik kierunkowy p. prostćj (3) jest pierwiastkiem równania 


(6) A„=/,(1, 1)=0, 


to wówczas równanie (5) sprowadza się do stopnia (n —1)-go, a więc jeden 
jego pierwiastek staje się nieskończonym. Jeżeli nadto wyraz niezależny 
y w równaniu prostćj (3) uczyni zadość równaniu warunkowemu 


(7) Aa z EA + fa, 0) =0, 


wówczas jeszcze drugi Moja równania (5) stanie się nieskończonym. 
A zatym, jeżeli w (3) za œ i v podstawimy wartości, otrzymane z równań (6) 
i(7), to wtedy prosta (3), przecinając krzywą fŒ, y)=0 w dwu punktach 
w nieskończoności, będzie asymptotą tćj krzywćj. Równanie (6) jest wzglę- 
dem œ stopnia n-go, a więc daje n wartości na p; dla każdćj z tych war- 
tości wypada z równania (7) tylko jedna wartość na v. Mamy zatym twier- 
dzenie: krzywa rzędu n-go posiada n asymptot. 

Niektóre z tych asymptot będą urojone, wrazie jeżeli nie wszystkie pier- 
wiastki równania (6) są rzeczywiste. Atoli, ponieważ każde równanie o spół- 
czynnikach rzeczywistych może mićć tylko parzystą liczbę pierwiastków uro- 
jonych, lub zespolonych, przeto dodatkowo można powiedzićć: krzywa rzędu nie- 
parzystego ma przynajmnićj jednę asymptotę rzeczywistą, a przeto nie może być 
zamkniętą. 

Jeżeli w; jest jednym z pierwiastków równania (6), natenczas, wskutek 
(7), równanie asymptoty odpowiednćj jest 


(8) y=ps— | 0, w): ZE). 


212. Zastanowimy się nad pierwiastkami równania (6), okrćślającego 
kierunki asymptot. 

a. Jeżeli pierwiastek u, równania (6) czyni zadość równaniu /, (1, 4.) =0, 
to równanie asymptoty o tym kierunku jest y= msz, t. j. ta asymptota prze- 
chodzi przez początek spółrzędnych. Ogólnićj, jeżeli równanie krzywćj 
/(«, y) =0 nie zawićra w sobie wyrazów stopnia (n— 1)-go, wówczas równania 
(6) i (7) sprowadzają się do 


A (0 
f(1,p)=0 i y=. 


Drugie z tych równań, jeżeli Ah Bs<0, daje y=0. W tym więc przy- 
padku, wszystkie asymptoty przechodzą przez początek, a ich równanie bę- 
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dzie wypadkiem rugowania p z równań y=pz i fa(l, p)=0, t.j. 
y i 
h(i, z) czyli 
Ja(£, y) =0. 
Tak np., równanie asymptot hiperboli az? + 2bcy + ey =d jest 


ac? +- 2bcy +, cy =0. 


b. Jeżeli równanie f,(1, \)=0 ma pierwiastek podwójny, to wtedy 


jest zarazem SAL 6) — W tym przypadku, wartość odpowiednia na 


y jest nieskończoną [wyjąwszy przypadek, kiedy także /, „(1, w) =0], a więc 
asymptota oddali się tóż do nieskończoności. Ten przypadek zachodzi w pa- 
raboli, którćj równanie można przedstawić pod postacią 


(ac + by)? + ca + dy + f =0. 


Gałęzi krzywćj fŒ, y)=0, tu należące, zowią się parabolicznymi, gdy 
tymczasem gałęzi krzywćj, mające asymptoty rzeczywiste i leżące w odległo- 
ści skończonćj, nazywają się hiperbolicznymi. 

c. Jeżeli pierwiastek podwójny i, równania /,(1, \)=0 jest zarazem 
pierwiastkiem równania /,„ (1, y)=0, to wówczas w równaniu (5) tak 
A„=0, jak i A„ 1—0, niezależnie od v, t. j. każda prosta o kierunku 
pe przecina krzywą ffa, yy=0 w dwu punktach w nieskończoności. 
Wszakże pomiędzy tymi prostymi są dwie, z których każda przecina krzy- 
wą jeszcze w trzecim punkcie w nieskończoności. Albowićm, jeżeli dla 
p= W, przyjmiemy 


2 d2/,(1, FEEN 
() Ana z AEB y yea 4 fal, =o, 


skąd wypadają dwie wartości v'; i v"; na y, to wówczas trzy pierwiastki ró- 
wnania (5) staną się nieskończenie wielkimi. Te dwie proste y= wz + Yi, 
y=pt + Y"; nazwiemy asymptotami krzywéj /(e, y) =0, odpowiadają- 
cymi pierwiastkowi podwójnemu w; równania /(1,y)=0 wrazie, gdy ten 
pierwiastek jednocześnie czyni zadość równaniu /, (1, .) =0. 

d. Jeżeli jeden z pierwiastków równania /,(1, p) =0 jest 0 lub co, to 
wówczas odpowiadająca mu asymptota będzie równoległą odpowiednio do osi 
«-ów, lub do osi y-ów. Te asymptoty można wynalóść bespośrednio z samego 
równania krzywćj. Jakoż, jeżeli to równanie uporządkujemy podług potęg 
malejących jednćj zmiennćj, np. z, to 


0=ga" + (ny +S) + (Jay? + fiy Fe) 07? -+-.... 


Stąd czytamy, że jeżeli g= 0, to gy + f=0 będzie asymptotą do osi «-ów 
równoległą; jeżeli nadto g, = 0 i f=0, to wówczas gay? + fy +e=0 przed- 
stawiać będzie dwie asymptoty równoległe do osi 2-ów, it. d. Taksamo 
znalóść można asymptoty równoległe do osi y-ów. 
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213. Należałoby jeszcze rozebrać przypadek ogólny, kiedy równanie 
IQ, y) =0 ma k<n pierwiastków równych; wyprowadziłoby to nas jednak 
poza granice, nakróślone niniejszemu zarysowi. Poprzestajemy tylko na do- 
wiedzeniu jeszcze twierdzenia następującego: 

Jeżeli równanie krzywćj rzędu n-go daje się sprowadzić do postaci 


(10) 0=/fa, y) = (Y + ac + b) Pa + Pa, 


gdzie pną i Qn oznaczają funkcyje odpowiednio stopnia (n— 1)-go i (n — 2)-go; 
to prosta 


y+az-+-b=0 

Jest asymptotą tój krzywćj. 

Jakoż, jeżeli w równaniu (10) podstawimy y = — (az + b), to równanie 
(10) nie będzie zawićrało wyrazów stopnia n-go i (n — 1)-go, a przeto w ró- 
wnaniu (5) A„=0 i A, 1=0. Stąd wynika, że równanie np. krzywćj rzę- 
du 3-go, która ma trzy asymptoty rzeczywiste, powinno się dać przywićść do 
postaci 

(U + 10 +b,) +H ag0 + b.) (y + at + bz) =le + my + n, 


a z tego widzimy, że trzy punkty w odległości skończonćj, w których te trzy 
asymptoty 
y + a,0 +b, =0, y+ amw ++b,=0, y+ ac 4-0,=0 
przecinają krzywą rzędu 3-go, leżą na prostój l£ + my + n=0. 
Rozwiązując ) równanie (10) względem y + ac +b i dzieląc obie stro- 
ny przez |/ 1 + aż, otrzymamy 
UODO <iooa E 
Vi+e * /TFóya 
Pićrwsza strona tego równania wyraża odległość prostopadłą punktu (z, y) 
na krzywćj (10) od asymptoty y + ac + b=0. Przyjmijmy, że xiy rosną 


do nieskończoności, Ułamek -* 


jest właściwy; przeto granica, do któ- 


rćj ten ułamek zdąża dla rA jest równą 0. Stąd wypada, że ró- 
wnież odległość prostopadła punktu na gałęzi krzywéj od asymptoty téj gałęzi 
zmiejsza się nieograniczenie, dążąc do 0, wmiarę jak ten punkt oddala się 
do nieskończoności. Zatym: asymptota jest styczną do krzywćj, 

Jeżeli asymptotę y + az +b=0 weźmiemy za oś «-ów nowego układu 
spółrzędnych, to natenczas zapomocą odpowiednićj zmiany spółrzędnych mo- 
żna równanie (10) przywićść do postaci 


Y dna + dra =0, czyli y=— p A 


Ponieważ tak dla s= -+ œ, jak i dla c=—oo, ułamek p= dąży do gra- 
nicy 0, jest więc y=0i dla a=+-00 i dlac=——owo. Stąd wnosimy, że 
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oba punkty w nieskończoności, w których asymptota przecina krzywą, są nie- 
jako dwoma końcami téj asymptoty przedłużonćj do nieskończoności w obu 
kierunkach. 

214. TWIERDZENIE EULER'A O FUNKCYJACH JEDNORODNYCH. HESYJAN. 
Wyniki badań, które jeszcze zamierzamy przeprowadzić nad krzywymi rzędu 
n-go, znacznie zręcznićj dadzą się przedstawić, jeżeli odniesiemy równanie 
krzywćj do układu spółrzędnych trójkątnych, wskutek czego stanie się ono 
jednorodnym 


(1) läs, Tą, 23) Z Laizet WT; =0, 


gdzie a, są spółczynnikami stałymi, a znak sumy odnosi się do wszystkich 
wartości 4, j, k; całkowitych i dodatnych, lub równych 0, takich, iż 


(2) i+j+k=n. 
Oznaczmy, dla skrócenia, 
(3) Ju= zek ' fąą = sA ; pia a, 


Z (1) wynika 
fiELiajt witt, 
J= Djavo nk, 
fą ZZkagraj tpv. 


Mnożąc te trzy tożsamości odpowiednio przez 24, tą, ©; i następnie dodając 
je do siebie, otrzymamy nową tożsamość, 


Lifi + tafa + 03/5 2Ł(i +) + Kaya aj zyć, 

lub, wskutek (2) i (1), 
(4) Gy + Tafa + Tafa =nf. 
Wzór (4) wyraża własność zasadniczą funkcyi f, jednorodnéj, stopnia n-go, 
podaną przez Euler'a. Ponieważ pochodne piórwsze fi, Ja, Ja są także fun- 
kcyjami jednorodnymi, ale już stopnia o 1 niższego, przeto mamy, wskutek 
(4) i przy uwzględnieniu oznaczeń (3), 

Tfu + tafia + 13/13 2(n— 1)fis 

Bifa + afaa + Bafa Z (M— 1) fa 

Lifar + Tafzą + Tąf33 = (n— 1) fa. 


Wyznacznik pochodnych drugich 
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fu > fas Ja | 

fa: fa: fa 

Ja + Jaa + Jaa | 
odgrywa nader ważną rolę w badaniach następnych; dlatego, dla skrócenia, 
będziemy go oznaczali literą H(f) a nazywali hesyjanem funkcyi f od na- 
zwy geometry Hesse'go, który pićrwszy wskazał wielką jego ważność dla 
teoryi krzywych algiebraicznych. 

215. STYCZNE KRZYWÓJ RZĘDU n-G0. Oznaczmy przez X, X, X, 
spółrzędne punktu bieżącego P na prostćj, przechodzącćj przez dwa punkty 
dane pip', których spółrzędne są (24, Tą, 13) i (1, L'a 2'3); możemy wtedy 
przyjąć 
à (1) X, =; AT, CZERWCA Ra "23 +AT';. 

Znaczenie gieometryczne czynnika A wyznacza proporcyja 
(2) DE EUSA E 
Jeżeli punkt P jest punktem przecięcia się prostćj pp' z krzywą rzędu n-go 
(3) JOy Ty, 13) 0, 
to wówczas czynnik A czyni zadość równaniu warunkowemu 
Sært Asi ZAW, Ta + Ary) =0, 

które, po rozwinięciu lewćj jego strony według wzoru Taylora, przybićra 
postać 

X* 
1.2...% 
W tym równaniu f jest wartością funkcyi f(v, £a, c) w punkcie p, a 

ASEL fi + Taf, + Lafa, 

AFET fa H Lafa + 2'3 fas + 2030 afas H 2030 Sar H Laia 1 t. d.; 
ogólnie, dla m< n; 


(4) FEAS + zdaj +..+ 


A8f—0. 


m! RY 

(5) Amf = Z-TETET fat ia' a'k 
gdzie znak sumy odnosi się podobnież do wartości i, j, k, takich, iż i+j+k=m, 
a f,jx Oznacza wartość w punkcie p pochodnój m-ćj aa amaa 3 TUnkcyi zyć 

Równanie (4) jest stopnia n-go względem A; to dowodzi, że prosta pp' 
przecina krzywą f=0 w n punktach. 

Prosta pp' będzie styczną do krzywćj f=0 w punkcie p, jeżeli 

> EAEN P E ERA 
albowiém wtedy dwa pierwiastki równania (4) są równe 0. Piérwsze z tych 
równań warunkowych wyraża, że punkt p leży na krzywéj f, a drugie, że 
punkt p' leży na prostéj Í 
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(6) X, fı + Xafa + Xf =0. 


Ponieważ równaniu téj prostéj czynią zadość także spółrzędne punktu p, gdyż 
podług twierdzenia Euler'a, jest teraz 


> Lifa +. Tafą + Tafa = nf =0, 


przeto równanie (6) jest równaniem stycznćj do krzywćj f=0 w punkcie p. 
216. BIEGUNOWE KRZYWEJ RZĘDU %-GO I KLASA TEJ KRZYWEJ. Ró- 
wnanie 


(1) A” f=0, 


którego lewa strona jest okrćślona tożsamością (5) artykułu poprzedzającego, 
wrazie, gdy w nim uważać będziemy spółrzędne punktu p' jako dane, a spół- 
rzędne punktu p jako bieżące, będzie przedstawiało pewną krzywą rzędu 
(n— m)-go. Albowićm, ponieważ f jest funkcyją stopnia n-go, to pochodne 
m-te téj funkcyi są funkcyjami stopnia (n —m)-go. Tę krzywą nazywamy 
biegunową m-tą punktu danego p' względem krzywćj rzędu n-go 


(2) JG, Tą; z) = 0. 
Wszczególności 
(3) Mfzt';f + Lafa + L'a fa =0 


jest równaniem biegunowéj piérwszéj punktu p' względem téj krzywéj. 

Wyprowadźmy z punktu p' styczną do krzywéj f=—0 i oznaczmy przez 
Zy, Lay Va spółrzędne punktu styczności téj nieznanéj stycznéj. Mamy wtedy 
naprzód równanie warunkowe (2), a następnie, z uwagi, że styczna w tym 
punkcie przechodzi przez punkt p', będzie miało miejsce również równanie 
warunkowe (3). A zatym, punkt styczności téj stycznéj jest przecięciem się 
dwu krzywych (2) i (3), t. j. krzywéj danéj i biegunowéj piérwszéj punktu 
p' względem krzywćj danéj. Pićrwsza z tych krzywych jest rzędu n-go, 
a druga rzędu (n—1)-go; obie przecinają się zatym w n(n—1) punktach. 
Stąd wnosimy, że z każdego punktu p! — mówiąc wogólmości — można wyprowa- 
dzić n(n—1) stycznych do krzywćj rzędu m-go, czyli klasa krzywćj rzędu n-go 
jest — mówiąc wogólności — równa iloczynowi n(n — 1). Poniżćj okażemy, że 
wrazie, gdy dana krzywa posiada punkty wielokrotne, to ta liczba odpowie- 
dnio się zmniejszy. 

217. PUNKTY PRZEGIĘCIA KRZYWEJ RZĘDU n-Go. Niech (cy, £2, £3) 
i (ay hy, £+ ħa, £ +h) będą spółrzędnymi punktu p i punktu p' na 
krzywćj rzędu n-go 


(1) J(Zy Tay Tą) = 0. 
Załóżmy nadto, że punkt p' jest nieskończenie bliski punktu p, a więc, że 
przyrostki hy, ha, hą są nieskończenie małe. 


Styczna do krzywéj f=0 w punkcie p jest przedstawiona przez ró- 
wnanie 
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(2) Z Xii Tą, ca) =0, 
a równanie stycznćj w punkcie p' do tćj samćj krzywój jest 
Z Xie, +h 23 ty 24 +h)=0. 

Zamiast ostatniego równania można, uwzględniając związek (2), pisać 

E Xi [fi (e, + Iny hę, ta Hha) — ffa a 2,)-=0. 
Atoli, podług wzoru Taylor'a jest 
Na Fly, tatha ąth3)— fili, t2 z) =AfrĘ Af+..+ 
gdzie Afi= h fa + ha fa + ha fa 


jest względem hy, h, hz wyrażeniem stopnia 1-go, a wyrażenia A2f, 43/,,... 
zawićrają te nieskończenie małe przyrostki odpowiednio w stopniu 2-im, 
3-im,..., a przeto, jako nieskończenie małe względem A/,, mogą być 
opuszczone. Możemy zatym oznaczyć 


faith, tatha, 83+ hg) — SiE Va, 23) =h fa + hafa + hfa» 
wskutek czego równanie stycznéj do f=0 w punkcie p' przywiedzie się do 
i=8 
(3) 2 X; (h fa + afi +- Pa fia) =0. 
Z porównania równań (2) i (3) wypada, że jeżeli 


(4) UMA + hafia thf _ hifas F lafaa + hafa hfa + faz +hfas, 


fi fa fa 


12. = zapa F 


to wówczas styczna w punkcie p zejdzie się razem ze styczną w punkcie p'. 
Taki punkt p krzywćj f—=0, który jest punktem styczności prostćj, schodzą- 
cćj się razem ze styczną w punkcie sąsiednim p', zowie się punktem prze- 
gięcia tój krzywćj. Zatym styczna w punkcie przegięcia przechodzi przez trzy 
punkty krzywćj, schodzące się z punktem przegięcia, 
Spółrzędne punktu przegięcia p czynią zadość równaniu (1) i równa- 

niom (4), zamiast których można pisać 

hi fis + Rafa + afa =k fo 

hifzi + tafa + hafa =k fas 

hi fai Hafaz + hafas =K fa, 
rozumiejąc przez k czynnik nieoznaczony. Z uwagi, że funkcyje fi, fa fa 
są jednorodne stopnia (n — 1)-go, mamy nadto 


Zifu + tafia + tafia "(0— 1L)Ą, 
ti fai + Lafza + Tą fis = M — 1) fas 


Lifar + Tafzą + Ta fza = (n — 1) fa 
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Wskutek tego, równaniom poprzedzającym można nadać postać: 
ka kz ka 
fu Q "a + fia (1— 5 =.) + fa (1— a )=0, 


Ja Q pa 1) ta (m—,—) + fa (r-r) =o 

fa (— Z) + fa (n 7) z) + fas (— = =y 
Ponieważ różnice s — Aa > hg — z, ką — z nie mogą być wszyst- 
kie razem równe 0, gdyż, w przeciwnym razie, byłoby 71 = = z > a więc 


także FM <%ih =3 aE, a to być nie może, sea punkty p i p' 


Tı 
są punktami oddkielnywi, ah wyznacznik trzech ostatnich równań t. j. 
hesyjan 


(5) HOE | fu , fa fa | 
Ía + fa ı fa 
Jari + fa » fos 


jest równy 0. A zatym, punkty przegięcia krzywćj f=0 leżą zarazem na 
krzywćj H(/) =0. Skoro te dwie krzywe, z których pićrwsza jest z założenia 
stopnia n-go, a druga widocznie stopnia 3(n — 2)-go, przecinają się w 3n(n— 2) 
punktach, zatym mamy twierdzenie: krzywa rzędu n-go posiada — mówiąc 
wogólności — 3n(n— 2) punktów przegięcia. Ta liczba, jak to niebawem oka- 
żemy, odpowiednio się zmniejszy wrazie, gdy dana krzywa f=0 posiada 
punkty wielokrotne. 

218. WPŁYW PUNKTÓW WIELOKROTNYCH NA KLASĘ I NA ILOŚĆ PUN- 
KTÓW PRZEGIĘCIA KRZYWÉJ RZĘDU %-G0. Niech (2x4, 2, æ) będą spółrzę- 
dnymi punktu podwójnego p linii krzywćj rzędu n-go 
(1) FE, Tą, 73) =0. 

Ponieważ każda prosta pp', przez punkt podwójny przechodząca, ma z krzy- 


wą w tym punkcie dwa punkty spólne, przeto, jak to wynika z art. 205, ma- 
my niezależnie od spółrzędnych (z, 1, «';) punktu p', 


(2) Afzi,f, t Lafa + t':f4 0, 
d. ge 
(3) R=Y A= f;=>6; 


Ażeby więc istniał punkt dwukrotny na krzywój f=0, musi być dopełniony 
warunek, który otrzymamy, gdy z trzech równań (3) wyrugujemy stosunki 
Ją : 83:8 Jeżeli D=0 jest tym wypadkiem rugowania, natenczas wyraże- 
nie D zowie się wyróżnikiem wielomianu f. Ten warunek jest wystarczający, 
albowićm równanie czwarte, /—=0, któremu mają uczynić zadość spółrzędne 
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punktu podwójnego, jest, podług twierdzenia Euler'a (art. 214), wynikiem ró- 
wnań (3). Funkcyje fu fas fs są jednorodne stopnia (n — 1)-g0; mamy zatym 
dla punktu dwukrotnego 


fati + fiata + fiata =(n—1)f, =0, 
fu + faat: + fat =(n—1)f,=0, 
Juzi + faata + faata =n — 1)fą =0. 


Rugując z tych równań stosunki 4, : £, : «z, będziemy mieli 


(4) HD) =| fu ; fa » fa |=0. 

fu» fa » fa 

fa 2 Jaa , fa 
Z równania (2) czytamy, że punkt podwójny krzywój f=0 jest zarazem pun- 
ktem pićrwszćj biegunowćój Af =0 jakiegokolwiek punktu p' względem téj krzy- 
wćj; z równania zaś (4) wypada, że punkt podwójny krzywćj f =0 jest zarazem 
punktem krzywćj Hessego H(f) =0. 

219. Aby okrćślić dokładnićj znaczenie punktu podwójnego krzywćj 
f=0 względem krzywych A/=0 i Hf) =0, weźmy ten punkt za wićrzcho- 
łek A, trójkąta odniesienia. Wtedy, dla 2,=21—=0, mamy f/—=0, fı =0, 
fa =0 i f4=0; równanie więc krzywćj f=0 nie powinno w sobie zawićrać 
wyrazów stopnia 0 i 1-go względem 2, i 24, a przeto jest ono postaci 


JE Ga" + 9970577 H 12: + 9 =0, 


gdzie qa, 73,...9, oznaczają funkcyje jednorodne zmiennych ay, 24 odpowie- 
dnio stopnia 2-go, 3-g0,...,n-go. A nadto 

par? + Zyd + 1023 = 
będzie równaniem obu stycznych do krzywćj f=0 w punkcie podwójnym. 
W przypadku szczególnym, kiedy punkt podwójny jest punktem zwrotu, wy- 
rażenie gą będzie kwadratem zupełnym, a zatym wówczas mićć będziemy ró- 
wnanie postaci 

P= (av, + by) =0, 

jako równanie stycznéj w punkcie zwrotu. Wskutek tego, każda z pocho- 
dnych pićrwszych fi, /,, fa funkcyi f nie będzie zawićrała zmiennych 2, i aą 
w stopniu 0, a nadto dwie piórwsze f, i f} zawićrają potęgi tych zmiennych 
l-szą i wyższe, a trzecia f} 2-gą i wyższe. Stąd wynika, że punkt podwójny 
p krzywćj f=0 jest punktem pojedyńczym pićrwszćj biegunowój Af=0 jakiego- 
kolwiek punktu p' względem tój krzywćj. 

W przypadku szczególnym, kiedy punkt podwójny jest punktem zwrotu, 
pochodne fi, fa fa będą zawićrały w wyrazach stopnia najniższego względem 
£, Ì dą, jako czynnik spólny, wyrażenie linijowe az, + by4. Stąd wypada, że 
styczna w punkcie zwrotu do krzywćj f=0 jest zarazem styczną do piórwszćj bie- 
gunowćj Af=0 w punkcie pojedyńczym, który się razem schodzi z tymże punktem 
zwrotu, 
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Przy tych samych założeniach, najniższe potęgi zmiennych 2, i 2 
w pochodnych drugich 


fw fa far Ja; fan fa 
są odpowiednio LATLADZA R a EK 


Skoro więc 
(4) Hf) = fufufsa $F 2 fafai fsa —fi faa? — fafu 2 — fafo 


zatym widocznie w funkcyi H(f) najniższa potęga zmiennych 24 i 2 jest 2-ga. 
A zatym: punkt podwójny krzywćj f=0 jest także punktem podwójnym krzywój 
Hessego H) =0. 

Nietrudno także okazać, że styczne do f=0 w punkcie podwójnym są za- 
razem stycznymi do H(f)=0 w tymże punkcie. Jakoż, jeżeli weźmiemy dwie 
styczne w punkcie podwójnym za boki A,A, i A¿A,, trójkąta odniesie- 
nia, to wówczas równanie obu stycznych będzie 

a Z 243 >0 
i wtedy wyrazy stopnia najniższego względem 2, i x; wyrażenia (4') na Hf) 
zawićrać będzie, jako czynnik spólny, tak z,, jaktóż 2; albowióm z, jest 
czynnikiem spólnym pochodnych fa, f43, f33, & 1ą jest czynnikiem spólnym 
pochodnych fii, fis, faa, A przynajmnićj jedna z tych pochodnych wchodzi 
do wyrażenia (4') na H(f). 

W przypadku szczególnym, kiedy punkt podwójny jest punktem zwrotu, 
będzie inaczćj. Jakoż, jeżeli styczną w punkcie zwrotu krzywćj f=0 we- 
źmiemy za bok A,A, trójkąta odniesienia, wówczas równanie tćj stycznćj 
będzie 

p,zz;3=0. 
Stąd zaś wypada, że w pochodnych 


fun fan Jas Ja» Jas fiz 

najniższe potęgi zmiennych 2, i 2 są teraz odpowiednio 0, 1, 2, 2, 1, 1. Naj- 
niższa więc potęga zmiennych æ, i z w funkcyi H(/) jest teraz 3, a nie 2, jak 
przedtym, a nadto każdy wyraz stopnia najniższego względem 2;, i 23 W roz- 
winięciu (4') funkcyi H(f) widocznie zawićra 2,2, jako czynnik spólny. Stąd 
wypada: punkt zwrotu krzywój f=0 jest punktem potrójnym krzywćj H(f) =0, 
a nadto z trzech stycznych do H(f) =0 w punkcie potrójnym dwie schodzą się ra- 
zem ze styczną do f=0 w punkcie zwrotu. 

220.  Zapomocą twierdzeń poprzedzających można okazać, jaki wpływ 
na zmniejszenie klasy i ilości punktów przegięcia krzywój rzędu n-go mają 
punkty podwójne (węzły i punkty odosobnione) i punkty zwrotu tćj krzywćj. 

a. W artykule 216 okazaliśmy, że klasa krzywćj rzędu n-go, czyli 
ilość stycznych dających się wyprowadzić z jakiegokolwiek punktu p' do 
tćj krzywćj, jest równa ilości punktów, w których ta krzywa f=0 przecina 
się ze swoją pićrwszą biegunową Af=0. Jeżeli krzywa f=0 nie posiada 
ani punktów podwójnych, ani téż punktów zwrotu, to natenczas, z powodu, 
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że krzywa Af=0 jest stopnia (x — 1)-go, krzywa f=0 jest klasy n(n— 1)-ćj. 
Atoli, jeżeli krzywa f=0 posiada punkty podwójne, lub punkty zwrotu, to 
wówczas jéj klasa odpowiednio się zmniejszy. Jakoż, przyjmując, że punkt 
p jest punktem podwójnym krzywćj f==0, z uwagi, że ten punkt jest zara- 
zem punktem pojedyńczym krzywój Af=0, należy pośród punktów przecię- 
cia się krzywych f=0 i Af=0 uważać punkt p za dwa punkty. Prosta, 
łącząca ten punkt p z jakimkolwiek punktem p', lubo przecina krzywą f=0 
w dwu punktach schodzących się razem z punktem p, nie jest jednak styczną 
w zwykłym znaczeniu. A zatym: każdy punkt podwójny krzywćj f=0 zmniej- 
sza ilość stycznych, dających się wyprowadzić do téj krzywćj z jakiegokolwiek pun- 
ktu, czyli klasę téj krzywćj, o 2. 

Jeżeli, powtóre, punkt p jest punktem zwrotu krzywćj f=0, to z po- 
wodu, że ten punkt jest zarazem punktem pojedyńczym krzywćj Af==0, 
a styczna do f=0 w punkcie zwrotu jest także styczną do Af=0, należy 
taki punkt uważać za trzy punkty przecięcia się krzywych f=0 i Af=0. 
A że prosta, łącząca p z jakimkolwiek punktem 7”, nie jest styczną do f=0 
w zwykłym znaczeniu, więc punkt zwrotu krzywćj f=0 zmniejsza klasę krzywćj 
03. A zatym, jeżeli krzywa posiada d punktów podwójnych, a r punktów 
zwrotu, to, oznaczywszy przez v jéj klasę, według powyższego, mamy 


(5) yv=n(n — 1) — 24— 3r. 


b. W artykule 217 okazaliśmy, że ilość punktów przegięcia krzywćj 
rzędu n-go f=0 jest równa ilości punktów, w których krzywą f=0 prze- 
cina krzywa H(/) =0 rzędu 3(n—2). To twierdzenie jest prawdziwe tylko 
wtedy, kiedy /—=0 nie posiada punktów podwójnych i punktów zwrotu. 

Jakoż, jeżeli punkt p jest punktem podwójnym krzywćj f=0, to na- 
tenczas ten punkt jest także punktem podwójnym krzywćj H(/) =0, a nadto 
styczne do obu gałęzi krzywćj f—=0 są stycznymi do obu gałęzi krzywćj 
Hf) =0 w tymże punkcie. Z pićrwszego względu należy uważać punkt p za 
4, a z drugiego powodu jeszcze za dalsze 2, a więc razem za 6 spólnych pun- 
któw dwu krzywych f=0 i Hf) =0. A zatym, każdy punkt podwójny krzywej 
f—=0 zmniejsza ilość punktów przegięcia téj krzywćj o 6. 

Jeżeli zaś punkt p jest punktem zwrotu krzywéj f=0, to ten punkt 
jest zarazem punktem trzykrotnym dla H(f)=0, a nadto dwie styczne do 
H(f)=0 w tym punkcie schodzą się razem ze styczną w p do f=0. Z pićr- 
wszego względu należy uważać punkt p za 2.3—6 punktów, a ze względu 
drugiego jeszcze za 2 dalsze punkty przecięcia się dwu krzywych f=0 
i H(/)=0. A zatym: każdy punkt zwrotu krzywćj f=0 zmniejsza ilość punktów 
przegięcia téj krzywćj o 8. ` 

Oznaczmy przez p ilość punktów przegięcia krzywćj rzędu n-go f=0, 
która posiada d punktów podwójnych, a r punktów SARE MATEAATYCZ 


Ó p 3na —2)—6d— Èr. Towarzystwa kakosogo Wasza 
Wrazie, jeżeli krzywa f=0 posiada punkty wielokrotne, należy każdy punkt 
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wielokrotny zastąpić równoważną liczbą punktów podwójnych i sumę liczb 
podwójnych tak otrzymanych wprowadzić do wzorów (5) i (6). 
221. STYCZNE WIELOKROTNE. Weźmy dla danćj krzywćj 


(1) JO, Tą, 13) =0 
biegunowo wzajemną 
(2) F(2y, Tą tz) =0 


względem jakićjkolwiek kierownicy stopnia 2-go, Wiadomo, że każdemu 
punktowi na jednćj z krzywych f=0, lub F=0, odpowiada styczna do dru- 
gićj z tych krzywych. Jeżeli n punktów na jednćj z tych krzywych leży na 
jednćj prostćj, natenczas n stycznych do drugićj przechodzi przez jeden 
punkt, a zatem rzęd jednćj z nich jest klasą drugićj. 

Punktowi podwójnemu jednćj z krzywych f/=0, lub F=0, odpowiada 
styczna podwójna do drugićj, t. j. styczna, która drugićj krzywćj 
dotyka w dwu punktach. I taksamo, punktowi np. k-ktrotnemu jednój z krzy- 
wych f=0, lub F=0, będzie odpowiadała styczna k-krotna (t. j. z k pun- 
ktami styczności) do drugićj. Jeżeli zaś jedna z krzywych f=0, lub F=0, 
posiada punkt zwrotu, t. j. punkt podwójny, w którym obie styczne schodzą 
się z sobą razem, tworząc jednę prostą, to natenczas druga posiada styczną 
zwrotu, t.j. styczną podwójną, któréj oba punkty styczności schodzą się 
z sobą razem w jeden punkt, punkt przegięcia tój krzywćj. Ile więc jedna 
z krzywych f=90, lub F=0, posiada punktów podwójnych, lub punktów 
zwrotu, tyle druga krzywa posiada stycznych podwójnych, lub odpowiednio 
stycznych zwrotu, czyli punktów przegięcia. 

Wskutek tego, każde twierdzenie, odnoszące się do jednój z krzywych 
biegunowo wzajemnych f=0, Jub F=0, da nam odpowiednie twierdzenie 
dla drugićj, gdy tylko w wysłowieniu tego twierdzenia podstawimy: klasę za 
rzęd, styczną za punkt styczności, styczną podwójną za punkt podwójny, sty- 
czną zwrotu, czyli punkt przegięcia, za punkt zwrotu, i nawzajem, 

222. Wzory PLUCKER'A. Weźmy pod uwagę dwa wzory 

y= n(n—1) — 24 — 3r, 
p= 3n(n — 2) — 6d — 8r, 


wyprowadzone w artykule 220, a wyrażające klasę v i ilość punktów prze- 
gięcia p krzywéj rzędu n-go, która posiada d punktów podwójnych i r pun- 
któw zwrotu. 

Z tych wzorów otrzymamy nowe, gdy w nich za vy, p, m, d, r podstawimy 
odpowiednio m, r, v, 8, p, gdzie nowo wprowadzona litera 8 oznacza liczbę 
stycznych podwójnych. Znajdziemy tym sposobem 

n= v(v—1) — 25—3p 
r = 3y(y — 2) — 60 — 8p. 


Te cztćry wzory podał Pliicker. Są one wielkićj doniosłości, gdyż stanowią 
punkt wyjścia w klasyfikacyi linij krzywych oddzielnych rzędów. 
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KILKA PRZYKŁADÓW KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH STOPNI WYŻSZYCH. 


223. Muszta (KONCHOJDA) NIKOMEDESA. Jeżeli na prostćj OP, prze- 
chodzącćj przez punkt stały O i przecinającćj prostą stałą X'X w T, ode- 
tniemy po obu stronach punktu T stałą długość 'TP, natenczas miejscem 
punktu P będzie krzywa, która się zowie muszlą Nikomedesa. Punkt 
stały O jest biegunem, stała prosta X'X kierownicą, a stała długość 
TP parametrem muszli. 

Znajdziemy równanie téj linii. Niech P (fig. 57) będzie jakimkolwiek 


jéj punktem.  Spuśćmy prostą OCB prostopadłą na XX i oznaczmy 
Z BOP=6, OC=a CB=TP=żi OP=r. Równaniem biegunowym 
muszli będzie zatym OÓP=OT + TP, czyli 


(1) r =asecd +b. 
Przyjąwszy OC za kierunek dodatny osi y-ów, a równoległą do X'X za oś 
«-ów, i kładąc «=OD, y=DP, mićć będziemy 

cosó =", a? | yX— 12, 


Podstawiwszy zaś te wartości w (1), otrzymamy 

(2) (@ + y*) (y — a) = by, 

jako równanie muszli we spółrzędnych prostokątnych. Jeżeli za początek 
spółrzędnych weźmiemy punkt C, to mićć będziemy (pisząc y ++ a zamiast y) 
(3) asy? = (a +- y)* (03 — y’). 


To równanie daje obie gałęzi krzywćj; gałąź bliższa bieguna nazywa się ga- 
łęzią niższą, a gałąź dalsza zowie się gałęzią wyższą. Obie gałęzi 
mają kierownicę X'X za wspólną asymptotę. 

Jeżeli bœa, to biegun O jest punktem węzłowym gałęzi niższćj; jeżeli 
b=a, to biegun O jest punktem zwrotu tćj gałęzi; a jeżeli b-<a, to biegun 
O będzie należał do krzywćj, jako punkt odosobniony. 
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Nikomedes rozwiązał zapomocą swćj krzywćj dwa zagadnienia, sławne 
w starożytności: podwojenie sześcianu i rozdzielenie kąta na trzy części ró- 
wne, Podamy tu tylko rozwiązanie drugiego z tych zagadnień. 

Niech COE (fig. 58) 
będzie kątem danym. Weżź- 
my za kierownicę muszli ja- 
kąkolwiek prostą EC, pro- 
stopadłą do OC, a za para- 
metr muszli b=20E. Po- 
prowadźmy prostą KP, ró- 
wnoległą do OC, aż do prze- 
cięcia się z muszlą w P i po- 
i łączmy punkt P z biegunem 
' O prostą OP. Będzie wów- 


Fig. 58. czas / COP =} Z POE. 


Jakoż, dla 6— / COP = Z EPO, jest EP = FP cosb = 2 OE cos —bcosf. 
Z drugiéj strony, gdy oznaczymy Ņ= / POE, mamy 


EP __bcos6 sing 
e ae a 


Stąd wypada sinę = 2sin0cos0, p = 20, a więc == Jt Kąt COP jest 
więc częścią trzecią kąta COE. 

224. Cysojpa DrokLEsa. Niech O 
(fig. 59) będzie środkiem koła, AB jego śre- 
dnicą. Wystawmy parę rzędnych DE, D'E', 
równooddalonych od środka, i z punktu A 
poprowadźmy sieczne AE i AK które prze- 
cinają rzędne D'E' i DE odpowiednio w pun- 
ktach P'i P. Miejsce gieometryczne tych 
punktów zowie się cysojdą Dioklesa. 

Aby znalóść równanie tój krzywój we 
spółrzędnych prostokątnych, wprowadźmy 
c=AD'), y=D'P', AO =a; wtedy 


AD:DE=AD':DFE, czyli 
2a —a:V (2a — a) =æ: y. 
Stąd wynika 
y (2a — c)=a, 


równanie cysojdy. 
Fig. 59. Początek A jest widocznie punktem 
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zwrotu, a prostopadła do AB, przez B przechodząca, jest asymptotą tój krzy- 
wćj, symetrycznćj względem AB. 

Zapomocą cysojdy rozwiązuje się z łatwością zagadnienie: »znalóść dwie 
średnie proporcyjonalne między dwiema danymi długościami«. Niech aib 
będą dwiema danymi długościami. Długo- 
ścią a=AQ (fig. 60), jako promieniem, 
nakróślmy półokrąg i wykróślmy odpowiada- 
jącą mu cysojdę AGD. W środku C wy- 
stawmy rzędną CE—=b i poprowadźmy pro- 
stą BE, która przecina cysojdę w G. Pro- 
sta AG przecina CE w F: długość CF jest 
jedną ze średnich proporcyjonalnych mię- 
dzy a ib. Poprowadźmy jeszcze prostą GH 
prostopadłą do AB; niech «AH,y=HG; 
natenczas trójkąty podobne ACF i AHG, tu- 
dzież BHG i BCE, dadzą 
a__CE . 2a—z _y 


Ra ÓWCEC c: 


Te równania wraz z równaniem krzywćj dają 


CF = ah. 

Zmieniając w poprzedzającym wykréśleniu role długości a i b, jednę na dru- 
gą, znajdziemy długość Va drugićj średnićj proporcyjonalnćj; jest bowióm 
a: Y ab = Vat: 

Przyjmując w poprzedzającym wykróśleniu b= 2a, mićć będziemy 

I — 
CF =V 2. 
A zatym CF jest wtedy krawędzią sześcianu, którego objętość jest dwa razy 
większą od objętości sześcianu o krawędzi a. Widzimy więc, że zapomocą cy- 
sojdy Dioklesa możemy bardzo łatwo rozwiązać zagadnienie o podwojeniu 
sześcianu. 3 
Przyjąwszy zaś b=na, mićć będziemy CF=a|/ n t. j. krawędź 
sześcianu, mającego objętość n razy większą 
od sześcianu o krawędzi a, 
225. JAJKO DESCARTES'A. Miejsce 
gieometryczne punktu P (fig. 61), którego n/p |} 
odległości r, ir, od dwu punktów stałych 
F, i F, zwanych ogniskami, zadość uczy- Ę 
nią związkowi 
„a) ri + pr =M 
gdzie p. oznacza liczbę stałą, żaś a długość 
stałą, nazywa się jajkiem Descartesa. Fig. 61, 
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Aby otrzymać równanie biegunowe téj krzywćj, weźmy ognisko F, za 
biegun, F,F, za oś biegunową i oznaczmy F,F;+—=c, / PF,F;=6; naten- 
czas z figury widzimy, że 


(2) T2 =r; -+ c? — 2er; cosh. 
Wyznaczając r, z (1) i podstawiając w (2), miéć będziemy 
(3) (p3— 1)r,? — 2(cy?cos6 —a) r, + czył — a? 0. 


Otrzymamy zaś równanie we spółrzędnych prostokątnych, podstawiając w ró- 


wnanie (3)r,3=2?--y?, cos0= „+ 4 mianowicie 


(4) [3 — 1) (2? + y3) — Zepżz + cy? — a? =4a2(2? +- y2). 
Z, (3) czytamy, że będą dwa jajka odpowiadające zagadnieniu: dla jednego 
rı + pr =a, a dla drugiego r, — wra =a; pićrwsze leży wewnątrz drugiego. 
Tego można dowićść gieo- 
metrycznie. Z ogniska F; (fig. 62), 
jako środka, nakróślmy koło pro- 
mieniem a. Przez ognisko F, po- 
prowadźmy dowolnie cięciwę DE 
ipołączmy F, z Diz E. Naten- 
czas, jeżeli weźmiemy PD=yPF;, 
DQ=uF;Q, punkt P będzie pun- 
ktem jajka wewnętrznego, a Q 
będzie punktem jajka zewnę- 
trznego; albowióm PD=yF,P 
jest to samo, co a— F,P=uF,P, 
aDQ=qnF;Q to samo, co 
FiQ<—a=ypF;Q, czyli odpo- 


p i. 


: wiednio F,P + pF,P=a i 
FQ— PFQ =a. 

Zważmy, że FD jest dwusie- 

Fig. 62. czną kąta PF,Q; jakoż, z uwagi, że 


PD=uF,P, DQ = p FQ, mamy 
PD: DQ=F,P: F;Q. 
Przedłużmy QF, i PF, aż do przecięcia się w P, i Q, z F,E; naten- 
czas P, będzie także punktem jajka wewnętrznego, a Q, punktem jajka ze- 
wnętrznego; albowićm, z powodu, że trójkąty PF„D i P,F,E mają kąty ró- 
wne, mamy P;)E=pF,P,; taksamo jest EQ, = p FQ. Według znanego 
twierdzenia, mamy nakoniec 
F,P. F;Q=PD.DQ + F;D”, skąd (1—y2)F,P. FQ = F;D”. 
Że zaś, z podobieństwa trójkątów, FP: F,P, = F;D: F.E, przeto jest jeszcze 
(1 — p?) FQ. F P, =F,D.F,E=stałej. 

A zatym iloczyn Fz().F;,P, jest stały. Tego twierdzenia dowiódł Quetelet. 
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Chasles okazał, że jajko Descartes'a posiada jeszcze trzecie ognisko F;, 
leżące na prostój F,F, zewnątrz obu jajek. Jakoż, poprowadźmy QF; tak, 
aby / F:QF, = Z F,F,P,; natenczas, ponieważ punkty P,, F,, Q, F, leżą 
na obwodzie tego samego koła, mamy 

F, F, . RZE; = FQ . FP; = stałćj. 


To równanie wyznacza punkt F;. Owóż, punkt F, posiada tę samę własność 
względem krzywćj, co punkty F; i F) Aby to uwydatnić, dogodnićj nam 
będzie, gdy równanie (1) napiszemy w postaci 
(5) mr, Z lrini, 
gdzie c, =F,F;, a 7, m, n są liczbami stałymi. Należy zauważyć, że w tym 
przypadku n>m>ł. Ponieważ / F,F;Q=/ F,P,F, = Z F,PF;, przeto 


trójkąty F,PF; i F,F;Q) mają kąty równe; mamy zatym jj: =, 
1=3 


FQ FQ 
Wskutek tego, równanie m F,P + lF ,P =n F,F, wynikające z równania (5), 
przejdzie na mF, F, + FQ =nF;Q, 
czyli nF,Q pm", 1F;Q =m F,F;, 


lub przy FiQ=r, F;Q=r, F,F;= Ga, na 
nry — ra = M Cy. 


Punkt F, jest więc istotnie trzecim ogniskiem jajka Descartes'a. 

226. Srrwak PAscAL'A. Jajko Descartes'a zamieni się na ślimak 
Pascala, gdy a=ch, gdzie c jest odległością obu ognisk F, i Fa; w tym 
przypadku, jedno ognisko F, znajdzie się na krzywój i będzie punktem po- 
dwójnym tćj krzywćj. Podstawiwszy a= cœ w równaniu (3) artykułu po- 
przedzającego, otrzymamy równanie postaci 


(p2— 1)r,? — 2(cp?cos6 — cu)r, =0, 
czyli r =2acosf b, 


jako równanie biegunowe ślimaka 
Pascal’a. 

Toż samo równanie otrzyma- 
my z następującego okréślenia śli- 
maka Pascal'a. Jeżeli na siecznćj 
FR (fig. 63) koła o promieniu ` 
a, wyprowadzonćj z punktu sta- 
łego F na obwodzie koła, odetnie- 
my po obu stronach punktu R, 
przecięcia się tćjże siecznćj z ko- 
łem, długość stałą RP = P'R=b, 
to natenczas miejscem gieometry- 
cznym punktów P, P' będzie śli- 
mak Pascal'a. Albowióm, gdy Fig. 63. 
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FO =a, FP =r, FP'=r', PFO =9, mamy: FP— FR+-RP i FP'=FR-P'R, 
t.j. r=2acos6 +b i r =2acos6 —b. A zatym 
(1) r=2acosb +b 


jest miejscem gieometrycznym punktów P i P'. 
Wstawiając w równanie (1) 


KC WĘTĘGA 1 c 
r= +y, cos = a 


otrzymujemy 
(2) (e? +y? — Zaz) =befa? + y?), 
jako równarie ślimaka we spółrzędnych prostokątnych. Łatwo spostrzóc, że 
punkt =y =Q, t. j. punkt F, jest punktem podwójnym, a mianowicie: wẹ- 
złem przy b<<a, punktem zwrotu przy b=a, a punktem odosobnionym przy 
b>a. W przypadku, kiedy b=a, ślimak Pascala zowie się liniją serco- 
wą (kardiojdą). 
227. Liść DESCARTESA. Krzywą, przedstawioną przez równanie 

(1) x? -+ y? — 3azy=0, 
nazywają liściem Descar- 
tes'a. Widzimy wprost z ró- 
wnania, że początek spółrzę- 
dnych jest punktem węzłowym 
i że osi spółrzędnych są sty- 
cznymi w tymże punkcie. Ła- 
two także spostrzóc, że 
(2) c-+-y++a=0 
jest równaniem jednćj asym- 
ptoty rzeczywistćj téj krzywćj. 
4 Jeżeli więc AO =BO =a (fig. 

N 64), to AB jest tą asymptotą. 

Liść Descartesa jest 

krzywą jednobieżną; kładąc 


Fig. 64. 


bowićm w (1) y=ha, otrzymamy 


3ah 3a? 
(3) ZIE" W niw 


rodzaj krzywćj jest 0; albowićm - (n — 1) (n — 2) — d—r—=0. Wartościom 
parametru A od —oo do —1 odpowiada gałąź CO, wartościom na à od 
—1 do 0 gałąź DO, wartościom zaś na à od 0 do œ odpowiada pętlica 
OEFGO. Jeżeli prosta OH jest prostopadłą do AB, natenczas OF = 30H. 

228 JAJKO CASSIN'EGO. Miejsce gieometryczne punktu, którego ilo- 
czyn odległości od dwu punktów stałych, zwanych ogniskami, jest niezmienny, 
zowiemy jajkiem Cassini'ego. 


http://rcin.org.pl 


KRZYWE ALGIEBRAICZNE RZĘDU n-G0. — 228, 259 


Niech P (fig. 65) będzie jakimkolwiek punktem krzywćj, F i F' ogniska- 
mi tćj krzywćj, O środkiem odcinka FF', «=OM, y=MP, OF=c FP =r, 
FP=r, a m? stałym iloczynem pro- 
mieni FPiF'P. Z okróślenia mamy 
r" = m?; z figury zaś widać, że 
r—=(0—c)2--yż; r= + e)? Hy 
Równanie więc prostokątne krzywéj jest 
(1) (3-+y?+- e — 4er =mi, 
a równanie biegunowe 
(2) r* + 2 (1 — 2cos?6)r2=m* — ct, 
Jeżeli mœ c2, krzywa jest pojedyńczą; 
jeżeli m?< c? krzywa, nie przecina osi 
y-ów i składa się wtedy z dwu oddziel- Fig. 65. 
nych jajek. Jeżeli nakoniec m? =c*, to 
równania (1) i (2) zamieniają się odpowiednio na 


(3) (x? + y2)2 — 22 (13 — y?) =0, 
(4) r2=gcżcos20, 
i, w tym przypadku, jajko Cassi- Y 


ni'ego nazywa się lemniskatą 
Bernoulli'ego. 

W lemniskacie początek O 
(fig. 66) jest punktem węzłowym 
i zarazem punktem przegięcia. 
Lemniskata jest także krzywą je- 
dnobieżną, lubo jćj rodzaj jest 
okróślony liczbą 


3 A—1I)(n—2)—r—d=2. Fig. 66. 
2[/1—a 
Jakoż, wstawiając w równanie, (3) y= æt, mamy .>SRREF kła- 
dąc zaś następnie 1 —t=3*(1 + t), otrzymujemy 
e : NY 
(5) z—V20+%38) „_eV/2X0—w) 
1+4 1-+ 4% 


ĆWICZENIA. 


(199). Wyznaczyć styczne w początku do krzywój y2=1*(1 — 27). 

(200). Okazać, że początek jest punktem krzywój ay? — z + bz? =0 od- 
osobnionym, lub węzłowym, według tego, czy a i b są tegoż samego znaku, czytóż 
jedna z tych liczb jest ujemną, a druga dodatną, 
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(201). Znalóść liczbę i gatunek punktów podwójnych krzywej 
(223 — a?) = ay? (3a + Ży). 
(202). Okazać, że cztóry styczne do krzywćj rzędu 3-go s+ 92 + i =0 
wyprowadzone z początku są przedstawione przez równanie 49, $3 =p. 
(203). Okazać, że warunek, aby krzywa rzędu 3-go 


zy? + ar? + ba? +- cz + d+ Zey=0 
miała punkt podwójny, jest taki sam, jak warunek, aby równanie 
azt + bz? —cz? + dr— ê = 0 
miało dwa pierwiastki równe. 


(204). Znaléść spółrzędne punktu przegięcia krzywój z? — 3b2? + aży=0. 
(205). Okazać, że jeżeli początek jest punktem przegięcia krzywćj 


Yn + Pn—1 F Pn—2 H +00 + a + Pi = 0, 
to natenczas gą jest podzielone przez ©,. 

(206). Okazać, że punkt przegięcia krzywćj 

ay? + Sbzy? + Scz?y + dz? + Bez =0 
A A 3a?e 3 abe 
leży na prostój ay + br =0 i ma za spółrzędne r= —-——, y= 
G=ałd— 3abc + 283, 

(207). Znalóść warunek, pod jakim trzy asymptoty krzywćj 
ag + 3boz + 3biy + 3cgz? + Gcjyz + Ścąy? + doz? +. Bdyz?y + Bdązy? + dzy? = 
przecinają się w jednym punkcie i znaléść spółrzędne tego punktu, 

(208). Z początku wyprowadzamy równoległą do którójkolwiek z asymptot 
krzywój y(az? + bzy + cy? + Zdz + 2ey + f) — 2*=0; okazać, że odcinek téj 
prostéj, zawarty między początkiem i prostą dz +, ey + f= 0, jest podzielony 
przez krzywą na dwie części równe. 

(209). Okazać, że wszystkie trzy asymptoty krzywćj 

aa?y + bzy? -+ a'z? + My? 4 az ++ b'y = 0 
są rzeczywiste i znaléść równania tych asymptot. 

(210). Z punktu O wyprowadźmy dwie sieczne o danych kierunkach, które 
krzywą rzędu n-go przecinają odpowiednio w punktach P}, Paseo Pan i Qi, Qoses Qn 
okazać, że stosunek 00000 E e nie zależy od położenia punktu O. 

(211). Z punktów OiO' wyprowadźmy sieczne równoległe, które krzywą 
rzędu n-go przecinają odpowiednio w punktach P,, P,,...,P, i P', Poor; Pi) 
OP; . OP... OP; 
0'P,.0P;...O'P'. 

(212). Jeżeli wielobok o m bokach przecina krzywą rzędu n-go, to natenczas 
iloczyn z odległości punktów przecięcia się boków 12, 23, 34,..., ml z krzywą, 
rachowanych odpowiednio od wićrzchołków 1, 2, 3,...,m, jest równy iloczynowi 


okązać, że stosunek nie zależy od kierunku tych siecznych, 
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z odległości tychże punktów przecięcia, rachowanych odpowiednio od wićrzchołków 
2, 3, 4...1, pomnożonemu przez (— 1)”* (twierdzenie Carnota). 
(213). Jeżeli prostą przecinają boki BC, CA, AB trójkąta ABC w punktach 
L, M, N, to natenczas BL. CM,AN=— 0L.AM.BN. 
(214). Okazać, że jeżeli krzywa rzędu 3-go posiada trzy punkty przegięcia 
rzeczywiste, to te trzy punkty leżą na jednćj prostćj. 
(215). Na prostćj z P, przecinającćj krzywą rzędu n-go w punktach R}, R3, 
Rz,...,R„, obierzmy taki punkt I[, aby było 
n 1 1 Mfy 
PIL PR, * PR, **"" * PR, 
okazać, że miejscem punktu II jest prosta, mianowicie (n— 1)-sza biegunowa pun- 
ktu P względem danćj krzywćj (twierdzenie Cotes'a). 
(216). Na prostéj o danym kierunku, wychodzącćj z dowolnego punktu Q, 
przecinającćj krzywą rzędu n-go w punktach Ry, Rą,...,R„, obierzmy taki punkt 
II, aby było 


n.QII=QR, + QR +-... +- QR; 


okazać, że miejscem punktu II jest linija prosta (twierdzenie Newton'a), 
(217). Prosta, wychodząca z P, przecina krzywą rzędu n-go w punktach Ry, 
Rą,...,R„, a n asymptot tój krzywćj w punktach $,, S,,..., Sa; okazać, że 


PR, + PR: +-... + PR, = PS, + PS, + ,.. + PS, 
(twierdzenie Newton’a), 

(218). Jeżeli w n punktach S,, 83,...,Sn, w których jakakolwiek prosta 
przecina krzywą rzędu n-go, wykróślimy styczne T}, Tą,...,T, do tój krzywćj, a na- 
stępnie przez P}, Pa, ...,P, i Qi, Qa, ..., Qn Oznaczymy odpowiednie punkty, w któ- 
rych poprzeczna z O wj: PR, i owe styczne, to wówczas 


1 oF 
OP, Ta GF asc ik 3 55; = togt "Pza” A 
(twierdzenie Maclaurin'a). ! 
(219). Okazać, że jeżeli n 4-1 boków jakiegokolwiek wieloboku kształtu 
zmiennego obraca się około n -|- 1 punktów danych, a jednocześnie n jego wićrzchoł- 
ków opisuje n krzywych danych odpowiednio rzędu my-go, ma-go,...,m,-go, to 
(n+ 1)-y wićrzchołek opisze krzywą rzędu Zmyma ...m,-go (twierdzenie Maclau- 
rin'a), 
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WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ. 


(2). :=5 (+ a"), y =; a pi 

(3). Wziąwszy środek O odległości między dwoma danymi punktami za po- 
czątek spółrzędnych, kierunek OB za dodatny kierunek osi z-ów, a prostopadłą do 
AB za oś y-ów, położywszy AO = OB=a i oznaczywszy przez z, y spółrzędne punktu 
bieżącego P, mićć będziemy. 

AP*=(aEx)2 +y, BP’ = (aF z)? +y. 

A zatym (a+ 1) + = (a — 1)? +, 
czyli tmn "tj, Z=89, 
jest równaniem miejsca żądanego. Miejscem więc żądanym jest prostopadła do AB, 
przechodząca przez środek O téj prostej. 

(4). Niech będzie podstawa AB =— 2a, a różnica kwadratów dwu pozostałych 
boków AC? — BO? =m?. Obrawszy taki układ osi spółrzędnych, jak w zadaniu po- 
przedzającym, i oznaczywszy przez z, y spółrzędne wićrzchołka ©, mićć będziemy 


(a +2) py — (0— c pm, 
, 5 m? 

czyli 4as=zm?, t.j. z= rę 
Miejscem żądanym jest więc pewna prosta, prostopadła do AB. 

(5). Obierzmy układ osi, jak poprzednio, i przyjmijny z = OD, y= DP; bę- 
dzie wówczas 

BC? = AB? + AC? — 2AB. AD, 

czyli (m=y)2=4a? + y? — 4a(a + z), 
skąd 2my— 4ar= m?, 
Żądanym miejscem jest więc linija prosta. 

(6). Jeżeli (a, B) są spółrzędnymi punktu danego O, (z, y) spółrzędnymi pun- 
ktu bieżącego P, a OP =r, to w układzie osi, tworzących kąt w, mamy 

(1—a)? + (y—B)? + 2(1— a) (y — p) cosw =r*, 


w układzie zaś prostokątnym (o=5) mićć będziemy 
(-—a)2 + (1—B?=r. 


Miejsce żądane jest krzywą rzędu 2-go. Z wysłowienia zadania wynika, że tą krzy- 
wą jest koło, którego środkiem jest punkt dany, a promień jest równy r. 


http://rcin.org.pl 


WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI PIERWSZEJ. 263 


(7). Obrawszy znowu, jak w zagadnieniach (3), (4), (5), środek O prostćj 
AB za początek, OB za oś z-ów, a prostopadłą do nićj za oś y-ów, i położywszy 
A0=0B=c, AP +BP = 2a, mićć będziemy 


Vett EV (— 2): py = 2a. 
Znosząc zaś niewymierność, otrzymujemy 
(a? — c?) 1? + a3y2 = a?(a? — c?). 
Miejscem żądanym jest więc pewna krzywa rzędu 2-go, która dla a:>c* zowie się 
elipsą, a dla a? <e* hiperbolą. 

(8). Z punktu danego F spuśćmy prostopadłą FD na daną prostą i weźmy 
środek A prostćj DF za początek spółrzędnych, kierunek AF za dodatny kierunek 
osi z-ów, a prostopadłą do DF za oś y-ów, i połóżmy DA=AF—=m. Z punktu 
bieżącego P spuśćmy prostopadłą PE na daną prostą i polączmy PzF, Mamy 
PEPE, t.j. 


V 6— m? py =z + m 
stąd wypada yż=4mz. 
Żądanym miejscem jest więc znowu pewna krzywa rzędu 2-go, która się zowie pa- 
rabolą, 
(9). «z3--y2=3I1, 

(10). 13 —27y2+-12—0. 

(11). r?cos20 =a?. 

(12). 22+ y= (2a— z)?. 

(13), a=0% lub a51. 

(14). Jeżeli zcosę + ycosb — p=0 i zcosę! -+ ycost' — p' =0 są równa- 
niami normalnymi dwu danych prostych, to 


(z cosy + ycosh — p) ZF (zcosy' + ycosy' — p) =0 
będzie równaniem obu (jednój i drugićj) dwu siecznych, 
(16). (ya + ya — 2)2— (22 + ta — Że, )y— (ya — Tayı + iY — t391) =0. 


(18). (4 — 23) z + (Va — Y3)Y — [z (zą — z3) + (12 — DAJE 
(20). 2(1 — Y2)y + 2(21 — c) z — (242 — r +- y’ — Ja?) F0 


1 
(22). B:A= 5” 
T 
(23). 2” 


(24). Jeżeli zcosę + ycosh— p= 0 jest równaniem normalnym prostój, to 
ma być 


cos o Emx; + cost Emmy, — pm; =0. 
Zapomocą tego związku, rugując p, otrzymamy 
(x Zm; — Zm.) cosy + (y Em; — Z my,) cosp =0. 
Żądana prosta przechodzi zatym przez punkt 
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Ten punkt nazywa się środkiem średnich odległości danych punktów. 

(25). Weźmy OA za oś z-ów, prostą OC równoległą do danego kierunku za oś 
y-ów i oznaczmy przez o, B spółrzędne OA i AP punktu P. Jeżeli y— mz jest równa- 
niem prostćj OB, natenczas f = mna, czyli y= mnz będzie równaniem miejsca punktu P, 

(26). Jeżeli OA =a, OB =ù, a przeto OA'=a— k, OB' =b + k, to równa- 
nie miejsca będzie wynikiem rugowania k z równań bz +- ay —ab + k(z —a) =0 
i bz + ay— ab— k(y—Ł)=0, t.j. z+y=a +b. 

(27).  ryrąsin(6, — 62) + rzrsin(0 — 6) + rr,sin(6 — 6,) = 0. 

(29). Wziąwszy A za biegun, a prostopadłą AD do stałój prostćj za oś biegu- 
nową, i położywszy AD =a Bl =s 

’ CA~ sinB 
scem żądanym jest więc pewna prosta, 

(29). Albowićm proste równoległe tworzą pęk promieni, którego wićrzchołek 
leży w nieskończoności, 

(30). art. 39. 

(81). art. 39. 

(32). Jeżeli D, = 0, D; =0, D,=0 są równaniami boków BC, CA, AC, to 
mą Da — mD = 0, mD — m,D;, = 0, m, D, — mD, =0 będą równaniami prostych 
AO, BO, CO, a więc maDa + miD = 0, mD- m,D, =0, mD; + mD, = 0 będą 
równaniami prostych B'C', C'A', A'B'. A zatym pary boków BC, B'C'; CA, C'A'; AB, 
A'B' przecinają się na prostćj R” + mą Da + mD}, = 0. 

(34). Jeżeli ABC, A,B,C,, A,B,C}, A;B;C, są cztórema położeniami trójkąta, 
to (N.AA,AA;) =(N.BB,B,Bz). Stąd wypada (AA,A„A,) = (BB,B;B;), a więc 
także (M.AA,AA;)=(L.BB,B4Bz), co znowu dowodzi, że i (M.CC,0,0,)= 
=(L.0C4C;0,). Dwa więc pęki (MC, MC,, MC,, MC,) i (LC, LO,, LCa, LCs) są 
jednokróślne (art. 51). 

(35). Postąpić podobnie, jak w zagadnieniu poprzedzającym, a potym zasto- 
sować art, 51, 

(36). Jeżeli APB, A,PB,, A,PB,, APB, i AQB, A,QB,, AQB, AQB, są 
cztórema położeniami obu kątów, to mićć będziemy (P.AA,AzA;)=(Q.AA;A3A5); 
a że (P . AA, A,A3) = (P . BB,B,B,) i (Q. AA,A„A,) = (Q . BB,B4B,), przeto 
(P.BB,B;B;) = (Q . BB,B4B;), a zatym i t. d. 


(87): ahann 


= m, znajdziemy r cos(6 — A) = = . Miej- 


24 
——_„>„m> b) —yZtyzyc———— itd. 
84 b 82 + 83 ) i en sat $3— s1 
1 1 1 
c) A Da tą = g Sz0OtAy, zy = g sz00tA;. 


(38). =| ,1ą Sils 
z „zl, z' 
z ; za; EJA 
A 
39). —- 
(88). £ 
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(40). 2AcosA;cosAzcosA3. 
hW Lth 
43), —=——. 
(43) s sts 
(45). sdi + sda +H sh 20 I 44, + hada + hh 20. 
(47). Spółrzędne środka O prostéj, łączącéj punkty P i P’, w których się 


przecinają pary prostych lz; +-lątą+-lgzz=0, 1,2, —lzzz— kaz =0, i 2, +22 — hr; =0, 


243  —234A7 
he — h t} + hr =0, są 0, —— 4) z 3; it.d. Te środki leżą na pro- 
m e p ye: > 
ię «4 -5 gt 
stój MŁ q aa „ b _ 
si s2 s3 


(52). Jeżeli u = 0, w =0; u=0, Mu + Ata +u =0 są równaniami 
dwu par wiérzchołków przeciwległych, to środki trzech przekątnych leżą na prostéj, 
danéj przez równania 

(3 — Ai Jui "(4 + 2 + haju "(4 — M )i- 

(53). a? + 2y2-|- 22 + Zzy + 4az + yz = (z + y + 22)? + (y + 2)? — 427. 

(54). Jakoż, spółczynniki kwadratów w rozłożeniu F będą pierwiastkami ró- 
wnania 


0 =- + (ay, + daa F ga) — M 02 5 ąz 


+ ag Agz|-+ |ti y da] | H | > tia 3 sa | 
jaś iria) |Ma, taa Olzy 3 a2 3 23 
š Olgą + 0432 » 33 
czyli 
mr" À 1 
o=» +3] a32, a33 |+| azı ; aga |+| an a12 | —2 (u tato) F > 
a3ą 3 433 air » 813 a21 + 022 
lub nakoniec 
O=— AN A| aga, ag |+| as aa |+] ari ara|} — Alan + 022 + a) + 1. 
a32 3 033 a113 a21 > 22 


` J $ ć swe 
Jest więc A=- (art. 71). Wielomian F zowie się dołączonym do f. 
(55). Wyróżnik przyrównany do zera daje na wyznaczenie aą równanie sto- 
5 


pnia 2-go 12a,43 — 35a, + 25=0; stąd da= A 


(56).  Wyróżnik wielomianu 1 — cos?) — cos?), — cos?4Ą, + Zeosh, coshącoshz 
jest od zera różny. Jakoż, rozumiejąc przez a, kąt między ścianami zza, i zyzą ró- 
wnoległościanu, kładąc d% = sin?ąsin?Ą, sina, i uwzględniając, że così = 
= cosÀ cosà -+ sinhąsinhgcosa,, znajdziemy, że ów wyróżnik jest równy d. 

(57). Proste z—y—1—0 i r—4y--2—0. 

(58). Proste z +- dy | 62=0, z + G%y -+ 0—=0, gdzie 6 jest pierwiastkiem 


zespolonym równania z* — 1 =0. 


(59). z i 0. 


I — 
, C= 
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(60). (-—5) —(„—5) =p. 


(61). Albowićm to równanie wychodzi na (z,coSsA/ + ząCOSAJ -+ r3cOsA3)? + 
+ (x,5inA; + ząsinA + ząsinAz)? =0. 
(62). |21 a ,%4 |=0. 
Wy yWą V3 
EKTEZYCA 


(63). Jeżeli |x, „wz „rz |=0. 
wy lą „Wz 
ori „z T's | 


(64). Prostą Zi (62). 

(65). Podstawiwszy w równaniu ogólnym raz y==0, drugi raz «=0, otrzy- 
mamy dwa równania: az? + Żajgz + az =Q, azy? + Zaggy + a330, skąd 
SENZA: aa! = 88, b+ = — 203, b! =, a więc położywszy 

44) ai az ’ a32 
a,, =k. bb', mićć będziemy a, =k. aa', Zaz = — kbb' (a + a') Zaz = — kaa'(b+0'), 
dzą =k.aa'by/. Równanie żądane będzie więc postaci 


bb'z? + Zhcy + aa'y? — W'(a + a' )c — aa' (b + b')y + a'th! =0, 
gdzie A=" 2 jest czynnikiem nieoznaczonym. 


(66). iza wziąwszy boki przeciwległe czworokąta, utworzonego przez 

4 punkty dane, za osi, otrzymamy w równaniu biegunowćj punktu (x, y') względem 

krzywćj spółczynnik nieoznaczony a,ą w stopniu l-ym. Równanie zatym rozłoży 

się na dwa równania dwu prostych oznaczonych, które się przetną w punkcie stałym. 

a — By _ 
3 


(67). Są rozwiązaniami równań z' —y — 3 = 
DĄ 
=7 

(68). 12x? — 182y + 13y? — 6x: — 8y + 7 =0. 

(69). Biegunowa punktu z, y na szukanćj krzywój względem kierownicy ma 
za równanie Xx- Vy—1—0; ta biegunowa ma być styczną do krzywćj danej, 
a zatym 


y =l14, 


A,B 0;  -«|==0 
BT OS Oa 4% 
0,0,—1,—1 
NE: 0 


czyli Cz? — ZBzy + Ay? = AC — B? i to jest równaniem żądanym. 
(70). Wziąwszy ramiona kąta za osi spółrzędnych, mióć będziemy równanie 
krzywćj ajz? + Zasgzy + ay? + 2x) aiias -} 2y az3%33 + 033 = 0; a zatym 
2az3 
ZN 9) 
9(012 + 9 44022) 
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2 
4033 
6) 220086 + zy(1 + cos?w) + y*cos m = ——————— 
(axą + K a“ 1422)c0820 
2 
c) 4z2cosw + 2(2 + cos?w)ry + 2y%cosw = Ra 
aat aa FV an ik 


(71). a) Elipsa, b) hiperbola, c) parabola, 
(72). Parabolę, do któréj osi spółrzędnych są styczne w pak sma i y=b. 


(73). Spółrzędne środka krzywych obu równań są (: 0). Mamy zatym 


a) Ba? + dzy + y2—19—=0, b) 322 +- zy +y? + A 
(TA). a) si +s=6, sis1=1, stąd =3— 2) 2, są =3+2)/ 2, a więc 
(3 we + (3 +2 Va 2)y2—19=0 b) s +s=4, s= l; stąd 
s=24+ 1 5, s=— (V 5—2), a więc (5 5 -+9)2—(|/ 5—2) + 19=0. 
(75). a dajqry-|-aqy? ma przejść na s,X?--s;Y? i jednocześnie 
z2 + y? + Zrycosw na X? + Y2, a więc i at? Lary | aaay? — s(2 ty? Zrycosw) 
na sX? -+ ssY2 — s(X?+- Y2). Porównywając wyróżniki obu wyrażeń, mamy 


djs 5 a —sC0SW |=(s— s,) (5S— 82), 


aiz — S$ COSM, (OT —8 
a więc s, i są są pierwiastkami równania (a; — s)(d4ą — s) — (ają — s c08 0) =0. 
(76). 161 +- 4ly?=32. 
(17). 22—15 =3. 
© 
78 je y? ——— 50. 
(78). y+ WE 
4a242 
(79). RAR ©. 
CERZE 
252 
G. a R 
(a? + TEA 3 
(81). Jeżeli (x, w) są spółrzędnymi prostokątnymi PRZY danych 


(i=1, 2,...,n), my, ma,... „m, liczbami stałymi, to mamy wówczas 5 m|(&— ©,)3+- 
+ (y— y? |= aż a zatym miejscem żądanym jest koło 


Zmiyi „+ EEC y? — a? Zm; _ 
Tm, ! Zm; 

(81). Biorąc jeden z punktów danych za początek spółrzędnych prostokątnych, 
a prostą, przechodzącą przez drugi dany punkt, za oś 2-ów, i oznaczając przez a od- 
ległość obu punktów, przez a zaś i £ kąty stałe między stycznymi, które można wy- 
prowadzić z obu punktów do tych kół, znajdziemy 
EE a? sin?3 

—sinz$ ” - siną — sin2$ 
jak równanie żądanego miejsca sa 

(83.) Wziąwszy ramiona danego kąta za osi spółrzędnych i oznaczywszy 
przez a, @ spółrzędne środka jednego z kół, otrzymamy, jako równanie tego koła, 
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g? + y2 — as ==(), 


23 py? + znzą—sin2g gą =0 
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(2 — a)3+-(y—B)? + 2 (r — a) ky pa Stąd wypada a — 4 (r? — f?sin?w), 


b2—=4(r—a?sin?w); a zatym a? — B? = 


ya 
jest równaniem żądanego miejsca 


20 
(hiperboli). TA 
(84). Hiperbola, jeżeli ŁA ; elipsa, jeżeli AZ: prosta, jeżeli 
ZA=Ę. 


(86). Wziąwszy P za początek spółrzędnych prostokątnych, a PK za oś z-ów, 
otrzymamy równanie krzywój a,42? + Zający + ay? + 2dj3% + Zazgy=0. Wziąw- 
szy y=mz--n za równanie prostej QR, mióć będziemy, jako równanie pary pro- 

5 2 
stych PQ i PR, a2? + Zaygzy + agy? + = (aat + azy) (y — mz) =0. Aby te 


maz — 43, 


proste były jednakowo pochylone do PK (osi r-ów), winno być n= 


a 
023 — 043, i 


A więc równanie prostéj QR jest y=mz + — ; ta prosta przechodzi za- 


tym, przy jakimkolwiek m, przez punkt (-=. m . 
a12 
(89). zb(bx' — ay') + ya(ay' -+ bx!) = a?b?. 
(90). Odnićść Pc SĘ do obu średnic sprzężonych jako osi spółrzędnych. 
(92). Elips T =z + 35 g= 
(93). Krzywa rzędu 4-go: a +y?) =a?2? +|- A 


(94). Równanie pary stycznych jest Gt Ba +1) Ę +3 —1)— 
x 1 Aah gi 1 
z 2 Dab ar Sa 
—| — z + —1) =(; stąd tgọ = HR NE 


R” = + yż=a? +b. 

(98). Weźmy środek koła za początek, AB za oś æ-ów, a średnicę do PQ ró- 
wnoległą za oś y-ów; wówczas y? = 12—a* będzie równaniem miejsca żądanego 
(hiperboli równobocznćj, odniesionćj do dwu średnic sprzężonych). 

(99).  Wziąwszy środek podstawy za początek, a podstawę za oś z-ów układu 
prostokątnego, otrzymamy równanie miejsca żądanego (hiperboli równobocznćj) 
x — ga = q2, 

(100). Spuśćmy z wićrzchołka O prostopadłą CO na AB; weźmy O za po- 
czątek, OB za oś z-ów, OC za oś y-ów, i połóżmy AO = a, OB=, O0=c równa- 


niu hiperboli (a,, =— a32) równobocznój tya eyt a) —— Si 


uczynią zadość, niezależnie od A, æ= 0, y=", a także v= 0, y=c. 


y—ab=0, 


(104). Weźmy środek koła za początek, a promień OA za oś z-ów układu 
prostokątnego; oznaczmy przez (a, b) spółrzędne punktu B i połóżmy łuk AB=a. 
Jeżeli zi 4 są spółrzędnymi punktu Č na AB takiego, iż łuk A=za, to 


AL) a. 
©=rcos2 y=raBin — a=reosa=r (4008 $ — 8008 2), b =rsina = 


3” 3” 
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=r (Ssin 5 — 4sin3 5): skąd wypada 2zy—bz + ay= 0. Punkt © więc leży 


sęk ć b AT 
na hiperboli równobocznćj. Spółrzędne środka téj hiperboli są (—: z) a jéj 
asymptoty są równoległe do osi spółrzędnych. 
2 
(105). Hiberbola równoboczna y? — %? — A c— = 0. 


2a? 
(106). Parabola i (x—a— p). 
(107). Parabola. 
(109). Albowićm, jeżeli y= mæ + y="nle + F, y=n'c+- £ 


2m' 
. Pp p P p p p , 
są trzema stycznymi, a przeto (Er Al (a 2), (zia R) są spół- 


rzędnymi punktów styczności. (Zob. Omyłki druku). 
(110). Rugując y z równań y3 = 2p% i Y—r=—,f—2) otrzymamy 


pa? + 4p(p — X)a? + 2p(p— X)% —p?Y2=0. Pierwiastki z”, œ", æ"! są odcię- 
tymi spodków trzech normalnych z punktu (X, Y); mamy zatym y=|/ 2pw', 
y'=2)/ 2pa", y" =|/ 2pa'". Ma być 

[X—='3 + (X —v)]+[X_ L PHA —v")2]+[X— 2")? + (Y —y")?] «2, 
Rozwijając to wyrażenie i zważając, że œ' + æ" + æ"! —2p—X) 


ala - g'2 p g'2=2(p —X)a y! $ y" + J" =0, y'? ii y"? +y"? =— 4p (p—X), 
mićć będziemy X? +|- 3Y? -+ 4pX = a? + 2p?, równanie elipsy, 


(112). (arctg >) i 
(114). Koło padnie całkiem zewnątrz elipsy, jeżeli nachylenie prostych, ró- 
wnoległych do osi wielkićj, jest większe od arctg 5 


(115). Równania dwu elips, mających mimośrody równe, a osi wielkie ró- 
E — A 2 — 2 i g— 2 A 2 

wnolegle, są 6 = 1) SW Are W= iC = + i A 
jąc te równania od siebie, otrzymamy równanie cięciwy spólnój 
21 — e) (a; — 2) 2+2 (Bı — Ra) y+ (1 — *)(073 — a, >= ag? +a?) +R —B4* =0. 
Suma równań trzech cięciw będzie tożsamościowo równa 0. 

(116). Jeżeli x, y są spółrzędnymi punktu P, a X, Y spółrzędnymi środka 

pole trójkąta FPF' __ ey 

obwód trójkąta FPF' 14e’ 
więc znajdziemy, że miejscem żądanym jest inna elipsa. 

(120). Wziąwszy ognisko za początek, a prostopadłą do kierownicy za oś 
x-ów, otrzymamy, jako równanie krzywćj, 2? +- y? — (mz + h)3 =0; a więc ró- 
wnania trzech wzmiankowanych prostych będą: (1 — m3)c-ł-4y — mh=0, v+py=0, 
mz + h=0. 

(121). Wziąwszy ognisko za początek układu prostokątnego, otrzymamy ró- 
wnanie krzywój æ? +- y? — (mz +-ny+-h)32=0. Żądane miejsce jest wypadkiem 


=l; odejmu- 


zz. R 
koła, to mamy Y= X—=ex. Ponieważ zz a 
a %2 
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rugowania kątów 9 i % z trzech równań 2 + ytgo = (mz + ny + h)secy, 
g+ ytgh = (mæ + ny + h) secy, tg(p— 0) =a, t. j. 
o(a +- y?) =[a? +4 (1 — VK i+] [mæ + ny +A]. ` 
Żądane miejsce jest więc hiperbolą. 
(123). Albowiém równanie tego koła jest 
bt — c?8? 
FL 
2 
(126). Bo równanie tój hiperboli jest (2 -- z) sec? =y*+|- (2—7) Š 


æ =y ——r y — ec. 


(127). Równania tych dwu stycznych można pisać: y =m (2+ =) -+ ża , 


' ' 
y=— i 2+7)— Hm. Rugując m, otrzymamy s4747P— 0. 


(129). Porównaj (27). 
k=n— 2ku 
n--e Z cos( a-- — 
(131). Bo wzmiankowaną sumą jest |OZAC TH 
(4 P 
k=n—1 
gdyż © cos (a -+ ZEE =0 
k=0 n 
_"_ (183). Według art. 159, znajdziemy: 
x? zd LP AN x39 À 
a(— a81 + a282 + a353) | aą(045, — a383 + 353) | a3(a181 + a282 — 0353) 
(134). Według art. 159, znajdziemy 
* aż. KRY SE. JODI. „Kę 
Qą$z + 383 a38, asg | QyS2 F Qą$4 
(135). Równanie prostćj, przechodzącćj przez dwa punkty (x, Wa, 2'3) 
i (a, D'a œ") na krzywćj, jest 
CZŁ —g'y0') + (2'2, —a'z0,) + az(040'2— 0,0) =0, 
przyczym a£'ą1'3 + ag'a +- at Ta =0 i aa'aa" + aa" a", H ag" 40 2 = 0. 
Dwa ostatnie równania dają 


a a. 
ww KEE =) ki L'a" (L a a) a 2% "ACK Ial a'a i 
Wskutek tego, równanie siecznéj przywodzi się do 
SĄ KZ mco Bhs. 
D'it HEA 2'32"; 
sieczna zamieni się na styczną, gdy oba te punkty zejdą się razem; a zatym 
AE a tora aa z + aż =0 jest równaniem stycznój w punkcie (14, Tą, 1/4). 


42, ata 


: z T; 
Głó, Rugowanie a, Z's, a/a z równań mie + w? Ss 


T'a? 


P+ 


-+ 
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F -E ARS i Fas sinAz — Ja z 
RB Pe ri do z, =0, art. 63) daje 
(J/aa sina + |/ a sinAz)? 2, + a (2 sinA, + ty sinAj) =0, 


jako równanie obu stycznych. Cięciwa styczności jest biegunową punktu w nie- 
skończoności na prostćj A, Az, t. j. punktu, w którym się Ps proste 


= sinAg = (0 (to ostatnie wyraża warunek ` 


gy =0 i s,sinA, + ząsinA + zzsinA =0, t. j. = =ai= id 
wnanie jest zatym (a,sinA, — aąsinA z), + a, (xsin A, — ząsinA, ) = 
(137). Równania normalnych w Ay, Ag, Ag s4: p sda, — 
—(a3— acosA)13 = 0, (a3—a, COSAz)Tz— (a, —aycosA2)x, 0, (a,—acosAz)z, — 
—(aą — a;cOSA3)1z = 0. Te trzy proste przetną się w jednym punkcie, jeżeli 
a, (a — a47)(cosA, + cosA,cosA3) + az (13? — a,*)(cosAz + cosAz cosA,) + 
-+ ag(a4? — a?) (cosAz + cosA;cosAz) = 0. Podstawiwszy w wyrazach piérwszych 
dwumianów  cosA; == — cos(Az + Ag) i t. d., a potym uwzględniwszy, że 
$ji$ą:syz=sinA, :sinAz:sinAg, otrzymamy żądane równanie warunkowe. 
(138). Jeżeli (2,9, «40, £40) są spółrzędnymi środka koła /(74, Tą, ©3)=0, 
r promień koła, a *4,(2, (a kątami, które ten promień czyni z AzAg, Aga, i AzAz, to 
mamy 2,=2,0+-rsinq,, L= LP +-rsinfa, T3z + LP -+rsinyg dla punktu na 
JC? L, Tą?) 
kole, zatym r =— (ein, inya sine)” 
m? La? La? eu: 2A , 
aż: E cos A 2 COBA3  s4COSAy + szCOSĄ7 + szcosAg ’ a dla katiy wzydom któe 
rego trójkąt jest z sobą samym sprzężony, 


Jéj ró- 


Ponieważ dla środka koła opisanego 


werled WY. DAME a 24 
COSAzCOSĄ3  COSAĄgCOSĄ;, _ COSA;COSĄ3 / s;COSA4COSA; +|-... j 
przeto 
4A%(cosAzcosAsinA + +...) 44?(cos?Acos?Asin2A, +...) 
= (s cosA +. .)*(sin'ąsin'fąsiNA ++...) = (s;COSAzcosA;--...)?(sin?q,sin2A, F.. J 
Podstawiając te wartości w podane równanie i uwzględniając, że, wskutek wzorów 
(29) — (32) w art. 63, 
sm?4, sin 2A, + ... = sinAysinAz sina, siny,sinyasinA, +... = —sinAysinA sina, 
łatwo sprawdzimy to równanie. 
(140). Wziąwszy ten trójkąt za trójkąt odniesienia i row 24, Wg, Wj OZNA- 


2 2 
czywszy spółrzędne punktu danego, znajdziemy z Tos za >+ = = 0, jako ró- 


wnanie miejsca środków, 

(141). Gdy («',...), («'ą,...) są dwoma dowolnie obranymi punktami na 
stałćj prostćj, a P'=0, P"=giQ'=0, Q'=0 równaniami biegunowych tych 
punktów względem krzywych f=0 i g=0, to (0,=2x,--hx',,...) są spółrzę- 
dnymi jakiegokolwiek punktu na tćj prostćj, a P' 4+ AP" =0 i Q! ++AQ' =0 równa: 
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„ niami biegunowymi tego punktu względem /=0 ig—=0. Te dwie biegunowe prze- 
cinają się na krzywćj stopnia 2-go P'Q" —P'Q'=0. Ta krzywa jest opisaną na 
trójkącie z sobą samym sprzężonym względem obu danych krzywych, jak to zoba- 
czymy w rozdziale następującym. 

(142). Równanie biegunowój jakiegokolwiek punktu na g, =0 względem 
krzywój f=0 jest ©>/ + «03/4 =0. Spółrzędne punktów, w których krzywą 
fZay24,?+... =0 przecina z, =0, dają równanie a47'27+- Zag47' 303 Haz 37 =0. 
Rugowanie z i z, z tych p równań prowadzi do żądanego równania 
usafi? — 2an fafa + anf? =0. 

(143). jj równaniem jest (am)s + (esa) + (sz, g—=0 z wa 


runkami (art, 166) = z tj b 0 i zkĘdK —=0, skąd 


1 1 ) 
a4:aq:a5=| — — —— |:.... 


(144). (um)r + (a%2)z + (s2) =0. 
(146). Ta równania tych trzech stycznych są 3, + —- = 2a , 
EEE: SERA: 
CA w, dą , =; +7 =. 
| (147). Wziąwszy AŻ za trójkąt, mióć będziemy równania boków czworo- 
boku: atı + Tz -+ az% = 0, — aTi -H azta + azt =0, aTi — aTa + (LENIEN =z0 
a£, + a£ — ax =0, a równania krzywych: — ay?2,? + aq* Tą? + at= 0, 
a,204? — aą?2? + a3% =Q, âi 2742 -- dą? — 04704? = 
(148). Kładąc w równaniu krzywój a,=z-hp, =% + p, 
Z= + Àp i przyrównywając do zera spółczynnik przy p, mićć będziemy 
aM T? ++ aAa? +- aghat? = 0; a więc aht + azda + aghątz =0 jest równa- 
niem żądanćj średnicy, 
h Ka” %7 2 2 2 3 
(149). (— = — E > (axit Hat) (tL, H Aata Htt) = 0. 
(150). Elipsa 42. + dzy ez 4y3 — 16c— 16y 12—=0, którój środek leży 
200 200 
w punkcie (r: A Sh a połowy osi elipsy są = Ez , (5 39 ) (układ prosto- 
kątny). 
(151). a*-+y2—20—2y+1-+- Na? — czy +y—0—y) =0. 
(152). Ag*— 6/9? + 6/?9—B/*—=0. 
(153). Albowiém równanie tój krzywój 
P'O" — PQ = (afa Ef + Lafa) (igi + ©'29a + T'303) 
—(2" fa H Ta + T's/3) (Ei F T'292 H'ag) 20 
przywodzi się do postaci 
(ax — 2" 2'3) Aaga — Saga) + (a"i — 2" 32'1) (3 —/A9s) + 
H (d"a — 2" 1'2) (49a — Jag) =0, 
skąd czytamy, że ta krzywa przechodzi przez punkty, dla których 
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NLE A CS 
yı 92 93 
t. j. przez wićrzchołki trójkąta z sobą samym sprzężonego względem /=0 i g=0. 
(154). Równanie krzywćj g=0, jako opisanćj na trójkącie odniesienia, jest 


postaci g= a 4- 3 + z= 0. Równania boków trójkąta sprzężonego z trójkątem 
1 2 


odniesienia względem /—=0, jako biegunowych wićrzchołków, Są a, +24-+-0ą72-ł-4; 309 = 0, 
daj ty + da2% + aggtg = 0, azy2y + azątą + az = 0. Stąd znajdziemy dla spółrzę- 
dnych bieguna obu trójkątów Agr, =Agrz =Ajzzz. Podstawiwszy w g=0 za 
psyc! 1 : 
tj, Tą, %3 Wartości —, = -—, otrzymamy Aggb, + Agba + Aqgbz =0, jako 
Ag Ay An 


warunek, aby biegun leżał na g=0. Atoli strona piórwsza tego równania wa- 
runkowego jest =20. Część więc piórwsza twierdzenia jest dowiedziona, Podo- 
bnie dowićść można części drugićj. 

(155). Spodki normalnych, które z punktu ($, 7) do krzywéj , => — n+l ~ —12=0 


można wyprowadzić, leżą na przecięciu téj krzywéj z krzywą g = 2 (c? B ALERA 
Podstawiwszy w równaniu spólnych cięciw tych dwu krzywych (ćw. 152) z=a, y—=f, 
otrzymamy 


z (BE Ba — daf + 2ażbżcz ( + a) + 2(a%62 + by? — c!) 
a ga 2 
(aR — ban — cza) (2 + eo 1) ==0, 


jako równanie żądanego miejsca. Jest to krzywa rzędu 3-go. Jeżeli «=0, lub 
B—=0, to ta krzywa roskłada się na prostą $=0, lub q=0, i krzywą stopnia 
2-go. Jeżeli punkt (a, $), leży w nieskończoności, to ta krzywa zamienia się na 
krzywą stopnia 2-go. 

(156). Kładąc atı, azto, azťą odpowiednio za z}, z4, 13, MOŻNA będzie ró- 
wnanie krzywój f=0 tak pisać: f=ay? + za? + 1% — Drąrz — Dzyz, — 2r, =0, 
Że zaś równanie krzywój g= 0 ma być kształtu g=2(dyrązg + bądz, + bazy zą) = 0, 
zatym A=— 4, B=2ybyhg, 6=4(4 + ba 4-03), 0 — (bi +b + b). Stąd 
wypada 0?— 4A0', Skoro A, 6, @' są niezmiennikami, więc ten sam związek powi- 
nien zachodzić między spólczynnikami równań ogólnych obu krzywych. 

(157). Jeżeli =r"? Æ 2rr', gdzie d oznacza qr środków obu kół, 


+ +3 
wyznaczyć, aby to równanie przedstawiało R dk; Ró oł rga 0, to 
An 


ai an 


(158). Mamy w równaniu f+ À va parametr À tak 


równanie sześcienne na A sprowadza się do A + A0 =0, Atoli 6=A,, > m +. AŻ n7 
a BA, a A = =F (u, uz, uz) jest piérwszą stroną 


a ao 


+ Ag 85 ha? E 237z, T OWY 


równania danćj śred Rae we spółrzędnych linii prostćjj mamy zatym 
A +F —=0, a więc 
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Fr=A sa aa 7 
U ką kg 


jest żądanym równaniem. Jeżeli zaś dana prosta jest sama styczną, to obie styczne 
z nią się zejdą; odpowiednim zatym warunkiem jest wtedy F=0, jak być powinno, 


(159). Gdy jsĘ—5-1=0 g=(1—a)? + (y— PB)? —r=0, mamy 


2 
= 5 -— Ea 1—=0. Środek zatym leży na hiperboli. 


TS Przez wiérzchołki jednego z trójkątów i przez dwa wićrzchołki dru- 
giego trójkąta poprowadźmy krzywą stopnia 2-go g=0, Wziąwszy ten drugi trój- 
kąt za trójkąt odniesienia, będzie można równanie danćj krzywćj /=0 tak pisać: 
fZa? + r+ 197 =0. Ponieważ krzywa g=0 jest opisana na piórwszym trójką- 
cie, zatym =b; + b2 + b33 =0. Atoli ta krzywa przechodzi przez dwa wićrz- 
chołki drugiego trójkąta, który jest trójkątem odniesienia, więc także b1 =0 
i baa = 0; a więc jeszcze b33 =0, t. je g=0 przechodzi także przez trzeci wiérz- 
chołek drugiego trójkąta. Podobnie dowiedzie się drugićj części twierdzenia. 

(161). Jeżeli K=(:—a)?+-(y—)?—r=0i K'=(z—a')*+-(y—P')*— r"=0 
są równaniami dwu kół, wtedy, kładąc d:=(a—u')? + (R—P')?, mićć będziemy 
dR=(r-kr')?, lub K' =r 2rr', gdy Kd2—r?, 

(162). Albowióćm te koła przechodzą wszystkie przez 2 punkty: z =0, 
y= pð. 

(163). Jest przecięciem się prostych zz' + yy' + = 0, z+ 2 =0. 

(164). y'=0, z' =Æ ò; gdyż wtedy równania zx +-yy' + = 0 i z+2'=0 
będą przedstawiały jednę prostą. Skoro z*-|-9*—2x+-8? = (2—)?+-y*—(X%—8%)=0, 
dla X2—=82, daje y=0 i s= =Æ ò, więc widoczna, że te dwa punkty należą, 
jako EAC szczególne, do układu kół o spólnój osi pierwiastkowćj. Poncelet 
nazwał je punktami granicowymi układu kół o spólnćj osi pierwiastkowćj. 

(165). 2(aa' +b!) =P +-c'?. 

(167). Spółrzędne środków podobieństwa dwu kół K,=(x—a2,)* + 
+6—88—r8=0 K= atuh a TĘ 
EU o 4 rpa, ; a zatym równaniem ich biegunowćj względem K, jest (2, — %2) (z—a,)-- 

2-F" 
+ (Br — Ba) O — Bi) + rO Fra) = 0. 

(168). Jakoż, przyjmijmy, że koło K=(z— a)? + (y—f)*—r*=0 jest 
styczne do trzech kół danych K, = (z— a, )? + u —ß)— r? =0, K= (2—0)? + 
+ (y— a)? — ra =0, K= (z— u)? + (y— Pa) — ra? =0, np. do wszystkich 
trzech zewnętrznie. Kładąc wtedy, dla i= 1, 2,3, K; =(a— u.) )? + (B — B)?— rê, 
mióć bądziemy (ćw. 161) K, =r + 2rri, K= +2rra Ky =r? + Zrrą, skąd 
wypada K, —K, = 2r(rı — ra), K; — K, = 2r(r, —r;). Oznaczmy następnie przez 
(24, yı) spółrzędne punktu P,, w którym koło K jest styczne do koła K,. Ponieważ 
styczność jest zewnętrzna, więc mamy 7, — 2:4, — z, =r iry i yp: Pi n =r: T 
(r+r4 —ru B= (r-+rdyy — rh 

r 2 E z LBA 


skąd wypada znowu a= .  Wstawmy teraz 
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te wartości na a i w dwa ostatnie równania; wypadnie wtedy, po uskutecznieniu ła- 
twych uproszczeń, 
(a) 2(% — t)z; + 2(B—B)n + 0? + B? — r3 — (0%? + Ba*— ra”) _ 
(a1 — 22)? + (Bi — Pa)? — (i — 12)” 
— 2(65— — we,  2(8:—Bru +a? + Ri? — ri? — (aa? + Ba — ra”), 
(a, — a)? + (Bi — Ba)? — (rı — r3)? 


Dodajmy nareszcie po 1 do obu stron ostatniego równania; natenczas wypadnie 


(b) (4 — 2) (1 — a) + (Bi — B) (1 — R) + rlr = 

(4 — 2)? + (Pi — Bo)? — (ri — ra)? 
—(4—%) (zı —a) + (i — Bo) (u — Ra) + riri — ro) , 

(4 — 1)? + (Bi — Ba)? — (ri — r3)? 

Z (a) czytamy, że punkt styczności P, leży na prostéj, przechodzącćj przez środek 
pierwiastkowy S trzech danych kół, a z (b), że ten sam punkt leży na prostćj, prze- 
chodzącćj przez punkt przecięcia się biegunowych względem koła K, środków podo- 
bieństwa zewnętrznych kół K,, K, i kół K,, Ka, czyli przez biegun B, względem koła 
K, osi podobieństwa zewnętrznój trzech danych kół, Stąd widoczna, że istnieje 
8 kół stycznych do trzech kół danych, 


(169). Cztóry punkty Ay(zy, y,), Aą(zx ya), Ag(zą; Y3) Ay(zy, y4) leżą na 
kole z? + y? — 2ax — by + c3=0, jeżeli 
23 +y? , — 20, , — 24 ,1|=0, lub |1,% 34,24?” |-70. 
X + Ya? >» — 233 , — Żya ; 1 1 Ta, Ya ; Tą? +- Ya? 
La + ya" , — 203 , — Żyj „1 1, Zy; Ya, Tą? + ya? 
La? Hy , — 204 , — 24 , 1 1, Tą y Ya y 04? rs? 
Rozwijając iloczyn tych dwu wyznaczników, t. j. wyznaeznik 


0 Maha” s Aha, Buku |=0, 
AA? ,0 dy yw 
AA” , AzAg* „0 , As? 
AA? , AA” , AzAy” „0 
i kładąc 2S = A, A3 . AzA4+-Ay Ag . AGA, + A, A4. Aga, znajdziemy S(8 — A, Ay. AzA,) 
(S — A,A; . AzA4) (S — A,A; . AzA;) =0, a zatym żądany związek jest 
A; A3 . A,A; © eż A, Ag . AA; Æ A,A; . AzA; — 0. 

(170). Niech będą O, O;, O, środkami trzech kół K, K,, K;, A,i Az niech 
będą punktami styczności K z K,iKzK;. Trójkąt równoramienny A,OA;, daje 
AiAyz=2rsin>A;0A,. Atoli z trójkąta 0,00;, w którym 


00,=V/ (a; — a) + (B—B8x)2, 00,=r—r,, 00;=r—r: 

[(x— a)? +Q PIWA LAW” 
4(r —r;) (r — ri) Sae rner) 
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r.ik 
V 6-1)—rs) 
EA,A4. AA = 0, więc it. d. 

(171). Załóżmy, że w zadaniu poprzedzającym koło K, jest punktem. Ten 
punkt będzie zarazem punktem koła K stycznego do K,, Ki Ką a 41, 42, 43 
będą dlugościami stycznych z tego punktu odpowiednio do kół K,, Ks, Kg, a więc 
41= VE, 42= VE, 43 = VEs. Wstawiwszy wartości w równanie zada- 
nia poprzedzającego, otrzymamy 23 VK, £31|/K, + 12]/ K+—0, jako ró- 
wnanie cztćrech par kół, stycznych do trzech kół danych. 

(172). Niech P,P.P,P,P;P, będzie sześciobokiem wpisanym w krzywą sto- 
pnia 2-go (fig. 49), a L, M, N punktami przecięcia się par boków przeciwległych 
P,P,, P4P„; PaPa, P;P,; PaPa, PoPa Wziąwszy P, i P, za wićrzchołki dwu pęków, 
mamy podług art. 51 (P+. P,P P,P.) =(P;.P.P;P,P,). Oznaczmy przez r i s pun- 
kty przecięcia się par boków P,P., P,P, i P,P}, P¿P4; będzie wtedy (P, . P,P,P,P,) = 
=(sP;P;N) i (Ps. P PPP) =(P;P;rM), a przeto (sP4P4N) = (PP; rM). Przyj- 
mając nakoniec punkt L za spólny wićrzchołek tych dwu pęków, których promienie 
przechodzą odpowiednio przez s, P4, P,, N i przez P}, P}, r, M, mamy (sP,P,N) = 
—=(L. sP;P4N) i (P,P, rM) = (L . P,P} r M). Stąd wypada (L .sP,P,N) = (L. P,P,rM). 
A że promienie Ls i LP}, LP, i Lr razem się ze sobą schodzą, więc i promienie 
LN iM zejdą się razem, t. j. punkty L, M, N leżą na jednćj prostćj, Podobnie 
dowióść można twierdzenia Brianchon'a. 

(173). Albowićm dane warunki są równoważne 5 w-l. 

(174). Albowićm dane warunki są równoważne 2,2—=4 w-l. i 1 w-p. 

(175). Albowióm dane warunki są równoważne 2 +-2 -+ 1 =5 w-l. 

(176). Albowiém dane warunki są równoważne 2 4- 3 w-p. lub 2 +- 3 w-l. 

(177). Albowióm pięciu w-l. może uczynić zadość tylko jedna krzywa sto- 
pnia 2-go. 

(178). Albowióm pięciu warunkom, z których 4 są w-l. a jeden w-p., mogą 
tczynić zadość tylko dwie krzywe stopnia 2-go. 

(179). Albowićm pięciu w-l. lub w-p. może uczynić zadość tylko jedna 
krzywa stopnia 2-go, 

(180). Albowićm pięciu warunkom, z których 3 są w-p. a 2 są w-l., lub 
przeciwnie 2 są w-p., a 3 są w-l., mogą uczynić zadość 4 krzywe st. 2, 

(181). Albowióm warunek, aby środek leżał na danćj prostój, jest równowa» 
żny jednemu w-l., mianowicie warunkowi, aby ta prosta była sprzężoną z prostą 
w nieskończoności, 

(182), Dość znalóść kierownicę, należącą do danego ogniska, Jeżeli A, B, C 
są trzema danymi punktami, a F jest danym ogniskiem, to należy z F wyprowadzić 
proste FD i FE, prostopadłe do dwusiecznych FG i FH kątów AFB i BFC, i te pro- 
ste przedłużyć do przecięcia się odpowiednio z AB i BC w D i E: prosta DE będzie 
kierownicą należącą do ogniska F (art. 149). Są tu możliwe cztćry rozwiązania, 
bo każdy z kątów AFB i BFC ma po dwie dwusieczne, wewnętrzną i zewnętrzną. 
Tak być powinno, bo dane warunki są równoważne 3 w-p. i 2 w-l. 
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(183). Z ogniska danego spuścić prostopadłe na trzy dane styczne. Spodki 
tych trzech prostopadłych leżą na kole spółśrodkowym z żądaną krzywą i mającym 
promień = a. 

(184). Dość znalóść ognisko należące do téj kierownicy. W figurze, odnoszą- 
céj się do ćw. (182), dane są punkty A, B, C, D, E; nadto punkty G i D tworzą 
parę, harmonicznie sprzężoną z parą A, B, i taksamo punkty HiE tworzą parę, 
harmonicznie sprzężoną z parą B i 0. Gdy F jest żądanym ogniskiem, to 


T 
Z GFD= / HFE= 2. 


(185). Z danych punktów A i B, jako ze środków, kréślimy koła promieniami 
AF i BF. Styczna spólna tych dwu kół jest kierownicą, Są tu dwa rozwiązania mo- 
żebne, 

(186). Z danych dwu punktów nakrćślić koła promieniami równymi ich od- 
ległościom od danćj kierownicy; te dwa koła przetną się w ognisku. Są tu dwa roz- 
wiązania możebne, 

(187). Rozwiązanie polega na tym twierdzeniu, że asymptoty, uważane za 
szczególny przypadek hiperboli, i hiperbola mają spólne średnice sprzężone, Gdy 
A, B, C są trzema punktami danymi, to, zaznaczywszy kierunki średnie sprzężonych 
z kierunkami cięciw AB i BC, w tych kierunkach prowadzimy proste odpowiednio 
przez środki cięciw AB i BC, Te dwie proste przetną się w środku hiperbeli żądanćj, 

(188). Jeżeli A jest danym wićrzchołkiem głównym, P danym punktem, a ST 
daną asymptotą, to prowadzimy AP aż do przecięcia się z asymptotą w Q, następnie 
na przedłużeniu PA odcinamy AQ! =PQ, nakoniec z A króślimy koło styczne do ST, 
a z Q! wyprowadzamy styczną do tego koła, Ta styczna będzie drugą asymptotą żą- 
danćj hiperboli, 

(189). Spodek prostopadłćj z ogniska na styczną leży na stycznćj w wiórz- 
chołku głównym; koło nakróślone na tój prostopadłćj, jako na średnicy, jest żąda- 
nym miejscem, 

(190). Rozwiązanie polega na tym twierdzeniu, że promienie wodzące, wy- 
prowadzone z dwu ognisk do punktu przecięcia się dwu stycznych, czynią kąty równe 
z tymi stycznymi. Miejscem żądanym jest hiperbola, mająca środek w punkcie prze- 
cięcia przekątnych, 

(191). Wziąć punkt przecięcia się asymptoty i kierownicy za początek, a kie- 
rownicę za oś y-ów układu prostokątnego; równanie hiperboli będzie wtedy kształtu 
(1—a)? + (y—B)? — m%:3=0. Jeżeli y= az jest równaniem danój asymptoty, 
to natenczas równanie (z — 2)? + (az — ß)?— mł22 = 0 powinno na z dać dwie war- 


tości oo; stąd wypadnie m =1 +a? i Ę=——a. Miejscem ogniska jest więc pro- 
a 


sta, przechodząca przez początek i prostopadła do asymptoty, it. d. 
(192). Gdy f=0 i g=0 są dwiema danymi krzywymi, natenczas otrzyma- 
my równanie żądanego miejsca przez rugowanie A z / + hgy 20 i f + Aga =0. 
(193). Wziąć daną prostą za oś y-ów, a prostopadłą do nićj, przechodzącą 
przez dane ognisko, za oś z-ów. Gdy a ib oznaczają odległości ogniska i punktu 
danego od początku, to równaniem hiperboli będzie: (1— m?)z? Æ Zmzy — 
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— 2(a + mh)x zp Zhy + a? — R = 0, gdzie m jest ilością  nieoznaczoną, 
a h==iEV aż -+ 0%. Następnie należy zmienić kierunek osi x-ów tak, aby no- 
wa oś z-ów była równoległa do drugićj asymptoty, a potym przenićść początek do 
środka, 

(194). Wziąć daną prostą za oś y-ów, a prostopadłą do nićj z danego punktu 
za oś z-ów. Żądane miejsce jest pewną parabolą, 

(195). Biorąc podstawę AB za oś z-ów, a prostopadłą CO z wićrzchołka C na 
AB za oś y-ów, i kładąc AQ=a, OB =b, Ri, jako równanie hiperboli, otrzy- 
mamy 2? +- Rare + (a— b): + — — = A 
+ (a—b)r——— st Ś 


(196). Biorąc dwie dane proste za osi z i y, otrzymamy, jako równanie paraboli, 


GaG) +=, 


gdzie z dwu długości a i b jedna jest daną. 


(198). Równanie Z) stopnia 2-go, stycznój do elipsy — r= = 


w punkcie (x, y'), jest — pien + Me Wit n)=0. Je- 


y—ab=0. Stąd wynika 2(2? -+ y?) + 


y—=0, jako równanie żądanego miejsca. 


4% A * ZEK" my . ly z! 
żeli ta krzywa jest kołem, wówczas, + ty = 3 = it =0. Stąd 


zaś wyznaczymy li m, tak iż pozostanie tylko jedna liczba nieoznaczona n, it. d. 

(199). +:*—y3—=0. 

(200). Bo równanie stycznych w początku jest ay? -++ bz? = 0. 

(201). Dwa węzły r= +a, y=; s=——a, y=0. 

(202). Albowićm punkty styczności leżą na przecięciu się pićrwszćj bieguno- 
wój początku, 29, + a =0, z daną krzywą, t. j. z krzywą 29; + Qa =0. 

(203). Albowióm oba warunki są wypadkiem rugowania z z równań 
azt + ba? + ca? + dr — £Ż=0i 4ar? + ba? -+ Dcz + d=0. 

243 

(204). z=b, y=" 

(205). Albowićm styczna w punkcie przegięcia ma z krzywą tylko n— 3 
punktów spólnych oprócz punktu przegięcia; a że równaniem stycznój w początku 
jest gy, =0, zatym dla 9, =0 jest także 9, =0. 

(206). Krzywa Hesse'go H(/) = — 180e? (ay + bz)x = (0 wskazuje, że punkt 
przegięcia leży na przecięciu się krzywój z prostą ay + bz =0. 

(207). Sprowadzić równanie krzywćj do postaci %3- 9, + po =0 przez 
przeniesienie początku do punktu (a, $). Znajdziemy warunek | do „d, , dz |=0, gdy 

dy , dz, dy 
Co »01 » 2 
— Md1— 004, p= Pań, 
— dędą—d42 "~ dqda—d4? 


http://rcin.org.pl 


WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ CZĘŚCI PIERWSZEJ. 279 


(209). bz- 6 =0, ay + a' =0, ab(az + by) =a% — a'b?, 

(210). Jeżeli f= a + (bz byy) +... +OP yy"! +1... + gny*) 20 
jest równaniem danćj krzywćj, a z= 1" + rcosa, y=? + rsina i s=a' + r'cos, 
y=? + r'sinf są równaniami dwu siecznych, wyprowadzonych z punktu O (29, y9), 
to wówczas 


OP, .OPą... OP, __goos"B + g,c08*—!BsinB +... + gusin”B 
OQ, .0Qz... OQ„  gcos"a + gcos™tasina +-... + gasin”a 


(211). Jeżeli (x , y) i (z, y") są WAZA punktów O i 0', to 


OP, . OP, . — Ey) OR 
O'P', OR: OP" =, IE, y) 

(212). Zastosować do każdego boku twierdzenie (211) i uwzględnić, że 
AB =—BA. 

(213). Por. (212) w przypadku, gdy n=l, m=3. 

(214). Por. (212) w przypadku, gdy m=3, n=3, przyczym trzy punkty 
przegięcia należy przyjąć za wićrzchołki trójkąta. 

(215). Oznaczmy przez (z,tąx,) i (ss) spółrzędne jednorodne lub trój- 
kątne punktów P i Tl, a przez (X,X;X,) spółrzędne któregokolwiek z n punktów 
R, w których prosta PII przecina krzywą rzędu n-go /(X4XąX,)=0. Wówczas 
X, = Ary X=, hz, Xa =$, + hz, gdzie A=RII:PR. Wstawiając 


te wartości w /=0, otrzymamy 


Sw Ens 53) + AAAs Ś 6a) +- + py A” Gat) xi = w yeth) = =0, 


AE =" 
gdzie A/( b iEn ię Ha Z e: A itd. 


Jeżeli A"-1y($,, n, $3)==0, to wtedy suma pierwiastków poprzedzającego równa- 
TRI = PII — PR, WIEDZE | 
nia jest równa 0; a zatym 2 PR, —PR =0, skąd FII = = 2-PF Ż PR, 
Równanie A"—1 ($ $$; ) =0 jest EP Gr; Ên Ég stopnia 1-go, zatym miejscem 
punktu II jest prosta, 

(216). Przyjmijmy, że w zagadnieniu poprzedzającym punkt P oddala się do 


nieskończoności. Wtedy odległości PR; stają się równymi sobie; zatym z RJII=0, 
czyli $ (QII— QR,)=0, skąd nQII= 5 QR,. 


GI: Albowićm, jeżeli az + byy + q 20,...,anz + bny + cw = 0 są ró- 
wnaniami asymptot krzywćj f=0, natenczas wyrazy stopnia n-go i (n—1)-go 
w równaniach /=0 i (ayz + byy +c)... (ant + bny + cw) =0 będą jednakowe. 

(218). Gdyż każda styczna przechodzi przez dwa nieskończenie siebie bliskie 
punkty krzywój. 

(219). Weźmy np. pod uwagę czworobok, którego boki obracają się około 
punktów P,, P3, P, i P,, a trzy wićrzchołki opisują krzywe 8,, S, i 54, odpowiednio 
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rzędu mı-g0, mą-go i mz-go. Z jednego z wymienionych punktów, np. z P4, wypro- 
wadźmy jakąkolwiek prostą P,D; ona przetnie krzywą S, w m, punktach Or, gdzie 
r=l1,2,...,m,. Łącząc każdy z tych punktów z punktem P,, otrzymamy pęk 
mą prostych, z których każda przetnie krzywą S, w mą punktach fy”, gdzie 
s=1, 2,...,mą, i=l, 2,...,m,. Łącząc następnie każdy z tych mma punktów 
z Pa, otrzymamy pęk mymą prostych, z których każda przetnie krzywą Sz W mą 
punktach q/*%, gdzie t=1, 2,...,m;, i=1, 2,...,m,, k=l, 2,...,ms. Éa 
cząc nakoniec te punkty z P}, otrzymamy trzeci pęk m, mamą prostych, który prosta 
P,D przecina w tyluż punktach. Zatym Prosta P,D przecina miejsce gieometryczne 
wićrzchołka czwartego w m,mąm, punktach. — Punkt P, jest punktem tego miejsca 
mymąmz-krotnym. Jakoż, prosta P¿Pą przecina Sz w mą punktach; mą prostych, łą- 
czących te punkty z P}, przecinają S, w mam, punktach; mamą prostych, łączących 
te punkty z P,, przecinają S, w męmamą punktach; proste nakoniec, łączące te pun- 
kty z P, utworzą mmm czworoboków, czyniących zadość warunkom zadania, Osta- 
tnie boki tego wieloboku schodzą się razem w punkcie P, na prostój P,D, a więc 
i punkt P, jest punktem żądanego miejsca, punktem m,mąm;-krotuym, — A zatym 
prosta P,D przecina miejsce, utworzone przez wićrzchołek ostatni czworoboku 
w Zm;mąmz punktach, 

Jeżeli punkty dane leżą na jednćj prostćj, to miejscem ostatniego wiórzchołka 
jest krzywa rzędu m,mą...m,-go.  Albowićm wtedy punkt P, nie będzie punktem 
tego miejsca, 

Z powyższego, według zasady dwoistości, wynika: 

»Jeżeli n 4- 1 wićrzchołków wieloboku kształtu zmiennego opisuje n -4 1 pro- 
stych danych, gdy tymczasem n jego boków jest stycznych do n krzywych danych, 
odpowiednio klasy m4-ćj, mą-ćj,...,m,-ćj, to bok (n+ 1)-y obwodzi krzywą klasy 
Zmymą ... mój, lub mymą...mój, zależnie od tego, czy dane proste nie przecho- 
dzą, czytóż przechodzą przez jeden punkt.« 


RAE 
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CZĘŚĆ DRUGA. 
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


ROZDZIAŁ TI. 
0 PUNKCIE. 


1. SPÓŁRZĘDNE RÓWNOLEGŁE PUNKTU. Podobnie, jak na płaszczyznie 
punkt, lub liniją prostą, można wziąć w przestrzeni punkt, lub płaszczyznę, 
lubtóż liniją prostą za figurę elementarną. 

Aby wyznaczyć położenie punktu w przestrzeni zapomocą spółrzędnych, 
użyjemy układu społrzędnych, t.j. układu trzech płaszczyzn, które 
po dwie przecinają się według 
trzech linij prostych XX, 
Y'Y, ZZ (fig. 67). Te trzy pła- 
szczyzny zowią się płaszczy- 
znami spółrzędnych, proste, we- 
dług których płaszczyzny spółrzę- 
dnych po dwie się przecinają, zo- 
wią się osiami spółrzędnych, 
a punkt O przecięcia się trzech 
osi zowie się początkiem spół- 
rzędnych. 

` Przez punkt P, którego po- 
lożenie mamy wyznaczyć, popro- 


wadźmy trzy płaszczyzny: BĘ: 
płaszczyznę PMQN, równoległą do płaszczyzny YZ, 
» PN. » » n 
» PLSM, A XY. te trzy pła- 


szczyzny odmierzają na osiach trzy odcinki OQ, OR i i OS, które się zowią 
spółrzędnymi punktu P równoległymi. Jeżeli kierunki OX, OY, 
OZ trzech osi weźmiemyżza dodatne, a przeto kierunki wprost przeciwne 
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tamtym, OX', OY', OZ', za ich kierunki ujemne, to natenczas spółrzędne 
punktu będziemy uważali za dodatne lub za ujemne, według tego, czy odcin- 
ki osi, przedstawiające te spółrzędne i rachowane od spólnego początku, leżą 
na kierunkach dodatnych, czytéż na kierunkach ujemnych osi. Spółrzędne 
punktu będziemy oznaczali literami z, y, z; jest więc dla punktu P: w =OQ, 
y=OR, :=OS, czyli <=OQ, y=QN, :=NP. 

Jeżeli dane jest położenie punktu P, wtedy są dane także jego spółrzę- 
dne równoległe, tak co do wartości bezwzględnój, jak i co do znaku. Na- 
wzajem, jeżeli dane są trzy spółrzędne «z, y, z (co do wartości bezwzględnej 
i co do znaku), to wówczas istnieje jeden tylko punkt w przestrzeni, mający 
te trzy spółrzędne, A mianowicie, jeżeli a, b, c są wartościami bezwzględny- 
mi trzech spółrzędnych z, y, z, to punkt, dla którego 

c= @ y= b, z= o leży w kącie bryłowym OXYZ, 

De E aR a A $ OX'YZ, 
s=— ü, y=—b, = O y p p ” OX'Y'Z, 
a Wamba 6 pa a 45 ORY:Z, 


b=, WSZ a n śś OXYZ;, 
s=ł=u fm WPZ= s. m 55 OX'YZ, 
=—,Y=—0,$==6G 5 p s = OX'Y'Z', 
c= @, y=—b, ż=—e = OXY:'Z'. 


Punkt P wtedy leży na płaszczyznie YZ, ZX, lub XY, kiedy odpowiednio 
g=0, y=0, lubs=0. Jeżeli zaś y=2=0, z=x—=0, lub a=y—=0, to 
punkt P leży odpowiednio na osi x-ów, y-ów, lub z-ów. Jeżeli nakoniec 
g=y=z=0, to punkt P leży w początku spółrzędnych. 

2. SPÓŁRZĘDNE PROSTOKĄTNE PUNKTU. Kąty między osiami spółrzę- 
dnych będziemy zawsze oznaczali przez A, u, v, a mianowicie A=/ YOZ, 
u= / ZOX, v=/ XOY. Jeżeli te kąty są proste, to układ spółrzędnych 
punktu zowie się prostokątnym.  Rozumiejąc przez rzut prostokątny ja- 
kićjkolwiek drogi na liniją prostą (oś rzutu), odcinek .tćj ostatnićj, zawarty 
między dwiema płaszczyznami do tćj prostćj prostopadłymi, a przechodzący- 
mi przez punkty krańcowe drogi, możemy powiedzićć, że spółrzędne prosto- 
kątne punktu P są rzutami prostokątnymi promieniafOP na osi spółrzędnych. 

Podobnie, jak w art. 10-ym 
części I-ćj, można i tu okazać, że 
rzut prostokątny drogi prostolinijo- 
wéj na jakąkolwiek: oś jest, co do 
wartości bezwzględnćj it co do znaku, 
równy długości drogi, pommożonćj 
przez dostawę kąta, który kierunek 
tój drogi czyni z kierunkiem dodatnym 
osi rzułu, t. j. z prostą, wyprowa- 
dzoną z punktu drogi równolegle 
do osi rzutui w stronę kierunku 
Fig. 68, dodatnego tćjże osi. 
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Jakoż, niech (fig. 68) AB będzie daną drogą prostolinijową, a X'X kie- 
runkiem dodatnym osi rzutu. Dajmy, że płaszczyzny MN i PQ przesunięte 
przez początek A i przez koniec B drogi AB, a do osi X'X prostopadłe, 
przecinają tę oś odpowiednio w punktach a i b; ab będzie wtedy rzutem drogi 
AB. Poprowadźmy przez A prostą AC, równoległą do X'X, aż do przecięcia 
się w C z płaszczyzną PQ, i poprowadźmy proste CB i Ob. Z trójkąta ACB 
wypada AC= AB cos ČAB; a że AC=ab, jako równoległe między równole- 
głymi, zatym 


ab = ABcos CAB, 


co było do okazania. 

Wiedząc to, oznaczmy przez a, $, y kąty, które (fig. 67) promień OP 
czyni z kierunkami dodatnymi osi OX, OY, OZ układu prostokątnego, 
a przez r długość promienia OP; dla spółrzędnych «, y, z punktu P mićć bę- 
dziemy wtedy 
(1) ©=rcosa, y=rcosf, z=r cosy. 


Pospolicie będziemy używali układu prostokątnego osi; gdy zaś wypadnie 
użyć układu nieprostokątnego, to wyraźnie o tym wspomnimy. 

3. DŁUGOŚĆ PROMIENIA I ZWIĄZEK MIĘDZY JEGO DOSTAWAMI KIERUNKO- 
wymi. Aby się oswoić ze sposobem wyznaczenia punktu zapomocą spółrzę- 
dnych, rozwiążemy kilka zagadnień, przyczym wyprowadzimy szereg wzorów 
zasadniczych, ważnego natępnie znaczenia, W ynajdziemy naprzód odległość 
punktu P, danego przez spółrzędne, od początku O, czyli długość promienia 
OP (fig. 67). 

W tym celu rzućmy czworobok skośny OQNP pokolei na kierunki OX, 
OY, OZ i OP. Stosując znane twierdzenie o rzucie wieloboku (I, art. 10), 
które ma miejsce niezależnie od tego, czy wielobok jest płaski, czy, jak tu, 
skośny, otrzymamy równości 


c -- yCOSY + zcos p = r cosa, 
k æcosy +y + zcosA =rcosf, 
(2) ©COSY. + yCOSA + Z A bf 


«© cosa + ycos8 + zcosy =r, 


gdzie A, i, v, a, B, y i r mają znaczenie okróślone w artykule poprzedzającym. 
Pomnóżmy ostatnią z tych równości przez r i podstawmy w nią wyrażenia na 
reosa, rcosß, rcosq dane przez trzy pićrwsze równości; będziemy mieli 
wogóle 

r=z(z + ycosv+- zcosy.) +y(xcosy + y + zcosk) + z(zcosy +ycosà +z), 
czyli 

(3) r3=ga3--y? +22- 2yzcosà + 2zxcosw + Zry cosy, 


wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne (i=i=r=$)) 


http://rcin.org.pl 


284 ` GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


(4) a= +--y-- 23, 
Rugowanie liczb x, y, z, r z równań (2) daje nadto 

l , cosy, cos. , cosa | =0, 
cosy, 1 , cosà, cos 
AE cosh, 1 , cosy 
cosa, cos, cosy, 1 


(5) 


czyli, po rozwinięciu wyznacznika, 

(5') sin?àcos?a + sin?p cos$ +, sin?v cosży — 2(cosA — cos w cosy) cosf cosy — 
— 2(cosy. — cosy cosà) cosy cosa — 2(cosy — cosà cos.) cosa. cos = 

= 1 — cos?™À — cos?e — cos? -+ 2cos À cos p cos y, 

Jest to związek, który zachodzi między dostawami kątów a, f, 7, utworzonych 

przez kierunek promienia OP z kierunkami osi OX, OY, OZ, czyli zwią 

zek między dostawami kierunkowymi promienia OP. W przypadku, 

kiedy spółrzędne są prostokątne, związek (5) sprowadza się do 

(6) cos?a + cos?8 + cosy = 1. 

Związek (6) otrzymać możemy bespośrednio, dodając do siebie kwadraty ró- 

wnań (1) i uwzględniając związek (4). 

4. ODLEGŁOŚĆ MIĘDZY DWOMA PUNKTAMI. Niech v, y, z i æ',y' z! będą 
spółrzędnymi dwu punktów P i P'. Z punktu P wyprowadźmy trzy osi PX”, 
PY', PZ, odpowiednio równoległe do osi OX, OY, OZ, i oznaczmy 
k(r—v)= ty—y)=1q, E(z—2)=G; $, n E są widocznie spółrzę- 
dnymi punktu P' względem osi PX', PY”, PZ; przeto, gdy oznaczymy PP'=r, 
mićć będziemy, według (3), 

r2 =$2 + n +- 62 + Zn6cosX + 255 cosy + ZĘ cosv. 
Wstawiwszy za $, 7, ¢ powyższe wartości, otrzymamy wogóle 
(1) = (a —2')} + (y —y')? + (2—2)? + 2(y —y') (2—7) cosi + 
+ 2(2 — 2) (x — «cosy. + 2(0— 1) (y — y') cosy, 
wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne, 
(8) r= (a — s) + (y— y) + (2—2)?. 

5. KĄT MIĘDZY DWOMA PROMIENIAMI. Oznaczmy przez a, p, qia,f,q' 
kąty, które z kierunkami osi OX, OY, OZ czynią promienie OP i OP”, 
a przez z, y, z spółrzędne OQ, QN, NP punktu P na promieniu OP i ozna- 
czmy OP=r, / POP'=%8. Rzucając czworobok skośny OQNP na kie- 
runki OX, OY, OZ i OP', mamy 


£ + y cosy + zcosp = r cosa, 

æcosy +y + zcosà =rcosf, 

(9) | © cosy. +- yCosh +z =rcosy, 
| æ cosa! -+ ycosf' + zcosy' = rcosf. 


http://rcin.org.pl 


O PUNKCIE. — 6. 285 


Rugowanie liczb z, y, z, r z tych równań daje: 
1 , cosy , cosy , cosa |=0, 
(10) cosy , 1 ,cosh , cosp 
Cos. „, COSA , 1  , cosy 
cosa', cosf', cosy! , cos6 
skąd wypada następująca wartość na cos6: 
(11) (1—cos3% — cos? — cos?%v + Żcosh cosy.cosv) cosł = 
= sin? cosa cos a! -+ sin?w cos] cosf' + sin?vcosq cosq' — 
— (cosà — cos œ cosy) (cosfcosq' + cosß'cosy) — 
— (cosy. — cosy cosà) (cosy cosa! + cosy' cosa) — 
— (cosy— cosà cos y) (cosa cosf! + cosa' cosp), 
wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne, 
(12) cos” = cosa cosa! + cosp cosf' + cosy COSY', 
a stąd 
sin29 = 1 — (cosa cosa’ + cosfcosf' + cosy cosy’)? = 
= (cos? -+ cos? -+ cos?y) (cos?a' + cos?! + cos?y')— 
— (cosa cosa' + cosfcosf! -+ cosy cosy')?, 
czyli * 
(13) sin?0 = (cosfcosq' — cosf'cosq)? + (cosy cosa! — cosy'cosa)? + 
+ (cosacosf' — cosa'cosf)?. 
6. STOSUNKI KIERUNKOWE PROMIENIA. Wyrażenie na dostawę kąta 
między dwoma promieniami uprości się, gdy zamiast dostaw kierunkowych 


promieni OP i OP' wprowadzimy do tego wyrażenia t. z. stosunki kierun- 
kowe tychże promieni. 

Wiadomo, że stosunki między spółrzędnymi 4, y, z punktu P na pro- 
mieniu OP, a długością r tego promienia, nie zależą od położenia punktu P. 
Te stosunki 


zj Kaczy ZŁ 
(14) zb p =, =h 


nazywają się stosunkami kierunkowymi promienia OP. Jeżeli spół- 
rzędne są prostokątne, wówczas stosunki kierunkowe przechodzą na dostawy 
kierunkowe, l= cosa, m=cosf, n=cosy. Stosunki kierunkowe (7, m, n) 
promienia OP można uważać także za spółrzędne tego punktu na owym pro- 
mieniu, którego odległość od początku r=1. 

Wskutek tego, mamy, według trzech pićrwszych równań (2), 


cosa = 1 + mCOSY + COSM, 
(15) cos = lcosy + m + ncosà, 
cosy = /cosy.-|- mcosh + n. 


http://rcin.org.pl 


286 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


Oznaczmy przez 7, m, n' stosunki kierunkowe drugiego promienia OP'; 
wówczas taksamo 

cosa! = 1 ++ m'cosy + n'cosy 

cosß' = l'cosy + m' + n'cosh 

cosy! = l'cosp + m'cosà + n'. 
Podstawmy te wartości na cosa, cosf, cosy, cosa',... w wyrażenie (10); 


otrzymamy 
EA cosy, COS py l --mcosy +|-n cosp | =0. 
cosy, Y cosà, 1eosvy-|-m --ncosh 
COS py cosà, 1, 1eosp.-|- m cosh -|-n 


l'4 m'cosy -4 n'cos p, l'cos ym -|-n'eosh, l'eos p- m'eosh-t n’, cos 
W tym wyznaczniku do elementów ostatnićj kolumny dodajmy elementy 
trzech pićrwszych, pomnożone odpowiednio przez —ł, —m, —n; natenczas 
trzy piórwsze elementy ostatnićj kolumny staną się równe 0, wskutek czego 
równanie ostatnie sprowadzi się do 
cosh =l -+m'cosv + n'cosy.) + m(l'cosy+-m!' +-n'cosh) +- n(l' cosy. + m'cosA+-n'), 


czyli i 
(16) cos0 =U + mm! + nn! + (mn'-m'n) cosh + (nl' +-n'l)cosy. + (Im! -1'm)cosv. 
Podstawmy jeszcze we wzorze (3) za z, y, z wartości (14); wówczas, po po- 
dzieleniu przez r*, będzie ; 
(17) 1=P-+- m? +n? + Zmncosh + Znlcosy + 2lmcosy. 
Wzór (17) wyraża związek między stosunkami kierunkowymi promienia, 
a wzór (16) daje wartość na dostawę kąta między dwoma promieniami, wy- 
rażoną przez stosunki kierunkowe tychże promieni. [Dwa promienie o sto- 
sunkach kierunkowych (7, m, n) i (V, m', n') są do siebie prostopadłe, gdy 
(18) 0=0V' + mm! + nn! + (mn! + m'n) cosà + (nl + n'l cosp + (Im' + !m)cosv. 
7. OBJĘTOŚĆ RÓWNOLEGŁOŚCIANU WYRAŻONA PRZEZ DŁUGOŚĆ TRZECH 

KRAWĘDZI. Oznaczmy przez 6 kąt, który oś OZ czyni z prostopadłą do pła- 
szczyzny XY, a przez V objętość równoległościanu, mającego jako jedną 
z przekątnych promień OP (fig 67); wówczas będzie 

V == gysiny X zcos6 =zyzsinycos(. 
Aby wyznaczyć cos6, oznaczmy przez (l, m, n) stosunki kierunkowe prosto- 
padłćj do płaszczyzny XY i uważmy, że stosunki kierunkowe osi X, Y, Z 
są odpowiednio (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Ponieważ ta prostopadła czyni 
z osiami X i Y kąty proste, a z osią Z kąt 6, zatym mamy, według wzorów 
(18) i (16), 

l + mcosy + ncosp 0 , 

leosy + m + ncosh=0 , 

Icosy. +- mcosA + n = cos9, 
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Z dwu pićrwszych równań wypada 


l m n 
nn DD a w -9J 
COSYCOSÀ — COSp.  COSMCOSY—cosk  sin?y 


a wskutek trzeciego równania każdy z tych stosunków jest równy stosunkowi 
cos0 
1 — cos?%A — cos*u — cos?y + 2cosÀ cosp cosy 


A że nadto, wskutek tych trzech równań, wzór (17), który także tak pisać 
można 


1=If-+- mcosy +- neosy.) + m(lcosy +m -+ neosX) + n(lcosy. +- mcosA + n), 
przywodzi się do ; 

1=ncosf, 
zatym mamy 


W = cos6 
sinży  sin*vcosó — I —cos*A — cos? — cos? -F Zcoshcosj.cosY 
skąd 
cos6 = -= VK 1 — cos?) — cos. — cos?y +- Żcoskcos (LCOSY. 
Jest więc 
(19) V=zys V1 — cos?À — cos?a — cos?y + 2cosàcosp cosy. | 
Wziąwszy szóstą część tego wyrażenia, mićć będziemy objętość czworościanu 


(tetraedru), którego trzy krawędzi w kierunku osi X, Y, Z są równe z, y, z. 
Jeżeli tę objętość oznaczymy przez II, to 


(22 =» ys(/ 1 — cos?) — cos% — cos?y + Żcoskcosi. cosy. 
6 p 


Należy zauważyć, że objętość czworościanu, którego trzy krawędzi, z jednego 
wićrzchołka wychodzące, są æ, y, z, nie zmieni się ze zmianą długości tych 
krawędzi, jeżeli ich iloczyn pozostanie niezmienionym. Ta uwaga będzie nam 
potrzebną w następującym artykule. 

8. OBJĘTOŚĆ CZWOROŚCIANU WYRAŻONA PRZEZ SPÓŁRZĘDNE WIŚRZCHOŁ- 
ków. Oznaczmy przez (2, y, z) (x, y', 2!) (a',y', 2") i (x, y"', g!) spółrzę- 
dne prostokątne wiérzchołków P, P', P" i P" czworościanu PP'P"P"' i ozna- 
czmy PP'=r, PP"=r", PP" =r". Przetnijmy trzy krawędzi PP', PP", 
PP" płaszczyzną, równoległą do płaszczyzny XY, w punktach Q, Q', Q" 
i oznaczmy PQ'=g, PQ'=v", PQ"=vg". Jeżeli przyjmiemy, że 
rę"r"=pp'p", to czworościan PP'P"P'" będzie równoważny z czworościa- 
nem PQ'Q'Q". „Aby wyznaczyć objętość tego ostatniego czworościanu, 
oznaczmy przez  , q), Œ" , 77), €" , 4") spółrzędne æ i y punktów Q', Q", 
Q" względem osi równoległych do OX, OY, OZ, a przez punkt P przecho- 
dzących, przez ¢ zaś odległość prostopadłą punktu P od płaszczyzny trójkąta 
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Q'Q'Q". Ponieważ pole trójkąta Q'Q"Q" jest co do wielkości i co do zna- 
ku równe 


1 i 

by 6 1 1 , 
g 
AT „a 


przeto objętość czworościanu RAS a więc i czworościanu PP'P"P", 
jest równa 


1 1 
P 6 , n , 1 "g0= z | , q , 
u, q" tr; q' 
BR pi T | +1 m „6 


Oznaczmy przez (54 71, 61); % Tay 62)» (s; Na; a) spółrzędne punktów P', P", 
P"! względem tychże samych osi; wtedy 


3 =P, i =b t=f t, 

e Fä T =b t= 

"= Fit» =bn t= Erta 
wskutek czego wyrażenie poprzedzające przechodzi na 


=p Êi s a , Ga 
62 > fa > ba 
63 » Ns > Ca 


'o"' m A 
gdyż Pi = L A że jeszcze 

= =; =y —y, =r =4 

=" —2, M=" —y, h=" —4 

b=" =e, hW =y" y, kme" e, 


przeto ostatecznie 


1 1 

=gh ey Sye REEE T OE NSE 1478 , 
æ" —g , y" —y , 2" —z 0,&'! —2 , y! —y, 7? —z 
Pg, y" Ly, gg |0,x' —z,y' —y 2" —z 


0, g"! —g „yy, g"—zg 


czyli 
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1 
(21) N=g|l,2 „y „e |. 


1,% „y „z 


m " " 
1,a' „y' ,ż 


ALS 


m m 


152 s% 


Wyrażenie niniejsze jest dodatne lub ujemne, według tego, czy obieg trój- 
kąta P'P"P", widziany z wićrzchołka P, jest dodatny, czytéż ujemny. 

9. RÓWNANIE PŁASZCZYZNY. Jeżeli punkt P jest jakimkolwiek pun- 
ktem płaszczyzny, przechodzącćj przez trzy punkty P', P", P”, to wówczas 
objętość czworościanu PP'P"P'' jest równa 0. Według artykułu poprze- 
dzającego, mamy w tym przypadku 


(22) 2) GW SONS 


" 
Tisa METY AT 


lub, kładąc 


(23) |y' „£' ,1 =A, —|w ,e' L&B, | „y h=, —|c „y' ,* |=D, 
y" SJ a" z" „1 æ! y" „1 læ" „yt „e! 
jy" e" ,1| |e",2",1 "yt" ,1 | la" y" z] 
(24) Az +- By + Cz + D=0. 


Równanie to wyraża warunek, któremu czynią zadość spółrzędne jakiegokol- 
wiek punktu (punktu bieżącego) na płaszczyźnie, przęchodzącćj przez trzy 
punkty dane; z tego powodu nazywamy je równaniem płaszczyzny. 
A zatym, w układzie spółrzędnych równoległych punktu płaszczyznę przedstawia 
równanie stopnia 1-go między tymi spółrzędnymi. Nawzajem każde równanie 
kształtu (24) przedstawia płaszczyznę. Jakoż, dając na z i y dowolne war- 
tości z'iy', otrzymamy, przez rozwiązanie równania (24), wartość z' na z, 
i będzie 
Aa' + By' + Cz + D=0. 


Podobnym sposobem dla z=x", y=y' otrzymamy z=z", a dla c=z" 


y=y' otrzymamy z=z"; będzie więc również 


Aa + By" + Cz! + D=0, 
Ax" + By" + Ce" + D=0. 
Trzy ostatnie równania dają 


, 


„A MA aar iB Aaa DAA A APA 
ies aino A ia LEATA T na A SPN 
j y" i zg n 1 g" i g" AI æ" zy! 3 1 z" YE” 
jc 281 a", g", 1l |a" y", 1 c„gVL. e 


Bibl. mat.-fz,, S. IV, T.IV. http://rcin.org „pl di 
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wskutek czego równanie (24) przechodzi na 


ajy „e |y] „2 ,1|+zeja Y „1|—| „y „z |=0, 


y" sA „sk WABI m'„y',l E APTE ATM 
y" SE 1 | |a, z! 1 | |e", y", 1 |a „Y", zm | 
czyli zy s$ ,1 |20 
Wag gł 
z" y" , z" 1 
ag" F y" A g!" $ 1 


Ostatnie równanie przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez trzy punkty 
(æ, y', 2), Œ", y", 2!) œ", y", z"); a zatym wszystkie punkty; których spół- 
rzędne czynią zadość równaniu stopnia 1-go (24), leżą na jednćj płaszczyźnie; 
to równanie przestawia zatym płaszczyznę. 
10. RÓWNANIE POWIERZCHNI KRZYWŃJ. Można wogóle okazać, że 
miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość jednemu równaniu 


F(z ,y ,2)=0 

jest pewna powierzchnia, wogólności krzywa. 

Weźmy naprzód pod uwagę przypadek szczególny, kiedy w równanie 
wchodzi tylko jedna spółrzędna, np. z, 

F (0) =0. 

Wiadomo, że takie równanie posiada skończoną, albotéż nieskończenie wielką 
liczbę pierwiastków a, b, c,..., oddzielonych od siebie przedziałami skończo- 
nymi; jest zatym ono równoważne równaniom r=a, c=b, 1=4..., Z któ- 
rych każdemu, jak np. równaniu «=a, czyni zadość każdy punkt na pła- 
szczyźnie równoległćj do płaszczyzny YOZ w odległości a od tćj płaszczyzny. 
A zatym, miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu 
F(x)=0, jest szereg płaszczyzn równoległych do YOZ w odległościach 
=a,b, c... od YOZ. 

Jeżeli powtóre, w dane równanie wchodzą tylko dwie spółrzędne, jak 
np. w równanie 


Fæ ,y)=0, 


to natenczas, nakróśliwszy na płaszczyźnie XY krzywą, przedstawioną przez 
równanie F(x ,y)—=0, i poprowadziwszy przez jakikolwiek punkt tćj krzy- 
wój prostą równoległą do OZ, łatwo spostrzeżemy, że nietylko spodek, ale 
i każdy punkt tćj prostój uczyni zadość równaniu F@ ,y)=0. A zatym, 
miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu danemu, jest 
powierzchnia, utworzona przez prostą równoległą do osi OZ, przechodzącą 
kolejno przez każdy punkt pewnćj krzywćj, nakrćślonćj na płaszczyźnie XY. 
Taka powierzchnia zowiesię powierzchnią walcową; ta zaś krzywa, czyli 
ślad powierzchni walcowćj na płaszczyźnie XY, jest jedną z nieskończenie 
wielu krzywych, które nazywamy kierownicami powierzchni walcowćj. 
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W przypadku nakoniec, kiedy w dane równanie Fæ ¿y ,z)=0 wcho- 
dzą wszystkie trzy spółrzędne, znajdziemy naprzód położenie tych punktów 
miejsca gieometrycznego, przedstawionego przez to równanie, które znajdują 
się w odległości c od płaszczyzny XY. Te punkty leżą widocznie na prze- 
cięciu się powierzchni walca F(z „,y,c)=0 z płaszczyzną z=c, a więc 
wogóle na pewnój linii krzywćj. Zmieniając c w sposób ciągły od — do 
+ oo, otrzymamy szereg nieprzerwany linij krzywych płaskich, które, nie- 
przerwanie po sobie następując, utworzą pewną powierzchnią krzywą. A za- 
tym miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu 
F(a ,y , 2)—=0, jest pewna powierzchnia, wogólności krzywa. 

Jeżeli równanie F(z ,¿ y , z) =0 jest algiebraiczne stopnia n-go, to po- 
wierzchnia, przez to równanie przedstawiona, zowie się téż powierzchnią 
algiebraiczną rzędu n-go. Płaszczyzna jest więc powierzchnią algie- 
braiczną rzędu 1-go. 

11. PUNKT NA LINII PROSTEJ, ŁĄCZĄCEJ DWA PUNKTY DANE. Niech 
(w,y,2) i (w',y',2') będą spółrzędnymi dwu punktów danych P' i P", 
a («© ,y,z) spółrzędnymi punktu P na prostćj, która łączy tamte dwa pun- 
kty, dzielącego odległość między nimi w stosunku danym: P'P:PP"= m" :m'. 
Aby wyznaczyć spółrzędne (z „y,zż), przyjmijmy naprzód, że prosta P'P" 
przechodzi przez początek spółrzędnych O, oznaczmy przez l, m, n stosunki 
kierunkowe téj prostćj, a nadto OP=r, OP'=r, OP'=r". Ponieważ 
P'P= OP — OP' =r—r, PP"=OP"—OP=r' —r, zatym, według zało- 
żenia, 

r—=r:r" —r=m':m', 


a więc także 


lr —lr :h"' —lr =m':m, 
mr— mi": mr" —mr = m" :m', 
nr —nr :nr" —nr =m':m. 
Atoli r =e ,m zy ,w=« 
PZ „ MPZW rr = 


Pia za lgt=1 SR 4 3 
Wstawiwszy te wartości w poprzedzające proporcyje, mićć będziemy 
(a) (e —2):(1' —xu)=l(y —y):(y' —v)=( — z): (2! — z) =m" :m', 
skąd wypada 
(25) zate + ee j i A + odl. BĘ me! 
m! 4+ m m +m m! +, m" 


Jeżeli prosta P'P" nie przechodzi przez początek spółrzędnych O, to 
natenczas dość jakikolwiek punkt Po na prostćj P'P" obrać za początek no- 
wych osi, równoległych do pierwotnych, i, jeżeli (£o, Yo; %0) są spółrzędnymi 
puntku Po względem dawnych osi, podstawić w (a) odpowiednio «1 — 1%, 
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Yyy Z—Zo T'— To Y—Yp Z — ży T'— To, Y'—Yy Z'—Zo zamiast 
T, Y, Z, T', Y', z', æ, y", z", wskutek czego związek (a) zmianie nie ulegnie. 
I do tego więc przypadku odnoszą się wzory (25). 

Łatwo zauważyć możemy, że punkt P leży albo między punktami P' i P", 
albo na przedłużeniu odcinka P'P", według tego, czy m'm">0, czytóż 
m'm'-<<—0. W przypadku drugim, punkt P leży na przedłużeniu oj 


P'P" bliżój punktu P', lub bliżój punktu P", według tego, czy —— < 1, 
" m" 
czytóćż — => 1. Kładąc ha = à, przywodzimy wzory (25) do DAGA 
a +a" Y +y" NE ŁA 
e) STR "SEE E A N V 


12. RÓWNANIA LINII PROSTÉJ I LINII PODWÓJNIE KRZYWÉJ. Jeżeli liczbę 
stosunkową à będziemy zmieniali w sposób ciągły, to punkt, którego spól- 
rzędne są okróślone wzorami (26), będzie zmieniał swe położenie na prostój 
P'P" w sposób ciągły, czyli opisze prostą nieograniczoną, przechodzącą przez 
punkty P' i P". Rugując zatym liczbę X z trzech równań (26), otrzymamy 
dwa równania między spółrzędnymi punktu bieżącego na linii prostćj, czyli 
równania linii prostćj, przechodzącćj przez dwa dane punkty («,y,z) 
i (æ", y", z"). Aby uskutecznić to rugowanie, napiszmy równania (26) w postaci 


c—au +Na=—c")=0, yy Ay —y")=0, 2—z' +z —z")=0. 
Z nich wypada 


yy „,y—y' |=0 i |z—2 ,z—ż'|=0, 


g—a' ,c—a' 


ca , y— r" 


czyli, po odjęciu elementów kolumny pićrwszćj od elementów kolumny drugićj, 


yy „y—y' |=0 i |z—z ,e—z'|=0, 
g— r , g! — r" g—a' , g'—r" 
albo 
yy č z—r s—2  g—ż 
(27) yy "gz" god gw" 


Te równania są stopnia 1-go względem spółrzędnych punktu bieżącego; a za- 
tym, liniją prostą przedstawiają dwa jednoczesne równania stopnia 1-go względem 
spółrzędnych punktu bieżącego. > 
Nawzajem, jakiekolwiek dwa równania stopnia 1-go między trzema spółrzę- 
dnymi punktu bieżącego przedstawiają liniją prostą. Jakoż, każde z dwu równań 
Ac + By + Cz + D=0, 
A'e + By + O'z + D'=0, 
wzięte oddzielnie, przedstawia płaszczyznę, a zatym punkt, którego spółrzę- 
dne czynią zadość obu równaniom jednocześnie, leży i na jednéj i na drugiéj 
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z tych płaszczyzn, a więc na linii prostćj, według którćj te dwie płaszczyzny 
się przecinają. 

Ogólnie, jakiekolwiek dwa równania między trzema spółrzędnymi pun- 
ktu bieżącego, 


F,(z, y, 2)=0, Fœ, y, 2) =0, 


uważane pospołu, przedstawiają liniją krzywą. Albowićm każde z tych ró- 
wnań, wzięte oddzielnie, przedstawia powierzchnią. Punkt więc, którego 
spółrzędne czynią zadość obu równaniom jednocześnie, leży i na jednój i na 
drugićj powierzchni, czyli na linii, według którćj te dwie powierzchnie się prze- 
cinają. Ta linija — wogóle mówiąc — zowie się liniją podwójnie krzywą. 
13. SPÓŁRZĘDNE BIEGUNOWE PUNKTU. Położenie punktu w przestrzeni 
wyznacza się niekiedy zapomocą układu spółrzędnych bieguno- 
wych. Jeżeli OX, OY, OZ (fig. 69) są trzema osiami do siebie prostopa- 
dłymi, a P pewnym punktem 
w przestrzeni, to położenie pun- Z 
ktu P będzie wyznaczone, gdy 
wyznaczone zostaną: długość r 
promienia OP, wielkość 6 kąta 
POZ, który promień OP tworzy 
z osią OZ, i wielkość g kąta, który 
płaszczyzna, przechodząca przez 
OP i OZ, czyni z pewną płaszczy- 
zną stałą, przechodzącą przez OZ, 
np. z płaszczyzną ZX. Trzy ilo- 
ści r, 6, p zowiemy spółrzę- 
dnymi biegunowymi punktu. Gdy 
punkt jest dany, natenczas są Fig. 69. 
dane także jego spółrzędne bie- 
gunowe i nawzajem, gdy są dane trzy liczby a, b, c, takie, iż Oga<=, 
0<b<Erz, 0O<ęS2m, natenczas istnieje jeden punkt, którego spółrzędnymi 
biegunowymi są 


ZE MEI aG 


Ten punkt jest jednym z cztćrech punktów, w których przecinają się: po- 
wierzchnia kuli o promieniu a, mająca środek w początku O, powierzchnia 
stożka, którego wićrzchołek leży w O, oś schodzi się z osią OZ, a tworząca 
czyni z osią kąt b, i płaszczyzna, która przechodzi przez oś OZ i czyni 
z płaszczyzną ZX kąt c. 

Między tak okróślonymi spółrzędnymi biegunowymi punktu P a spół- 
rzędnymi prostokątnymi tego punktu w układzie osi OX, OY, OZ, zachodzą 
bardzo proste związki. Jakoż, poprowadźmy prostą PN, prostopadłą do 
XY, aż do przecięcia się w N z tą płaszczyzną, i NQ, prostopadłą do OX, aż 
do przecięcia się z nią w punkcie Q. Wtedy. 
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z = OQ =ONcosę = OPsin6 cosę = rsinfcosę, 
(28) y=QN=ONsinę = OPsinósinę = rsin sin, 
z = NP =OPcos6 = rcosQ. 


Stąd zaś wypada nawzajem 


r=, a zatym r=+[ pyte 


y 
£ 


29 
(29) cos0=2, tg = 


ĆWICZENIA. 


(1). Znaleść położenie punktów, przedstawionych przez równania 
z3--y3 =223, r-y=2, ry = a? 


(2). Okazać, że trójkąt, utworzony przez trzy punkty, których spółrzędne 
prostokątne są (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), jest równobocznym. 

(3). Dostawy kierunkowe prostćj są proporeyjonalne do liczb (1, 2, 3); zna- 
leść ich wartości. 

(4). Znaleść kąt między dwiema prostymi, których dostawy kierunkowe są 
proporcyjonalne odpowiednio do liczb (1, 2, 3) i (5,—4, 1). 

(5). A,B, C są trzema punktami, leżącymi odpowiednio na osiach z-ów, 
yrów i z-ów, i OA=a, OB=b, OC=cG znalóść: a) spółrzędne środków prostych 
BC, CA, AB; b) spółrzędne środka ciężkości trójkąta ABC i c) odległości tego 
punktu od A, Bi C. 

(6). Dostawy kierunkowe dwu prostych są odpowiednio (4, m m) 
i (b, mą, na); znaleść dostawy kierunkowe (1, m, n) prostćj prostopadłćj do obu pro- 
stych danych, i okazać, że jeżeli jedna z tych prostych leży na XY i czyni z osią OX 

m = n 
—1  tgr 

(7). Jeżeli promień OP ze swymi rzutami na płaszczyzny spółrzędnych pro- 
stokątnych czyni kąty, tworzące postęp różnicowy, którego różnicą jest 459, to ten 
promień leży na jednćj z płaszczyzn spółrzędnych. Podobnie rzecz się ma, jeżeli ten 
promień czyni z osiami spółrzędnych kąty wogóle a, 2a i 3a. 

(8). Suma trzech kątów ostrych, które promień OP czyni z osiami układu 
prostokątnego, jest mniejsza od 1200, 

(9). Znaléść kąt między dwoma promieniami, których dostawy kierunkowe 
są okróślone przez dwa równania jednorodne odpowiednio stopnia 2-go i 1-go, 


kąt a, a druga leży na YZ i czyni z osią OZ kąt 4, to natenczas z = 


al? + bm? + cn? + 2a'mn + Ż%'nl + Zchim=0 i al+-fm + fn=0. 
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(10). Promienie, których dostawy kierunkowe są dane przez równania 
al +- bm? 4+ cn? =0 i al+-fm--yn==0, są do siebie prostopadłe, jeżeli 
a2(b + e) + B?(c + a) + 1?(a + b) =0, a równoległe, jeżeli 

2 2 2 
= PęT=v. 
a b c 

(11). Dostawy kierunkowe prostćj, tworzącćj kąty równe z trzema prostymi, 
których dostawy kierunkowe są (l, m, n), (l, m', n'), (Ù', m", n"), są proporcyjo: 
nalne do m(n' —n") + m'(u' — n) + m (n—u'), nt —U) + n'(t' — 1) + n"(1—L), 
I(m' — m") + I (m" — m) + l'(m— m'). Jeżeli dane proste są do siebie prostopadłe, 
Ja sad GA m-+-m +m" n--n' pa" 

CER RZN 

(12). Znalóść dostawy kierunkowe (44, my, nı) i (ly, mą, ną) dwu prostych, 
które leżą na płaszczyźnie dwu danych promieni i dzielą kąty między nimi na równe 
części. 

(13). Wyrazić odległość między dwoma punktami danymi przez spółrzędne 
biegnnowe tychże punktów. 


to dostawy kierunkowe żądanćj prestćj będą 


(14). Spółrzędne biegunowe punktu są (i ji znaleść jego spółrzę- 


T T 
>6”3 
dne prostokątne, 
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O PŁASZCZYŹNIE. 


14. RÓWNANIE PŁASZCZYZNY. Okazaliśmy w rozdziale poprzedzającym, 
że równanie stopnia l-go między spółrzędnymi punktu przedstawia płaszczy- 
znę. Do tegoż dojść możemy bespośrednio. 

Niech P (fig. 
70) będzie ja- 
kimkolwiek pun- 
ktem (bieżącym) 
na płaszczyźnie, 
która przecina 
osi «-ów, y-ów 
i z-ów odpowie- 
dnio w punktach 
AB, 0: „Przoż 
ten punkt P po- 
prowadźmy pła- 
szczyznę równo- 
ległą do YZ i 
Fig. 70. przecinającą pła- 
szczyzny ZX i 
XY według prostych RQ i QS, a daną płaszczyznę według prostćj RS, 
poprowadźmy prostą PN, równoległą do RQ, aż do przecięcia się w N z QS, 
i oznaczmy OQ=z, QN=y, NP =z, OA =a, OB =b, OC=«c. Z podo- 

bieństwa trójkątów QRS i NPS wypada 

NP__NS sze, QN. 
GB QS QS 
Atoli, ponieważ prosta QR jest równoległą do OC, a QS do OB, mamy także 
QR _QA_ QS. 
OC 0A 0B 


Stąd zaś wypada 
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NP QR_QA_QN QS 
QR'OC OA QS OR 


czyli NP- QN_QA_ Aa, 0Q 
OO COBE OE FOA 
lub OQ: QN NP 
OA TOB O0 Y 
t. j. 
a) Z+ +=. 


A zatym, płaszczyznę przedstawia równanie stopnia l-go między spółrzę- 
dnymi punktu bieżącego. W równaniu (1) a, b, c są wartościami odcinków, 
które ta płaszczyzna odmierza na osiach. To równanie (1) zowie się równa- 
niem symetrycznym płaszczyzny. Od wielkości i od znaków liczb a, b, c 
zależy położenie płaszczyzny, przedstawionćj przez równanie (1). Nawzajem, 
równanie ogólne stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu bieżącego 

(2) Az + By + Cz+ D=0 

przedstawia płaszczyznę. Jakoż, równanie (2) nie przestanie przedstawiać 
tćj samćj figury gieometrycznćj, gdy lewą jego stronę, t. j. spółczynniki A, 
B, C, D pomnożymy przez tę samę liczbę. Podzielmy zatym to równanie 
przez — D i oznaczmy 


(3) a=; — 
otrzymamy wówczas równanie 
A R 
+: 35 A $ TE 1, 
przedstawiające płaszczyznę, która odmierza na osiach z, y, z odcinki a, b, c. 
15. Związki (3) między spółczynnikami A, B, C, D w równaniu og ól- 
nym płaszczyzny, t. ją w równaniu (2), a odcinkami a, b, c, posłużą do wy- 
znaczenia płaszczyzny, w którćj równaniu brak pewnych wyrazów. 
a. Jeżeli D=0, wówczas, według (3), a=b=c=0; a zatym ró- 
wnanie 
Az + By + Cz=0 
przedstawia płaszczyznę, która przechodzi przez początek spółrzędnych. 
b. Jeżeli C=0, wówczas c=oc; płaszczyzna: więc, przedstawiona 
przez równanie 
Ac + By + D=0, 


jest równoległą do osi z-ów. — Taksamo równania Az + Cz+D=0 
i By + Cz + D=0 przedstawiają płaszczyzny równoległe SITPA do 
osi y-ów i do osi ż-ów. 
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c. Jeżeli B=C—=0, wówczas b=c=oas; a zatym równanie 
Axc+D=0, czyli cr=a 


przedstawia płaszczyznę równoległą do płaszczyzny Y Z.—Taksamo równanie 
By + D=0, czyli y=b przedstawia płaszczyznę równoległą do ZX, a ró- 
wnanie Cz + D =0, czyli z=c przedstawia płaszczyznę równoległą do XY. 
d. Jeżeli w poprzedzającym przypadku jeszcze i D=0, to odpowie- 
dnio mićć będziemy równania 
G=0, YE £=U 


które przedstawiają płaszczyzny YZ, ZX, XY. 
e. Jeżeli nakoniec A=B=0C—=0, wówczas a=b=c=a; a zatym 
równanie 


z D=0 


należy uważać jako przedsta- 
wiające płaszczyznę w nie- 
skończoności 

16. Spuśćmy z po- 
czątku O (fig. 71) prosto- 
padłą OD na płaszczyznę, 
która na osiach odmierza 
odcinki OA, OB, OC, po- 
łączmy D z A, B, C i ozna- 
czmy OD=p, Z XOD=a, 
ZYOD=$ ZZ0OD=4, 
Fig. 71. OA=a, OB=b, OC=c. 
Z trójkątów prostokątnych 


OAD, OBD, OCD wypada 
(4) p= acosa =bcosf = ccosf. 
Wstawiając wartości na a, b, c, wynikające zitych związków, w równanie (1), 
miéć będziemy równanie normalne płaszczyzny 
(5) z©cosa + ycosf + zcosj — p = 0. 

Aby wyrazić długość p prostopadłćj z początku na płaszczyznę i dosta- 
wy kierunkowe cosa, cosf, cosy téj prostopadłćj przez spółczynniki A, B, 
Ci D równania ogólnego płaszczyzny, t. j: równania (2), podstawmy w zwią- 
zki (4) za a, b, c wartości wynikające ze związków (3). Otrzymamy tym spo- 
sobem 
(6) p __cosa__cosf —_ COST, 

ZB £ BU 

Z tych zaś związków, przy uwzględnieniu związku zachodzącego między do- 
stawami kierunkowemi promienia [art. 3, (5')], znajdziemy, że każdy z wypi- 
sanych stosunków jest równy stosunkowi 
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RDA BED EBCCZEDT IR R Z 
V A?sin27-|-B?sin?u-C?sin?y-|-2(e0sjicos/—cosh)BC--2(cosveosh—cosn)CA-+-2(coskcosi.—cosv)AB ` 


W przypadku, kiedy spółrzędne są prostokątne (=== z), mamy 


(8) p cosa _ cosh _ t = 1 
—D A  B “VEB B+ 


W tych wzorach należy wziąć pierwiastek ze znakiem przeciwnym znakowi 
spółczynnika D, ażeby długość p wypadła dodatną. 

To wskazuje, że, chcąc równanie ogólne płaszczyzny Ax+ By+02z+D=0 
przywićść do postaci ZA należy to równanie pomnożyć przez wyraże- 


nie (7), lub przez , według tego, czy układ osi spółrzędnych 


ARES TA 
nie jest, czytóż jest prostokątny. 

17. SPÓŁRZĘDNE PŁASZCZYZNY. Równanie jakićjkolwiek płaszczyzny 
można przywićść do postaci 


af żółę o 
gtyTąT 


gdzie a, b, c oznaczają odcinki, które ta płaszczyzna odmierza na osiach spół- 
rzędnych. Od wielkości i od znaku (kierunku) tych odcinków zależy poło- 
żenie płaszczyzny, tak iż, jeżeli płaszczyzna jest daną, wtedy także te odcinki 
są dane; i nawzajem, jeżeli dane są wartości bezwzględne i znaki tych odcin- 
ków, wtedy położenie płaszczyzny jest niewątpliwie wyznaczone. Z tego po- 
wodu możnaby ilości a, b, c nazwać spółrzędnymi płaszczyzny; wszakże dogo- 
dnićj wziąć za spółrzędne płaszczyzny odwrotności liczb a, b, c, wzięte ze zna- 
kami przeciwnymi. Kładąc zatym 


1 1 1 
yY —-= ==iĘ —-= 
(9) g=« y=" z =, 
nazwiemy te liczby u, v, w spółrzędnymi płaszczyzny. 


Wprowadzając te.spółrzędne do poprzedzającego równania, otrzymamy 
(10) uc + vy + wz + 1 =0. 


To równanie wyraża związek między dopićroco okrćślonymi spółrzędny- 
mi płaszczyzny u, v, w i spółrzędnymi punktu z, y, z, który leży na tćj pła- 
szczyźnie. „Jeżeli więc spółrzędne płaszczyzny u, v, w są dane, to spółrzędne 
wszelkich punktów leżących na danćj płaszczyźnie, lecz tylko tych punktów, 
uczynią zadość równaniu (10). W tym więc przypadku równanie (10) przed- 
stawia płaszczyznę o spółrzędnych u, v, w. 

Jeżeli przeciwnie, spółrzędne punktu z», y, z są dane, natenczas spół- 
rzędne w, v, w wszelkich płaszczyzn, przechodzących przez ten punkt, lecz 
tylko tych płaszczyzn, uczynią zadość równaniu (10). W tym przypadku ró: 
wnanie (10) będzie równaniem punktu, którego spółrzędne są z, y, ź, 
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A zatym: jeżeli punkt wyzżnaczymy przez trzy spółrzędne x, y, z, natenczas 
wyrażenie analityczne płaszczyzny będzie równaniem stopnia 1-go między spółrzę- 
dnymi punktu; jeżeli zaś płaszczyznę wyznaczymy przez trzy spółrzędne u, v, w, na- 
tenczas wyrażenie analityczne punktu będzie równaniem stopnia 1-go między spół- 
rzędnymi płaszczyzny, 

Nawzajem: każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu przed- 
stawia płąszczyznę, a każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi płaszczy- 
gny przedstawia punkt. 

Jakoż, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-go np. między spółrzędnymi 
płaszczyzny, 


Lu + Mv+ Nw+ P=0, 


przez P, i kładąc Ę=2, p= Y, p=ż mamy 


cu + yv + zw + 1=0, 


równanie kształtu (10), które przedstawia punkt o spółrzędnych z, y, 2. — 

W ogólności, każde równanie F(u, v, w)=0 między trzema spółrzędny- 
mi płaszczyzny przedstawia zbiór płaszczyzn, z których każda dotyka pewnćj 
powierzchni, czyli przedstawia powierzchnią — obwiednią wszystkich pła- 
szczyzn, stycznych do téj powierzchni. Podobnie bowićm, jak w układzie 
spółrzędnych punktu, gdy trzy punkty na powierzchni, przedstawionćj przez 
równanie f(x, y, ż) =0, razem się ze sobą zejdą, to płaszczyzna, przechodząca 
przez te trzy punkty, staje się styczną do tćj powierzchni, takrównież, gdy 
trzy płaszczyzny, których spółrzędne czynią zadość równaniu F(u, v, w) =0, 
razem się ze sobą zejdą, to wówczas punkt przecięcia się tych trzech pła- 
szczyzn staje się punktem styczności ich do pewnćj powierzchni. 

Jeżeli równanie F(u, v, w) =0 jest algiebraiczne stopnia m-go, to po- 
wierzchnią, przez to równanie przedstawioną, nazywamy powierzchnią al- 
giebraiczną klasy n-ćj. Zatym punkt jest powierzchnią algiebraiczną 
klasy 1-ćj. 

Płaszczyzny, których spółrzędne jednocześnie czynią zadość dwu równa- 
niom F;(u, v, w) =0 i F(u, v, w) =0, są płaszczyznami stycznymi jednocze- 
śnie do obu powierzchni, przedstawionych przez te równania. Szereg nie- 
skończony tych płaszczyzn obwodzi nową powierzchnią, którą nazwiemy po- 
wierzchnią rozwijalną, albowićm, jak to zobaczymy, taką powierzchnią 
można rozwinąć na płaszczyźnie. 

18. ODLEGŁOŚĆ PROSTOPADŁA PUNKTU OD PŁASZCZYZNY. Niech «', y' z' 
będą spółrzędnymi punktu danego, a «©cosa + ycosf + zcosy —p=0 ró- 
wnaniem normalnym danćj płaszczyzny. Poprowadźmy przez ten punkt pła- 
szczyznę równoległą do danćj. Równanie normalne tćj płaszczyzny będzie 


© cosa + ycos + zcosj — p =0, 
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gdzie a, f, mają te same wartości, co w równaniu poprzedzającym. Ponie- 
waż ta płaszczyzna ma przechodzić przez punkt dany, przeto 
«'cosa + y'cosf -+ z' cosy — p' = 0, 
skąd wypada 
p' =s'cosa -+ y'cosg + z'cosy. - 
Oznaczmy jeszcze przez ò odległość prostopadłą punktu danego od płaszczy- 
zny danćj. Natenczas, przyjmując tę odległość za dodatną lub za ujemną, 


według tego, czy punkt dany i początek leżą z tćj samój strony, czytóż po 
stronach przeciwnych płaszczyzny danćj, będziemy mieli 


0=p—7 
lub, wstawiwszy za p' wartość powyższą, 
(11) 5=— (z'cosa + y'cos8 -+ z'cosy—p). . 


A zatym: lewa strona równania normalnego płaszczyzny, gdy w nim za spółrzędne 
bieżące podstawimy spółrzędne punktu danego i wypadek podstawienia weźmiemy ze 
znakiem przeciwnym, przedstawia (co do wielkości i znaku) odległość prostopadłą 
punktu danego od téj płaszczyzny. 

Jeżeli płaszczyzna jest dana przez równanie ogólne Ax+-By+-Cz+- D—0, 
natenczas przywiódszy uprzednio to równanie do postaci normalnćj, mióć 
będziemy w układzie prostokątnym spółrzędnych 
(12) a a anle 

V A24 B34 (3 
gdzie pierwiastek należy wziąć ze znakiem spółczynnika D. 

Jeżeli zaś dana płaszczyzna jest wyznaczona przez swe spółrzędne 
u, v, w, tak, iż jéj równanie jest uz + vy + wz + 1 =0, natenczas w ukła- 
dzie prostokątnym spółrzędnych mićć będziemy 


ud --vy' + wz! +1 
13 = ZZA 
z METET 

19. KĄT MIĘDZY DWIEMA PŁASZCZYZNAMI. Przez kąt między dwiema 
płaszczyznami rozumićć należy kąt między dwiema prostopadłymi do tych 
płaszczyzn, wyprowadzonymi z jednego punktu, np. z początku spółrzędnych. 
Niech więc 

Az + By +02z+D=0 i A'c+By+C':+ D'=0 

będą równaniami dwu płaszczyzn. Oznaczmy przez (a, @, 7) i (a', ß', y!) kąty, 


które z osiami z, y, z czynią prostopadłe do tych płaszczyzn, wyprowadzone 
np. z początku spółrzędnych. W układzie prostokątnym spółrzędnych mamy 


cosa _ cosR _ cosy __ 1 
A BG AFP 
cosa' _ cosf' _' cosy __ 1 


A ="B = Go A T 03 
http://rcin.org.pl 


308 GIROMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


jeżeli więc przez © oznaczymy kąt między tymi dwiema prostopadłymi, a więc 
i między dwiema danymi płaszczyznami, to (art. 5) 


= AA' + BB' +00 
waż <= PROPO OZ mać 
V/ A2+ BR + C2]/A2+B2+0* 
(14) sing — (BO —B'O)* + (CA' — C'A)? + (AB' — A'B), 
= V A? +B? + C A> +B2+ GE 
tgo — PO—B'0)'+ (CA' — CA) +-(AB'— A'B), 
da AA' + BB + CC 


Z tych wzorów wypada 
(15) AA'+-BB' + 0C'=0, 


jako warunek konieczny i dostateczny, aby dwie dane płaszczyzny były do 
siebie prostopadłe. Warunek zaś konieczny i dostateczny, aby dwie dane 
płaszczyzny były do siebie równoległe, przedstawia równanie 


(BC —B'O)' -+ (CA'—C'A) + (AB' — A'B}? = 0, 
które się roskłada na trzy następujące: 
(16) B0O-BC=0, CA'—CA=0, AB —A'B—0. 


Jeżeli spółczynniki A”, B', ©' nie są równe 0, równania warunkowe przywo- 
dzą się do dwu następujących 


KK 10 
x"B'O 
Zatym: dwie płaszczyzny, których równania różnią się od siebie jedynie wyrazem, 
od x, y, z niezależnym, są do siebie równoległe. 

20. RÓWNANIE PŁASZCZYZNY, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ PROSTĄ PRZECIĘ- 
CIA SIĘ DWU DANYCH PŁASZCZYZN. Jeżeli 


E'=uc+vy+wz+1=0, E'=u'e+-v'y+-w'z+1=0 

są równaniami dwu płaszczyzn, natenczas równańie 

(17) E'+AE'=(u + Aue (0 + Avy + (0 + kw" + (1+3X)=0, 

g czynnikiem mieoznaczonym M, przedstawia jakąkolwiek płaszczyznę E, przecho- 
dzącą przez prostą przecięcia się dwu danych płaszczyzn. Albowićm, popićrwsze, 
równanie (17) jest równaniem stopnia 1-go, powtóre, równaniu (17) uczynią 
zadość wszystkie układy wartości na x, y, z, które czynią zadość jednocześnie 
obu równaniom E' =0 i E"=0, a więc płaszczyzna, przedstawiona przez 
równanie (17), przechodzi istotnie przez prostą, według którćj dane dwie 
płaszczyzny się przecinają; nakoniec, można czynnikowi nieoznaczonemu À na- 
dać taką wartość, aby płaszczyzna (17) przechodziła przez punkt dowolnie 
wybrany, a więc równanie (17) może przedstawiać pewną, jakąkolwiek 


zresztą, płaszczyznę, przechodzącą przez prostą przecięcia się dwu danych 
płaszczyzn. 


(16') 
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Oznaczając przez u, v, w spółrzędne płaszczyzny, przedstawionój przez 
równanie (17), mamy 
18 awhe  _v+ędk" w + hw" 
(18) zy RA  — BEM GEX 
Znaczenie gieometryczne czynnika à wypływa z uwag następujących. 
Oznaczmy przez 8' i 8" odległości prostopadłe punktu bieżącego na płaszczy - 
źnie (17) odpowiednio od płaszczyzn E' =0 i E" =0; wówczas będzie (art. 18) 


E'= 0 wt FF w i = WE p vt w, 


e) = 


1 
A że, według (17), RZEK zatym mamy 


| ma NN 
"BL wt , gdzie a= u? +v2 pwt: yu" +v2 | wi; 


Co do znaku, à będzie dodatne lub ujemne, według tego, czy płaszczyzna (17) 
nie przechodzi, czytćż przechodzi przez ten kąt między dwiema płaszczyzną- 
mi, w którego otworze leży początek spółrzędnych. Oznaczywszy jeszcze 
przez (E'E) i (E'E) kąty, które płaszczyzna (17) czyni odpowiednio z płaszczy: 
znami E'=0 i E'=0, mićć będziemy 2':8" =sin(E'K) :sin(E"E) = 
—=sin(E'E) : — sin(EE'); a zatym ostatecznie 
__,sin(E'E) 
t =*sin(EE') 
Jeżeli analogicznie postąpimy z równaniami dwu danych punktów 
P'=au-+yv-+zw-+-1=0, P'=zx'uy'v+-z'w-+- I =0, 
to znajdziemy, że równanie 
(20) P'+AP'=(ae' + Ax"Ju + (y' + Ay')v +e ++ Az")w + (1 -+XA)=0, 
z czynnikiem nieoznaczonym À, przedstawia jakikolwiek punkt P na prostćj, 
łączącćj dwa dane punkty. Spółrzędne tego punktu są 


_ 2 +a" _y Hy" _e+4Az' 


3 ASKA Ek PEREZ? 
a znaczenie gieometryczne czynnika A daje wzór (art. 11) 
ZR 


Powyższe wyniki możemy także tak wypowiedzićć: 

Jeżeli R=0, RR=0, R'"=0 są równaniami trzech płaszczyzn, lub trzech 
punktów, i jeżeli te trzy płaszczyzny przecinają się według jednćj prostćj, lub odpo- 
wiednio te trzy punkty leżą na jednćj prostćj, to natenczas istnieją trzy takie liczby 
w,w',x%', które uczynią zadość tożsamości 


(23) aR + x*'R' + x'R'=0, 
i nawzajem, Albowióm można tę tożsamość zastąpić przez 
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yR=R'+AR', 
gdzie y=—a:x, h=x':«. Stąd bespośrednio widzimy, że płaszczyzna, 
lub punkt, przedstawione przez równanie R=0, odpowiednio przechodzi 
przez prostą przecięcia się płaszczyzn R =0 i R"=0, lub leży na prostćj, 
łączącćj punkty R =0 i R" =0. 
Jeżeli tu 

(24) R=az by +cz+d, R(=zaxz+V'y+-cCz+-d, R"=a'x--V'y+-c'z+-d", 
to natenczas, na mocy tożsamościowego związku (23), 

na--x'a' Hra! =0, abarbar" =0, wcze he =0, dad pa'd' =0. 


A zatym, jeżeli trzy płaszczyzny R=0, R'=0, R"=0 przecinają się we- 
dług jednćj prostćj, to natenczas wszystkie cztóry wyznaczniki stopnia 3-go, 
które otrzymać możemy z symbolu 

la,b,e,d 

E A d 

a', b", a a" 
przez opuszczenie każdćj pokolei kolumny, są równe 0. — Analogiczny wy- 


padek otrzymamy dla trzech punktów, leżących na jednćj prostćj. 
21. WŁASNOŚCI KĄTA BRYŁOWEGO TRÓJŚCIENNEGO. Niech 


E,=(, E;=0), E,=0 
będą równaniami ścian kąta bryłowego trójściennego. Jeżeli przyjmiemy, 
że początek spółrzędnych znajduje się wewnątrz tego kąta, natenczas 
E =E, — E, = 0, Ea =E, — KE, =0, Ez: =E; — E, =0 
będą równaniami płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych wewnę- 
trznych tego kąta bryłowego, a 
E,„=E, +E:=0, E„=E,+-KE,=0, E'u =E, +E =0 

będą równaniami płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych zewnętrznych 
tegoż kąta bryłowego. Z tożsamości 

En + Ez; + E;, =0, 

E's — E's + Ea =0, 

E,„—E', + Ez =0, 

En Oid E's + Ks; = 0 
widzimy, że trzy pary płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych wewnętrznych 
i zewnętrznych kąta bryłowego trójściennego, przechodzą po trzy przez jednę prostą. 
Twierdzenie to jest przypadkiem szczególnym twierdzenia ogólniejszego. 


Przez trzy krawędzi K,E,, E,E,, E,E, poprowadźmy płaszczyzny, dzie- 
lące każdy z tych kątów dwuściennych na dwie części tak, iż stosunek ich 
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wstaw jest odpowiednio pą:yz, pa: Hrita Wtedy równania tych trzech 
płaszczyzn będą 


E E E 
Bai? — 70 p 5 — — 0, z i — — 0, 


Ha H Ha 

Stąd wypada tożsamość E, + Es, + Fją = 0. Mamy zatym twierdzenie 
ogólne: płaszczyzny, dzielące kąty dwuścienne kąta bryłowego trójściennego na czę- 
ści, których stosunki wstaw są odpowiednio wą : tha, Uą Vu, Ha: Ha, przechodzą przez 
jedne prostą. 

Jeżeli E, =0, E= 0, E;=0 są równaniami normalnymi trzech ścian 
kąta bryłowego i jeżeli oznaczymy przez (2, 3), (3, 1), (1, 2) trzy odpowie- 
dnie kąty dwuścienne, wówczas równania 


En =E, cos (3, 1) —E,cos(1, 2)=0, E,,=E;cos(1, 2)— E, cos(2, 3)=0, 
E, =E, cos (2, 3)— E3 cos (3, 1)—=0 


przedstawiają płaszczyzny, przechodzące przez trzy krawędzi i prostopadłe 
do ścian, tym krawędziom przeciwległych. Mamy zatym twierdzenie: pła- 
szczyzny, które rzucają prostopadle krawędzi kąta bryłowego trójściennego na ściany 
przeciwległe, przechodzą przez jednę prostą. 

22. PĘK PŁASZCZYZN I SZEREG PUNKTÓW. Zbiór płaszczyzn, prze- 
chodzących przez jednę prostą, zowiemy pękiem płaszczyzn, a zbiór 
punktów, leżących na jednćj prostćj, zowiemy szeregiem punktów. 
Jeżeli 


są równaniami dwu płaszczyzn pęku, lub dwu punktów szeregu, natenczas 
równanie 


Ry > ARa = 0, 
z czynnikiem nieoznaczonym À, przedstawiać może wszelką płaszczyznę tego 
pęku, lub odpowiednio wszelki punkt tego szeregu. 
Przez stosunek podwójnego podziału (E,E,E,E,) cztórech 
płaszczyzn jednego pęku rozumiemy iloraz 


— sin(E,, E») , sin(E,, E3), 
(E.B, BE) = AE, E,)* sin (E,, E) 
Jeżeli więc te cztóry płaszczyzny przetniemy płaszczyzną do nich prostopa- 
dłą, to otrzymamy pęk cztćrech promieni, i stosunek podwójnego podziału 
tych cztérech promieni jest równy stosunkowi podwójnego podziału cztćrech 
płaszczyzn. 
Podobnie, przez stosunek podwójnego podziału (Q,Q»Q:Q«) 
cztórech punktów jednego szeregu rozumiemy iloraz 


_ QQ: QQ, 
QRR =Q QQ: 
Bibl. mat.-fz., $. IV, T. IV. 20 
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Stosunek podwójnego podziału cztórech płaszczyzn pęku jest równy stosunkowi 
podwójnego podziału cztórech punktów, w których te płaszczyzny przecina jakakol- 
wiek linija prosta poprzeczna, 

Jakoż, przez dowolną prostą D poprowadźmy płaszczyznę S, która spo- 
tyka prostą, według któréj te cztóry płaszczyzny przecinają się z sobą, 
w punkcie A ,'a płaszczyznę Z, prostopadłą do tych płaszczyzn, według pro- 
stój D'; niech następnie Qi, Qa, Qa; Qe I Qi, Qa, Q», Q'a będą odpowiednio 
punktami przecięcia się prostych D i D' z płaszczyznami E,, E,, E;, Ex. Sto- 
sunek powójnego podziału (E,E,E„FE,) będzie wówczas równy stosunkowi 
podwójnego podziału cztórech odpowiednich promieni na Z, a przeto także 
stosunkowi (Q';QQ:Q'), a więc także stosunkowi promieni, według których 
płaszczyzna § przecina dane płaszczyzny pęku, t. j. promieni AQ', AQ/, 
AQ;, AQ/„ a ten ostatni jest równy stosunkowi (Q,Q»Q:Q«); mamy zatym 


(E,E,EGE,) = (Qi QQ: Q;), co było do okazania. 
Jeżeli 


R;=0, Rz =0, R.=R, +AR, =0, R,=R;, +R: =>0 


są równaniami cztórech płaszczyzn jednego pęku, lub cztćrech punktów je- 
dnego szeregu, wówczas stosunek podwójnego podziału tychże płaszczyzn, lub 
odpowiednio punktów będzie równy A: (art. 20). 

Dwa pęki płaszczyzn, lub dwa szeregi punktów, przedstawione przez 
równania 


R,+XR=0 i R, +AR;—0, 


zowiemy pękami jednokróślnymi, lub szeregami jednokróślny- 
mi; a te płaszczyzny w tych dwu pękach, lub te punkty w tych dwu szere- 
gach, które odpowiadają téj samćj wartości na A, nazywamy płaszczy- 
znami odpowiednimi lub punktami odpowiednimi. 

Miejscem gieometrycznym prostych, według których przecinają się odpowiednie 
płaszczyzny dwu pęków jednokróślnych, lub które łączą odpowiednie punkty dwu 
szeregów jednokrćślnych, jest powierzchnia, przedstawiona odpowiednio przez równa- 
nie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, czyli powierzchnia rzędu 2-go, lub 
przez równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych płaszczyzny, czyli powierzchnia 
klasy 2-6j. 

Jakoż, dwa równania, R,+AR;,=0 i R, +AR„=0, uważane po- 
społu, przedstawiają liniją prostą, według którćj przecinają się dwie pła- 
szczyzny, lub prostą, która łączy dwa punkty, przedstawione przez każde 
z tych równań, wzięte oddzielnie. Jeżeli zatym z tych równań wyrugujemy 
czynnik A, to otrzymamy 


R, R'a —R,Ra =0, 


równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, lub odpowiednio 
względem spółrzędnych płaszczyzny. To równanie przedstawia miejsce pro- 
stych, według których przecinają się płaszczyzny odpowiednie dwu pęków 
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jednokróślnych, lub które łączą odpowiednie punkty dwu szeregów jedno- 
króślnych. 


23. CZTÉRY PŁASZCZYZNY I CZTERY PUNKTY. Niech 
| E =A, + By + 0,: + D, =0, 
EF, =Agz + Bay + Cz ++ Dą = 0, 
E; = Age + Bzy + © + Da =0, 
| E, =A4c + By + Caz + D+—=0 
będą równaniami cztórech płaszczyzn. Jeżeli te cztćry płaszczyzny przeci- 


nają się w jednym punkcie, natenczas wartości na v, y, z, otrzymane z trzech 


równań, powinny uczynić zadość równaniu czwartemu; a zatym wtedy mićć 
powinniśmy 


(2) 


A, , Bı , © ,D, |=0. 
A 1 B, ? C; , D: 
Az ,B; , Cz , Di 
A,,B,, 0, , DĄ 
Pomnóżmy w tym wyznaczniku elementy pićrwszćj kolumny przez æ i dodaj- 
my do nich elementy kolumny drugićj, pomnożone przez y, elementy trzecićj, 
pomnożone przez z, tudzież elementy ostatnićj kolumny. Natenczas PRE 
my tożsamościowo 

Az + Bzy + Cyż + D, , B , C , D,|=0, 

Aa -+ Bay + Cz +D , Ba , Cą , Di 

Aza + Bzy ++ Cze ++ D, , B, G, D 

Asz + By 4- C4ż +D, B, ©; , D: 

lub, uwzględniając oznaczenia (4) i kładąc 


Bz , Cz, Da|=*%,, — |B, , Ci ,D, |=% |B; ,0,,D4|=%,—|B,, Ci D; = hy 
Bs , C3, Da B; , C4, D; (B2 , C2; Dz! |Ba» Ca, Da 

B, ,C,,D;, B; , Cz, Dz | IB, , Ci, D| B; , C3, D; 

(B) mE, + WE + 4E; + 4E; = 0. 


A zatym: jeżeli cztéry płaszczyzny (a) przecinają się w jednym punkcie, wówczas 
istnieją cztóry liczby %i, %2, %ą, %4, tożsamościowo czyniące zadość równaniu ($). 
Nawzajem: jeżeli istnieją takie liczby %4, ką, hg, %4, iż przy nich ma miejsce tożsa- 
mość (B), wówczas cztćry płaszczyzny (a) przecinają się w jednym punkcie. Albo- 
wićm wartości na x, y, z, które czynią zadość jednocześnie trzem z tych ró- 
wnań (a), wskutek tożsamości ($) uczynią także zadość czwartemu z tych ró- 
wnań. 

Podobnie można dowićść twierdzeń analogicznych. Jeżeli cztóry punkty 
Q=0, Q2=0, Q3 =0, Q4=0 leżą na jednój płaszczyźnie, wówczas istnieją 
cztery liczby %y, hg, Wz, 44, czyniące zadość tożsamości %, Q, +% Qa +7%40Q0,-+74Q, =0. 
I nawzajem: jeżeli Q,=0, Qa =0, Q,=0, Q,=0 są równaniami cztórech 
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punktów i jeżeli istnieją liczby %ı, ha, %3, %,, czyniące zadość tożsamości 
Qi + aQ2 + z3Q; 140,20, wówczas te cztóry punkty leżą na jednćj pła- 
szczyźnie. 

24. WŁASNOŚCI CZWOROŚCIANU. Weźmy pod uwagę czworościan. 
Niech 

E,=0), Ez=0), E;,=0), E,=0 

będą równaniami jego ścian. Jeżeli początek spółrzędnych leży wewnątrz 
czworościanu, to równania 

E„,=E, —K=0), E,=E,—E, =0), E „=E, —E,=0, 

E„ =E, —E.=0), E,=E.—EF,=0), E,=E, —E,=0 
przedstawiają płaszczyzny dwusieczne kątów dwuściennych wewnętrznych, 
a równania 

E'„=E, +E,=0, E„=E, +E;=0), E,=E, + E, =0, 
E,;=E, + K4=0), E,=E,+E;,=0, E;,=E,+ KE, =0 
przedstawiają płaszczyzny dwusieczne kątów dwuściennych zewnętrznych te- 

goż czworościanu. Tożsamość 
(a) E2 + Ez + Ex — En =0 
wskazuje, że cztóry płaszczyzny E2, E23, E,, i E,, przecinają się w jednym 
punkcie. Lecz przez ten punkt przechodzi także płaszczyzna E,,, przecina- 
jąca się z płaszczyznami E,, i E,, według jednćj prostćj, jak również pła- 
szczyzna E4, która z płaszczyznami Eg, i E34 przecina się według jednćj pro- 
stój (art. 21), zatym: płaszczyzny dwusieczne sześciu kątów dwuściennych wewnę- 
tranych czworościanu przechodzą przez jeden punkt. 

Mamy nadto tożsamości 


(BP) E; + Ez + E4 —E4=0, 
0 Ez + Es, + E'„—E'2=0, 
©) EEE + E' 420, 
(e) Es, — Ei: + E'2— E'n =0. 


Przez punkt ($) przechodzą jeszcze płaszczyzny Ey i E'4, gdyż (art. 21) KE, 
przecina się według jednćj prostćj z EF; i E23, a EF, z E, i Ep, i podobnie 
przez punkt (y) przechodzą także płaszczyzny Fa, i E',;, przez (ò) płaszczy- 
zny Ka, i E's, a przez (e) płaszczyzny E,, i E';,. Z tego wypada, że: pła- 
szczyzny dwusieczne trzech kątów dwuściennych zewnętrznych czworościanu, przyle- 
głych jednćj ścianie, i płaszczyzny dwusieczne trzech kątów dwuściennych wewnę- 
trznych tegoż czworościanu, téj ścianie nieprzyległych, przechodzą przez jeden punkt. 
Nakoniec mamy tożsamości 


(2) E'„—Ep+E'4—E'4 =0, 
Cn) E'„ — E's, + E's —F's=0, 
(5) E's > 109 -|- E = 1078 T 0. 
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Przez punkt (¢) przechodzą jeszcze płaszczyzny Ey, i Eą4, przez punkt 
(n) płaszczyzny Eg, i E,,, a przez punkt (6) płaszczyzny E,; i Eş. A zatym: 
płaszczyzny dwusieczne dwu kątów dwuściennych czworościanu wewnętrznych prze- 
ciwległych i płaszczyzny dwusieczne cztórech kątów dwuściennych zewnętrznych przy 
pozostałych krawędziach przecinają się w jednym punkcie. 

25. PIĘĆ PŁASZCZYZN I PIĘĆ PUNKTÓW. Jeżeli 


R,=0, Rz=0, R=0, Ry =0 
są równaniami cztćrech płaszczyzn, nie przecinających się ani w jednym pun- 
kcie, ani według jednćj prostćj, lub cztérech punktów, nie leżących ani na je- 
dnćj prostćj, ani na jednćj płaszczyźnie, to natenczas każdą piątą płaszczyznę, 
lub odpowiednio każdy piąty punkt R=0 można przedstawić przez równanie 


R=x R, + Ra + %4Rą + 4R =0, 


gdzie %4, %, %, %, oznaczają liczby stałe skończone. Albowićm, jeżeli np. 
dla i=1, 2, 3,4, R= ax + by + ciz + di, a R=ag + by + cz + d, to 
natenczas dla wyznaczenia liczb %, %, %3, %4 mamy cztćry równania 

aiki + agta + ghg + Ayh =a, 

byty + Datą + baa + bit =b, 

Chg + Cata F Caka + Cty =C, 

diti + data + dykz + dgra =d, 
które dają jeden tylko układ wartości na te liczby — wartości skończonych, 
gdyż wyznacznik tych równań jest od 0 różny (art. 23). 

To twierdzenie posłuży do uzasadnienia nowego układu spółrzędnych 


punktu i płaszczyzny, t. z. spółrzędnych czworościennych, o których będzie 
mowa w rozdziale IV. 


ĆWICZENIA. 


(15). Znaléść a. równanie płaszczyzny, która przechodzi przez trzy punkty 
(a, b, c), (b, c, a), (c, a, b) i b. równania płaszczyzn, które przechodzą przez dwa 
z tych punktów i są prostopadłe do płaszczyzny a, 

(16). Znaléść równanie płaszczyzny, przechodzącćj przez punkt (a, b, c) i ró- 
wnolezłćj do płaszczyzny, która przechodzi przez punkty (b, c, a), (c, a,b) i jest 
prostopadłą do płaszczyzny, przechodzącćj przez wszystkie trzy punkty. 

(17). Znalćść miejsce punktu równooddalonego od dwu punktów danych 
(tis Yn 24) 1 (Ty Ya 22). 

(18). Trzy płaszczyzny E,, E,, E, znajdują się w odległościach py, pą, pa 
od początku spółrzędnych; przez prostą przecięcia się każdych dwu prowadzimy pła- 
szczyznę prostopadłą do trzecićj: okazać, że tak otrzymane trzy płaszczyzny prze- 
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tną się według jednéj prostćj, przechodzącćj przez początek wrazie, jeżeli 
pıcos By = pycos 0; = pacos z, gdzie 6,, 02, 6, są kątami dwuściennymi, utworzonymi 
przez płaszczyzny E,, Es; E,, E,; E,, Ez. 

(19). Okazać, że przez dwa punkty (z1, Y1, 21), (Z2, Va, 73) można poprowa- 
dzić dwie płaszczyzny odmierzające na osiach odcinki, których suma jest = 0, i że 

1 1 

RES PN" 4 = Fa 

(20). Okazać, że trzy płaszczyzny, prostopadłe do boków trójkąta i dzielące 
je na części równe, przecinają się według jednćj prostćj, 

(21). Okazać, że cztćry płaszczyzny, prostopadłe do boków czworoboku sko- 
śnego i dzielące te boki na części równe, przecinają się w jednym punkcie. 

(22). Okazać, że sześć płaszczyzn, prostopadłych do krawędzi czworościanu 
i dzielących te krawędzi na części równe, przecina się w jednym punkcie. 

(23). Wiórzchołki czworościanu są (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 1), (4, 1, 2); 
znalóść równania jego ścian i okazać, że dwa kąty dwuścienne są proste, dwa speł- 
niające się, a jeden 600, tudzież, że prostopadłe z wićrzchołków na przeciwległe ściany 


ZHR 


te dwie płaszczyzny są do siebie prostopadłe, jeżeli 


BEL 4 = sz 
są odpowiednio 7> — J75» 2/2, 2V2. 

(24). Okazać, że trzy proste, które łączą środki krawędzi przeciwległych 
czworościanu, przecinają się w jednym punkcie. 

(25). Okazać, że cztéry proste, które łączą środki ciężkości ścian czworościa- 
nu z przeciwległymi wićrzchołkami, przecinają się w jednym punkcie, 

(26). Znaléść równanie biegunowe płaszczyzny. 

(27).  Wyprowadziwszy z początku trzy promienie o długości =p i takie, aby 
nachylenia piórwszego względem osi z, y, z, drugiego względem osi y, z, z i trze- 
ciego względem osi z, z, y były odpowiednio równe, a przez punkty końcowe tych 
promieni poprowadziwszy płaszczyzny do nich prostopadłe, znalóść spółrzędne 
punktu przecięcia się tych trzech płaszczyzn. 
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ROZDZIAŁ III. 
0 LINII PROSTEJ. 


26. RÓWNANIA LINII PROSTEJ. Można uważać liniją prostą albo jako 
promień, t.j. jako zbiór punktów na jéj kierunku leżących, albo jako oś 
t. j. jako zbiór płaszczyzn przez nią przechodzących. Uważając prostą jako 
promień, należy ją przedstawić przez równania dwu płaszczyzn, które się we- 
dług nićj przecinają, 
1) í Ag + By + Cz + D=0, 

| A'x + By + Cz + D'=0. 
Uważając zaś prostą jako oś, należy ją przedstawić przez równania dwu pun- 
któw, które na nićj leżą, 
(2) f Lu + Mv + Nw + P =0, 

| L'u + Mv + N'w + P'=0. 
Wartości na z, y, z, które czynią zadość jednocześnie obu równaniom (1), są 
spółrzędnymi punktu na prostćj, według którćj przecinają się płaszczyzny, 
przedstawione przez każde z tych dwu równań oddzielnie. Wartości zaś na 
u, v, w, które czynią zadość jednocześnie obu równaniom (2), są spółrzędnymi 
płaszczyzny, która przechodzi przez oba punkty, przedstawione przez każde 
z tych dwu równań oddzielnie. 

Oznaczmy przez (a, b, c) spółrzędne punktu dowolnie obranego na pro- 

stćj (1); mamy wówczas 
Aa + Bb + Ce + D=0, 
A'a + Bb + C'e + D'=0. 
Odejmując te równania od równań (1), otrzymujemy 
A (c—a) +B (y —b) + CE—9—=0, 
A'(1— a) + B'(y —b) + €' (:—c) =0, 
skąd wypadają równania symetryczne prostćj we spółrzędnych punktu: 
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ca y—b z—c 
(3) BZ F SWE 


gdzie 1=BC' — B'C, m=CA' — C'A, n=AB —A'B. 
Taksamo oznaczając przez (a, $, y) spółrzędne jakićjkolwiek płaszczy- 
. zny, przechodzącćj przez prostą (2), mamy 
La + MB + Nr + P=0, 
L'a + MB + N'y + P'=0, 
` a następnie 
L (u—a) + M (0—B) +- N (0— 17) =0, 
L'(u—a) + M'(0—B) + N'(w—1)=0, 
skąd wypadają równania symetryczne prostój we spółrzędnych pła- 
szczyzny : 


u—a_v—B_ wr 
aag 


(4) = GŃ TWE” v 


gdzie A=MN'— M'N, p=NL'—N'L, v=LM —L'M. 
Równania (3) można jeszcze tak pisać: 


| yz%e+ -5 a)» 


n n 
| SZZYT c—Ża): 
m.n 
T 
y=mt +r, 


A: m n 
, tudzież b— >54 =r, c—-a=s, 


lub, kładąc min odpowiednio za 7 7 


(5) 


Są to równania zwyczajne prostéj we spółrzędnych punktu; piérwsze 
z nich przedstawia płaszczyznę równoległą do osi z-ów, a drugie płaszczyznę 


tudzież 


8=nti +%. 


równoległą do osi y-ów. — Taksamo, kładąc pi v za E i z 
p—Fa==p, 1— d=6, można równania (4) przywićść do postaci 
(6) í v = pu + p, 

| w=vu + s. 
Są to także równania zwyczajne prostéj we spółrzędnych płaszczyzny; 
pićrwsze z nich przedstawia punkt na płaszczyźnie xy, a drugie punkt na 
płaszczyźnie zæ. 

Jedno z równań (5) można zastąpić przez następujące 

(7) mz—ny=t, gdzie t=ms— mr, 
które przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez prostą (5), a do osi z-ów 
równoległą. — Taksamo jedno z równań (6) można zastąpić przez równanie 
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(8) ww—yv =t, gdzie t= Ļ%o — Yp, 


które przedstawia punkt na płaszczyźnie Y Z, w którym prosta (6) spotyka tę 
płaszczyznę. 

27. POŁOŻENIE PROSTEJ, DANEJ PRZEZ RÓWNANIA ZWYCZAJNE. Położe- 
nie prostćj (5) zależy od wartości spółczynników m, n, r, s; podobnie położenie 
prostćj (6) zależy od wartości spółczynników p, v, p, o. Przez te bowićm 
spółczynniki można wyrazić 
tak spółrzędne punktów, w któ- 
rych prosta spotyka płaszczy- 
zny spółrzędnych, jakotćż spół- 
rzędne płaszczyzn, przechodzą- 
cych przez prostą i równo- 
ległych do osi spółrzędnych. 
Jakoż, jeżeli przez L, M, N 
(fig. 72)  oznaczymy pun- 
kty, w których prosta, przed- 
stawiona przez równania (5) 
i (7), lub przez równania 
(6) i (8), spotyka płaszczy- 
zny YZ, ZX, XY, to spółrzę- 
dnymi punktu L będą: 


=" Y=r =- 4=3=—— 
, y T , 


spółrzędnymi punktu M: 


Taksamo, jeżeli LNB, MNA', MNA" są płaszczyznami równoległymi odpo- 
wiednio do osi w-ów, y-ów i z-ów, przechodzącymi przez prostą (5) i (7), 
lub (6) i (8), natenczas 


spółrzędnymi płaszczyzny LNB będą: u=0, v=*=p, w=— z =o, 
t m n 
A % MNA , : 0=0, v= u=3=- $ 
m 6 1 T 
» ” MNA" M E =Z0, ry, ! lad e A 


28. KIERUNEK LINII PROSTEJ. Niech 7, m, n będą dostawami kierun- 
kowymi prostćj, a, b, c spółrzędnymi prostokątnymi jakiegokolwiek punktu na 
tćj prostćj, a ©, y, z spółrzędnymi punktu kieżącego na nićj; oznaczmy nadto 
przez r odległość punktu (x, y, z) od (a, b, c). Wtedy, ponieważ «a — a, y—b, 
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z—c są rzutami prostokątnymi drogi r odpowiednio na osi %-ów, y-Ów i 2-ów, 
mamy 

c—a=lbr, y—b=mr, ż—c=mr, 
skąd 


(9) Sa 10" (=p). 


Okazaliśmy (art, 26), że równania linii prostćj dają się zawsze przywićść do 
postaci symetrycznćj 

c—a_y—b_2s—c 
(9 RZ" 
gdzie a, b, c są spółrzędnymi punktu dowolnie obranego na tćj prostćj, a A, 
B, C oznaczają liczby stałe. Porównywając równania (10) z równaniami (9), 
widzimy, że 


RR R. 

NK © 
Stąd zaś, uwzględniając, że 2? + m? + nż=1, mamy 

S=RoP2> ok 

(11) ABB |/A24+B+ 2 
Wzory (11) dają wartości na dostawy kierunkowe /, m, n prostćj (10) w ukła- 
dzie spółrzędnych prostokątnych. Jeżeli linija prosta jest przedstawiona przez 
równania zwyczajne 


y=Mz+ R, 
(12) | z=Nz + S, 
czyli 
c y—R 2—8 
AE DARO 7 FN. ” 
wówczas 


1 


AAEN, 18, EOE 73 
(13) TZM N VIFTE FN. 
TT 29. ODLEGŁOŚĆ PROSTOPADŁA PUN- 


KTU DANEGO OD PROSTÓJ DANKJ. Niech 
(«',y, 2!) będą spółrzędnymi punktu da- 
X nego P' (fig. 73), a 
= y= _ -s—0, 


aA iai BT 


równaniami prostéj danéj OI. Połączmy 
Fig. 73. punkt P' z punktem Q na danćj prostćj, 
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którego spółrzędne są (a,b,c), spuśćmy prostopadłą P'II, oznaczmy przez 
(a, B, 1) spółrzędne spodka II tćj prostopadłćj i nazwijmy QP'=r, QII=p, 
PII=d, / IIQP'=6. Z trójkąta prostokątnego QIIP' wypada 
(14) p=r'cosf, d=r'sinQ. 
Ponieważ dostawy kierunkowe prostćj QII są (art. 28) 
EOE. TEES MA p m A 
=|/G+BIG "VEFET "VEFE FO 
a dostawy kierunkowe prostéj QP' wyrażają się przez 


da y—b #—c 
r r gag 


zatym mamy (art.'5) 
A(x — a) + By —b) + C(z — 9, 

r A? + B+ C? 
_ [BE-0)- CY -YP+CE -0)- AF -oE+|A(Y d) -Be a), 
OWIGEŁCANEOE || 5Ś: 5 1 ĄGAWE OE 4 4 
Wstawiwszy te wartości za cos6 i sin6 w (14), otrzymamy 


_AG — 0 + By —b) + Cz — e), 


cosb = 


sinż0 = 


(15) . V A? + B? + 02 
qe a— BC-9-00 -DPH -V A(E-OPHAW -9 -B - p, 
Vit. A2 + B? Ar | G2 


Nadto, ponieważ 


mamy 
(17) a=a+-lp, B=b+ mp, Y=c--np. , 


Wzór (16) daje odległość prostopadłą punktu danego od prostćj danćj, gdy 
tymczasem wzory (15) i (17) wyznaczają spółrzędne spodka téj prostopadłej. 
Jeżeli równania prostćj są dane pod postacią zwyczajną (12), wówczas 


_4+ M(y —R) +N — 8) 


(15) V1+M2+ N2 
(16) a= [Me —8S) —Ny —R)? + [Nr — (2 —S)] + [Mx — (y' —R)]]", 
V 1+M2+-N3 


30. KĄT MIĘDZY DANĄ PROSTĄ I DANĄ PŁASZCZYZNĄ. Przez kąt mię- 
dzy prostą i płaszczyzną rozumiemy dopełnienie kąta, który prosta W 
z prostopadłą do płaszczyzny. Niech więc 
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ca _y—b_ z—c 
(0) z abno 0 
będą równaniami danćj prostój, a 
(B) A'x + B'y + 0'z + D'=0 


równaniem danćj płaszczyzny. Oznaczmy przez l, m, n dostawy kierunkowe 
prostćj (a), przez V, m', n' dostawy kierunkowe prostopadłćj do płaszczyzny 
(B), a przez 6 kąt między prostą (a) a płaszczyną (8). Wtedy mamy 
sinó=U 4+ mm + nn' 
cos6=[(mn' — m'n)? +- (nl — n'l)? + (Im —l'm TEN 


a że 
Ko WEZ SR RR NAME 
A B C /A7+B:+ © 
v _m są n' 1 
U E ES 
więc jest 
inĝ = AA' + BB' + 0C' 
(18) sn0= ETE, EFTE 
(19) cosó = [(BC' — B'O) + (CA' + (CA' — A' — CA) + (AB — A'B)?]F, 


V A? + B? + (23 An B 02 
Z tych wzorów wypada, jako warunek konieczny i dostateczny, ażeby prosta 
(a) była równoległą do płaszczyzny (8), 


(20) AA' + BB' + 0C€' =0, 


a jako warunek konieczny i dostateczny, ażeby prosta (a) była prostopadłą 
do płaszczyzny (f), 


(BC' —B'0)2 + (CA' — C'A} + (AB' — A'B)?=0, t.j. 


(21) BO —B'C=0, CA'’'—C'A=0, AB'—A'B=0, 
czyli 

A z As 68 
(21) VW = B = G s 


31. WARUNEK, ABY PROSTA DANA LEŻAŁA NA PŁASZCZYŹNIE DANEJ. Je- 
żeli prosta (a) leży na płaszczyźnie ($) (art. 30), wówczas, popićrwsze punkt 
(a, b, c) musi leżćć na tój płaszczyźnie, a powtóre, warunek równoległości pro- 
stćj i płaszczyzny winien być dopełniony. W skutek tych dwu warunków, 
jest 
(22) A'a + Bb +C'e + D'=0, 

A'A + BB + C'C =E 
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Te dwa warunki są niezbędne i zarazem wystarczające do tego, ażeby prosta 
(a) leżała na płaszczyźnie ($). 


Jeżeli prosta jest przedstawiona przez równania zwyczajne (12), to wa- 
runki ostatnie sprowadzą się do 
(23) BR+0S +D' =0, 

A' +4+B' M4 ©'N==0. 

32. KĄT MIĘDZY DWIEMA PROSTYMI. Przez kąt między dwiema pro- 
stymi, które się nie przecinają, rozumiemy, jak wiadomo, kąt między dwoma 
promieniami, równoległymi do danych prostych, wyprowadzonymi z jednego 
punktu, np. z początku. Niech więc 


ca y—b z—c 
(a) = = 


©) 0! PE „Płd 


będą równaniami dwu danych prostych. Oznaczmy przez (l, m, n) i (U, m', n') 
dostawy kierunkowe tych prostych, a przez 6 kąt zawarty między tymi pro- 
stymi. Ponieważ 

LR JET .ZTE 1 z. WIA ZAB 1 

AB © |/A:4B:46  A' "BO |/At4B:+0* 


zatym mamy 


J, AA' + BB' + 0C' 

cos0 = FZZ ammm 
(24) V A> +B? +C / AP + B'2 + C2 | 

ŚRO [(BC' — B'C)? + (CA' —C'A)? + (AB' SAB 

/A*+B*+0: |/AĘBREC 
Dwie dane proste są do siebie prostopadłe, gdy 2 
(25) AA' + BB' + OC' =0; 
dane zaś proste są do siebie równoległe, gdy ; 
d 

(26) A "Po 


A=B_G 
Te warunki są konieczne i dostateczne. 
33. ODLEGŁOŚĆ NAJKRÓTSZA MIĘ- 
DZY DWIEMA PROSTYMI. Dowiedziemy R p c 
naprzód, że odległość najkrótsza mię- 
dzy dwiema prostymi jest odcinkiem 


prostćj, prostopadłój do każdćj z tych D 
dwu prostych. Jakoż, niech BC i AD 

(fig. 74) będą dwiema danymi prostymi, Ger A 

a AB prostą do obu prostopadłą. Wi- 

doezna, że prosta AB jest krótszą, niż Fig. 74, 
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jakakolwiek inna prosta, która łączy bądź punkt A na AD z jakimkolwiek 
punktem prostój BC, innym, niż B, bądź punkt B na BC z jakimkolwiek 
punktem na AD, innym, niż A. Niech P będzie owym punktem na BC, a Q 
owym punktem na AD. Proste PB i QA będą wtedy prostopadłymi do AB, 
a zatym AB będzie rzutem drogi QP na AB i będzie równa długości drogi 
PQ, pomnożonćj przez dostawę kąta między PQ i AB. Skoro dostawa kąta 
jest mniejsza od jedności, przeto AB< PQ. Niech nadto 


ca y—b zż—c 


(2) Iwej rzyć gn 


ca y—b z—c 
(B) =p ="p ET 


będą równaniami dwu danych prostych. Jeżeli przez prostą («) poprowadzi- 
my płaszczyznę równoległą do (8), a przez ($) płaszczyznę równoległą do (a), 
natenczas odległość prostopadła między tymi dwiema płaszczczyznami będzie 
najkrótszą odległością między prostymi (a) i (P). 

Aby płaszczyzna 


(x) Le +My +Nz+P=0 


przechodziła przez prostą (&) i była równoległą do prostéj ($), winno być 
(art. 30, 31) 


(è) La + Mb + Ne + P=0, 
(e) LA + MB + NO =0, 
(9) LA' + MB' + NO' =(0, 
Odejmując równanie (ô) od równania (y), mamy 
. Lz — a) +My — b) + N(z —c)=0, 
gdy tymczasem z równań (e) i (£) wypada 
L M N - 
, BO—BC CA'-CA AB—AB 


WWstawiwszy w przedostatnie równanie zamiast L, M, N wartości, do których 
te spółczynniki są, według ostatniego związku, proporcyjonalne, otrzymamy 
równanie 


(n) (BO —B'O)(c— a) + (CA'— O'A) (y —b) + (AB —A'B)(E—0)=00, 


które przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez prostą (4), a równoległą 
do prostéj (8). 

Takim samym sposobem znajdziemy równanie płaszczyzny, która prze- 
chodzi przez prostą (f), a jest równoległą do prostćj (a): 


(6) (BC'—B'O)(c— a) + (CA'—C'A)(y — W) + (AB! — A'B) (z — c)=0. 
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Odległość płaszczyzny (n) od początku jest 
(BC' — B'O)a + (CA' — CA')b + (AB — A'B)c, 
V GC — B'O + (CA — OAF + (AB — AB} 
a odległość płaszczyzny (6) także od początku jest 
(BC — B'O)a' + (CA' — C'A)v + (AB' — A'B)c 
VBU — BO): + (CA'— CA): + (AB'— A'B) 
Różnica między tymi dwiema odległościami jest żądaną odległością najkrótszą 
między dwiema danymi prostymi. Oznaczając tę odległość najkrótszą przez E, 
mamy (bez względu na znak) 


(BO —B'C) (a —a') + (CA! — C'A) (b — V) + AB'— A'B)(c— ©), 
V (BG —BO):+ (CA — CA):+ (AB — ABP 


Aby otrzymać jeszcze równania prostćj, którćj odcinkiem jest najkrótsza 
odległość między dwiema danymi prostymi (a) i (8), dość znalóść równania 
dwu płaszczyzn, z których jedna przechodzi przez prostą (a) i jest prostopa- 
dłą do płaszczyzny (n), a druga przechodzi przez prostą ($) i jest prostopa- 
dłą do płaszczyzny (6). Albowićm te dwie płaszczyzny przecinają się wido- 
cznie według żądanćj prostćj, a zatym ich równania przedstawiają tę prostą. 
Równania żądanćj prostćj są więc następujące: 


(27) E-= 


(28) xz=a , y—b , z— =0, za , y—b , z—c ZĘ 
0 452 TIRY re (e) BAP a BU e FT 
| AC'—B'O, CA'—C'A, AB'—A'B BC'—B'C, CA'—C'A, AB'—A'B 
Jeżeli dwie dane proste są przedstawione przez równania zwyczajne 
i c _y—R_2—8 ; g y—=R _2s—8S 
(a') "M "=" (8) I ""IM "SRFR 


to najkrótsza heon: hejare nimi wyrazi się przez 
—N)(R—R)=(M—M)(S—S')_ | 

pine MN)? + (M — M)? + (N<N')ż 

84. WARUNEK, ABY SIĘ DWIE PROSTE DANE PRZECINAŁY. Jeżeli dwie 
proste się przecinają, wówczas ich odległość najkrótsza jest równa 0. A za- 
tym, jeżeli dwie proste (a) i (@), lub (a') i (8') (w artykule 33), przecinają się, 
wówczas 
(29) (BC'— B'O) (a — a) + (CA'— C'A) (b — U) + (AB' — A'B) (c—c)—=0, 
lub odpowiednio 


(27') E= 


MM _N=N 

RR  S—S 

Ten warunek jest zarazem dostateczny. Do tego satnego warunku można 

dojść bespośrednio, jak następuje. uATYCZNY 


NET MATEK 
aA Kausó Wag) warszawokiogł 


(29) 
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Jeżeli proste (a) i ($) (art. 33) przecinają się, natenczas moźna przez 
obie poprowadzić jednę płaszczyznę 
La + My + Ne ++ P=0, 
a zatym winno być (art. 31): ala 
La ++ Mb Nec +P=0, 
La + Mb + Nc' +-P=0, 
LA + MB +NC eb, 
LA' ++ MB'+ NC =o; 
Odejmując od siebie dwa piérwsze równania, mamy 
L(a—a') + M(b—b') + N(c—c)=0, 
gdy tymczasem z dwu ostatnich wypada 
Cuan E aiora, 
B'—BC ~ CA'— C'A AB —A'B 


Rugując L, M, N z przedostatniego równania zapomocą dwu ostatnich ró- 
wnań, otrzymamy równanie warunkowe (29). 

35. SPÓŁRZĘDNE LINII PROSTKI. Równania linii prostéj, uważanćj ja- 
ko promień, można zawsze sprowadzić do postaci (art. 26) 


(1) y=mz +r, z=nz +s, 
a równania prostéj, uważanćj jako oś, do postaci 
(2) p=pu-+-p, w=vu-+-o. 


Położenie zatym tćj prostój zależy od wartości spółczynników m, n, r, s, do 
których można dodać t = ms — nr, lub odpowiednio od wartości spółczyn- 
ników y,v,p,6, do których można dodać t = œo yp. W artykule 27 
wskazaliśmy, jak, mając wartości tych spółczynników, można wyznaczyć po- 
łożenie prostćj, Te spółczynniki można zatym uważać za spółrzędne 
linii prostćj. 

Mamy więc dwa układy spółrzędnych linii prostćj: spółrzędne m, n, r, s, 
t=ms—nr linii prostćj, uważanćj jako promień, i spółrzędne w, v, p, o, 
t= œo — yp linii prostój, uważanćj jako oś. 

Zamiast tych dwu układów po pięć spółrzędnych linii prostéj, z któ- 
rych jedna wyraża się przez cztćry pozostałe, można dla symetryi wziąć inne 
dwa układy po sześć spółrzędnych. Niech («',y', z), (œ", y", 2") będą spół- 
rzędnymi dwu punktów na prostćj (1); mamy wtedy: 


y=mau' +r, y' =ma' +r, y —y' =m — 2"), 
s= nt 4s, gd =ni! + r, g! > e! = n(a' — a"). 


Z tych równań wypada 
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/ y! — y" p eE $ ay! — g'y' 
W=T T? = r 2 T no” 
L = LĄ c c= 
(30) z gą — gą! yz —y'z 
FR z'—g' 


Otóż za spółrzędne linii prostćj, uważanćj jako promień, można wziąć sześć 
wyrażeń 


(31) æ — a", y' =y", z =r", y'z! —y'e, zg! zu, aty! —gty, 
pomiędzy którymi zachodzi tożsamościowy związek 
(32) (a' — a") (yz y'z') sk (y' —y') (za! zg) z (e! — z") (ay! =— gyl) 20. 


Podobnie, niech (w', v', w'), (u!', v", w!) będą spółrzędnymi dwu płaszczyzn, 
przechodzących przez prostą (6); mamy wtedy 

4 =p + p, o" pi" +p, y! —v=pfu — u"), 

w =w tó, w" = wu" Ho, w — w" =y(u ="), 


Z tych równań wypada 


Per pea ül — to"! u'o"! — ug! 
EE a Walc” 
(33) wul—w'w . gw! — o'o 
s u — uy" żę < 


Otóż znowu za spółrzędne linii prostćj, uważanéj jako oś, można wziąć sześć 
p J , 4 
wyrażeń 
(34) u! — u", o'— o", ww, pw=ow, wu wu, wo! uv, 
, 
pomiędzy którymi zachodzi tożsamościowy związek 
(35) (u — u") (otw! —v'w')--(0' — 0") (w'u' =w'u')+-(w =. w') (uv'—u'v') ='0. 


Spółrzędne (31) lub (34) zowią się spółrzędnymi jednorodnymi linii pro- 
stój, uważanćj jako promień, lub odpowiednio jako oś. Z wyrażeń (30) i (33) 
czytamy, że równanie algiebraiczne między spółrzędnymi zwyczajnymi 
m, n, r, s, t, lub pu v, p, o, z, jeżeli nie jest jednorodne, po wprowadzeniu tych 
nowych spółrzędnych stanie się jednorodnym. 

36. ZWIĄZEK MIĘDZY DWOMA UKŁADAMI SPÓŁRZĘDNYCH LINII PROSTEJ. 
Między dwoma układami spółrzędnych linii prostój zachodzi związek uwagi 
godny. Niech («,y' z) i (x',y',z') będą spółrzędnymi dwu punktów na 
prostćj, a (w, v', w') i (u',v', w") spółrzędnymi dwu płaszczyzn, przechodzą- 
cych przez tę samę prostą; mamy wtedy równania: 

wa vy +w! +1=0, 
ula! + wy! za wz! + 1 = 
wa! +vy' +wz' +1=0, 
u'a" + py! + wz + 1 =0. 
Bibl. mat.-fiz, 8. IV, T.IV, 21 
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Odejmując równanie drugie od piórwszego i czwarte od trzeciego, otrzymujemy 

(u R u')a' + (C fsa v" )y' -4 (w —w'z — 0, 

(u — ae" + (0 — wy" + (w — wal =O; 
stąd zaś wypada 
(a) u! u: —v':w' —w' yz" —y'ż zal —zle:ay'—ax'y'. 
'Taksamo, odejmując równanie trzecie od pióćrwszego i czwarte od drugiego, 

, Odej 8 

otrzymujemy 

(w —a")u + (y'= y") + (2 —2')w =0, 

(x! —a")u" 4 (y' —y")o" his (2! —z')w'=0, 
skąd znowu wypada: 
(8) a! — a" :y'—y": gazow vw wu —w'u' uo" —u'v'. 
Nareszcie, jeżeli wyrugujemy «' z pićrwszego i drugiego z owych równań, 
a æ" z trzeciego i czwartego, otrzymamy dwa równania 

8 80, y 
(wo! —u'vjy' — (wu! —w'u)z + (w —u")=0, 
(wo" 23 uw) y" — (wu! — wu) z! + (u —u)= 0, 
które, po wyrugowaniu z nich wv" —w'v', dają 
(wu! —w'u) ye" —y'e) = —w') (Y — y"), 
czyli 
(©) y —y" tyg! — y"? = wu! ww :u u". 
Kładąc następnie, dla skrócenia, 
Dy ZU", Pa ZY —Y; P=", Paszy —Y'E, 
Pa = 82" — 8'2, py=cy' —a"y', 
Tu =U — u", Ta =v — o", Tay =w —w', T=" — vw, 
Ty ZW WU, Tą ZU —U'v', 


(36) 


miéć będziemy, wskutek (a), (B) i (1), 

(37) Piat Past Da4: Pas: Par: Pra = Tag! Tga $ Ria ! Tig: Tag i Tag. 

Jest to właśnie ów ważny związek, który zachodzi między dwoma układami 
spółrzędnych linii prostćj: py i Ty. 

Wskutek tego związku, można w równaniu jednorodnym między spół- 
rzędnymi linii prostćj, podstawić za spółrzędne jednego układu spółrzędne 
drugiego, a mianowicie, jeżeli ¿jkl oznacza jednę*z przemian 1423, 2431, 
3412, 2314, 3124, 1234, należy wtedy za każde py podstawić zy, lub odwro- 
tnie, za każde z, spółrzędną pu.. Związki tożsamościowe (32) i (35) mo- 
żna, używając znakowania teraz wprowadzonego, tak napisać: 

(38) Dy Pos + Pra Pa + Psa Pia = 0, 
(39) TygTag | TzęTzy F TaT FO. 
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37. MOMENT DWU LINIJ PROSTYCH. Najkrótszą odległość między dwie- 
ma prostymi 


! 


(1) c—W,_ Yyy _ 2—7, $ 0RUSE SWĄ $Fi. 
Ko WE. A lą Ma fig 
w których (4, my, ni) i (łą, mą, ną), są dostawami kierunkowymi prostych, wy- 
raża się (art. 33) przez 
nT=+ (Ay —4'2) (Mna — mm) + (Wi >Y'2) Mula — Nal) + i'a) (ima — bym). 
| (mylą — Man)? + Mala — nal)? + (Lim — lam, pr : 
Mianownik po drugićj stronie przedstawia wstawę kąta 6, zawartego między 
kierunkami obu prostych. Mnożąc zatym ten wzór przez sin6, mićć będziemy 
E Esinób = (0, —1'4)(myttą — Man) (Yi "Y 2) (yła —nal,)-F (2 — 2'2) (4m — lam), 
lub, pisząc stronę prawą w postaci wyznacznika, 
Y'ı Ya ; My , Ma Y'i y M , Mą Ya , My , Ma 
zy — Z'a My , Na JELEC B'a yy sa 
=h (ny, — m2) + mal — tny) + n(m —LY') 
+ UNY’ — Mą€'2) + M (la'a — Na! 2) + N (M'a —laY'2). 
Niech (a, yy, 2) i @"'2 Y"a» 2'ą) będą dwoma innymi punktami, z których 
pićrwszy leży na pićrwszćj, a drugi na drugićj z prostych (1), i oznaczmy 
przez 74 i r% odległości między punktami (%';, Y's 2'0) i (Z'py' 2'1), (Zas Y'a 2'2) 
i (aa, Y"a 2'ą); natenczas 


B= bei R, ee EE, th PPR LAY A; m m Ya 2 np ta Hata, 
ri rı rı 2 2 ra 

Wstawiwszy te wartości w wyrażenie (2), otrzymamy, po pomnożeniu obu 
stron przez t4r4, 
kr, Esin6=(2, — ©") (Vae 2 —Y'a€'2) + G'i —Y) (240 — 2a) + 

+ (21—2) (02Y'— 2" 2Y'2) 

+ (24 — 23) Y'a" — A") + (Y—V'2) (Ea — 210) H 

+ (a — 2") (049! — TY); 
lub, oznaczywszy spółrzędne dwu prostych (1), uważanych jako promienie, od- 
powiednio przez D'i, P'an P's P'a; P'an P'a I PO P'ap P'an Pasy D'ar P'a 
(3) rira Esin 0=p'14P"3 4 D'a P" H PsP" ia+P'1sPn F P2431 P'34P' ia 
Wyrażenie Esin6 nazwał Cayley momentem dwu prostych. 

Jeżeli E=0, lub 6—0, to mamy 

(4) PP" 23 P'a Pn PaPa PaPa +2 Pn + P'a = 04 
jako warunek konieczny, aby dwie proste się przecinały. "en sam warunek 
można otrzymać bespośrednio, jeżeli w równaniu 
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D'i syn sth „1 |=0, 
WY yy 21,1 
Wa yY2 yE2 „1 
Ca; g'a 5 £'a : 1 
które wyraża, że cztóry punkty (a',), (2'1), (©) i @"2) leżą na jednój pła- 
szczyźnie, stronę lewą uporządkujemy zapomocą znanego twierdzenia Van- 
dermonde'a podług elementów dwu pićrwszych wićrszy, t. j. jeżeli wyznacznik 
stopnia 4-go rozłożymy na sumę sześciu iloczynów po dwa wyznaczniki sto- 
pnia 2-go, utworzone odpowiednio z dwu pićrwszych i dwu ostatnich wierszy. 
38. SKUPIENIA LINIJ PROSTYCH. Zastanowić się nam jeszcze wypada 
nad znaczeniem jednego, dwu, trzech i cztóćrech równań między spółrzędnymi 
linii prostćj. 
Załóżmy naprzód, że między sześciu spółrzędnymi py zachodzi jedno 
równanie algiebraiczne i jednorodne stopnia n-go, 


(a) En (Pis, Pats Pass Paas Pay P12) =O. 
Ponieważ między tymi samymi spółrzędnymi zachodzi związek tożsamościowy 
(B) Pra Poa + Paa Pay + PaPa = 0, 


więc dwa równania («a)i ($) posłużą nam do wyznaczenia dwu ze stosunków 


Pa, Pa, Paa, Pa, Pia, 
Pis Pu Pu Pu Pu 


gdy na trzy pozostałe nadamy wartości dowolne. A że od wartości tych sto- 
sunków zależy położenie prostćj (art. 27), przeto tym sposobem wyznaczymy 
prostą. Równanie (a) przedstawia zatym potrójnie nieoznaczony 
układ prostych, który nazwiemy zespoleniem (Complex) linii pro- 
stych (promieni) rzędu n-go. — Jeżeli w równaniu (4) spółrzędne py za- 
stąpimy spółrzędnymi do nich proporcyjonalnymi zu, to otrzymamy równa- 
nie potrójnie nieoznaczonego układu prostych, który znowu nazwiemy ze- 
spoleniem linij prostych (osi) klasy n-ćj. 

Jeżeli w równaniu F,(py) =0 jeden z punktów, wyznaczających każdy 
promień, np. (%", y", 2"), będziemy uważali jako stały, wówczas to równanie 
zamieni się na równanie powierzchni rzędu n-ego, którój wszystkie 
punkty («w, y, z) leżą na prostych, wyprowadzonych z jednego punktu 
(2", y", 2); tę powierzchnią nazwiemy powierzchnią stożkową rzędu 
n-go. Podobnie, jeżeli w równaniu F,(ru)=0 jednę z płaszczyzn, wyzna- 
czających każdą oś, np. (w", v", w"), będziemy uważali jako stałą, natenczas 
to równanie będzie przedstawiało tylko zespolenia takich prostych, które leżą na 
płaszczyźnie stałój i obwodzą liniją krzywą płaską, którą nazwiemy liniją 
krzywą klasy n-ćj. A zatym, w zespoleniu prostych rzędu n-go proste, które 
wychodzą z jednego punktu, tworzą powierzchnią stożkową rzędu n-go; w zespoleniu 
zaś prostych klasy n-ćj proste, które leżą na jednćój płaszczyźnie, obwodzą liniją krey- 
wą klasy n-ćj. 
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Weźmy teraz pod uwagę dwa równania jednorodne między spółrzędny- 
mi prostéj 


(0) W.=0 r EgO, 


z których piórwsze jest stopnia n-go, a drugie stopnia m-go. Te dwa równania, 
uważane pospołu, przedstawiają podwójnie nieoznaczony układ pro- 
stych, który nazwiemy zestawieniem (Congruenz) prostych. Zesta- 
wienie więc prostych, przedstawione przez dwa równania (y), jest zbiorem 
prostych, które są spólne zespoleniom, przedstawionym przez każde z tych ró- 
wnań oddzielnie. Przez każdy punkt w przestrzeni przechodzi mn prostych 
takiego zestawienia (spólne tworzące stożków, mających ten punkt za spólny 
wićrzchołek); podobnie, w każdćj płaszczyźnie leży mn prostych takiego ze- 
stawienia (spólne styczne krzywych obu zespoleń w téj płaszczyźnie). 
Trzy równania jednorodne między spółrzędnymi prostćj, 
(è) Psl KZ Pah 
stopnia n-go, m-go i lgo, przedstawiają pojedyńczą nieoznaczoność 
prostych, które tworzą powierzchnią prostolinijową (regulus). 
Jeżeli do równań (ð) dołączymy równania linii prostćj we spółrzędnych 
punktu, 


y =P © Fis, zał Jees, przy PiPPa +F PaPa + PaPa =O, 
Di Pis Pu Pis 


lub równania téjże prostéj we spółrzędnych płaszczyzny, 


Tag Tag Tat Tai 
— 4 -|- — Wz=m—y przy TiTa + TagTgi + Tasnia = 0, 
Tig Tis Tig Tig 


v= 


i z tych równań wyrugujemy spółrzędne linii prostéj, to według tego, czy do 
równań (8) wchodzą spółrzędne py, czytóż zu, otrzymamy równanie powie- 
rzchni prostolinijowćj odpowiednio we spółrzędnych punktu 2, y, z, lub we 
spółrzędnych płaszczyzny u, v, w. Ponieważ z dołączonych równań dwa są 
stopnia 1-go, a jedno stopnia 2-go względem spółrzędnych linii prostćj, przeto 
wypadek rugowania będzie w obu razach jednakowego stopnia, mianowicie 
stopnia 2/mn-go. A zatym: powierzchnia prostolinijowa jest — mówiąc wogól- 
ności — jednakowego rzędu i klasy. 

Nakoniec cztóry równania między spółrzędnymi linij prostćj, stopnia 
n-go, m-go, l-go i k-go, 
(£) F.=0, Ea = 0, Fi=0, F:=0, 


w połączeniu ze związkiem tożsamościowym stopnia 2-go 


4 


Py4Pog + PoPa F Paa Pia =0, lub odpowiednio 74% + TaqTzy + Tasia = O, 


wyznaczają w zupełności 2k/mn prostych, które są wspólne cztćrem zespole- 
niom, przedstawionym przez każde z równań (e) oddzielnie. 
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ÓĆWICZENIA.. 


(28). Zmalóść równania prostćj, przechodzącćj przez punkty (1, 2, 3) 
i (3,2, 1). 

(29). Znaleść równania prostćj, przechodzącćj przez punkt (1, 2, 3) i pro- 
stopadłój do płaszczyzny z+ 2y + 32==6. 

(30). Znalóść równania prostćj, która przechodzi przez punkt (1, 2, 3) i jest 
równoległą do płaszczyzny z +- 2y + 3z =6 i do płaszczyzny XY. 

(31). Znalóść warunki, aby w układzie spółrzędnych nieprostokątnych prosta 
7 = z = = była prostopadłą do płaszczyzny Az + By + Cz + D==0. 

(32). Znalóść równania prostćj, wyprowadzonóćj z początku prostopadle do 
danćj prostćj i czyniącćj kąt dany z drugą prostą daną. Okazać, że, jeżeli dane dwie 
proste są do siebie prostopadłe, a kąt dany jest 450, istnieją dwie takie proste, do 
siebie prostopadłe. i 

(33). Znaléść kąt między prostymi =y =z i r+-y+-2=3, 3x+-4y+-53—=12. 

(34). Znalóść najkrótszą odległość między przekątną sześcianu i krawędzią, 
nie przecinającą tój przekątnej, 

(35). Okazać, że, przez stosowny dobór osi, można równania jakichkolwiek 
dwu prostych przywićść do postaci y = ma, z=c i y=— ma, z= — tc. 

(36). Znaléść równanie płaszczyzny, w którój leżą dwie przecinające się pro- 
ste: y=Mz +R, z=Nzr +S i y=M'r+-R', z=N'r+-8', À 

(37). Znaléść równania prostéj, przechodzącéj przez punkty dane (2, c, a), 
(c, a, b), i okazać, że ona jest prostopadłą tak do prostéj, która przechodzi przez 
początek i przez środek odległości między danymi punktami, jakotóż do każdćj 
z dwu prostych 


Tay es kJ = y -d z 
R A W, 

(38). Znaleść równania prostój, która przechodzi przez początek i przeciną 
pod kątem prostym prostą (m+-n) z-|-(n--1)y + (I+ m)z=a, (m—n)z +- (n—Dy+- 
+ (I — m)z= a, i znalóść spółrzędne punktu przecięcia się tych prostych. 

(39). Okazać, że proste, okróślone równaniami /(6 — c)yz -} m(c— a) zz + 
+ n(a — b) zy =0, i lz + my + nz =0, przecinają się pod kątem prostym. 

(40). ABC, A'B'C' są dwiema prostymi, BR' ich najkrótszą odległością, C 
i C' jakimikolwiek dwoma punktami na tych prostych, ale takimi, iż prosta C'A 
jest prostopadłą do ABC, a CA' do A'B'C'; okazać, że AB. BC—-A'B',B'C. 

(41). Znalóść równanie płaszczyzny, przechodzącćj przez dwie proste 
ca _y—b_z—c i s—a _y—b __z—e i 


ec w g! a b c 
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(42) Okazać, że trzy płaszczyzny Iz 4- my + nz=0, (m-+-n)z + (n+-Uy + 
+ (I--m)z==0, z-+y+-z==0 przecinają się według prostćj cz PRA > 
mn n—l  ł=m 
(43). Równania dwu prostych są 1=y+-2a— 6(z—a) i z-+a= 2y= —12z, 
Znalóść równania dwu płaszczyzn, z których każda przechodzi przez jednę prostą, 
a jest równoległą do drugićj prostój, a następnie okazać, że najkrótsza odległość da- 
nych prostych = 2a. 


(44). Okazać, że równanie płaszczyzny, przechodzącćj przez prostą zł Z =i, 


s=0 i równoległój do prostéj Ž—Í=l, y=0, jet —— 5 —ŽŻ+1=0, i że 


aa D re ow , a Ner i 
jeżeli 2d jest najkrótszą odległością między dwiema prostymi, to A= + ja + Fi 


I 1 I t b" ' 
(45). “Równania ateti EE ltte przedała- 
z 
wiają wogólności trzy proste wzajemnie do siebie prostopadłe; lecz jeżeli 
1 faf 151 
„dz —=0— Tp, to te równania przedstawiają płaszczyznę i prostą 
a c 


prostopadłą do téj płaszczyzny. 
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SPÓŁRZĘDNE CZWOROŚCIENNE PUNKTU I PŁASZCZYZNY NAJOGÓLNIEJSZE, 


39. Aby równania figur gieometrycznych w przestrzeni uczynić jedno- 
rodnymi, zamiast spółrzędnych zwyczajnych punktu (z, y, z), lub płaszczy- 
zny (w, v, w), wprowadzimy t. z. spółrzędne jednorodne, 

Połóżmy 

| ax - byy +- 0,2 +- dy =%ay, 
azt + bay + Cą6 + dy = 4 iy, 
(1) azt + bzy + Cat + dy = 42a, 
4% + byy + 042 + dy =k t 
rozumiejąc przez ay, bi C di ag,... jakiekolwiek liczby stałe, których wy- 
znacznik 
(2) D= |a, b, d 
dą „dą Cz, dą 
az „bz Cz , dz 
dą , bi, C4 , dy 
nie jest równy 0, a przez x czynnik nieoznaczony. Natenczas każdemu ukła- 
dowi wartości na 2, y, # widocznie będzie odpowiadał układ wartości dokła- 
dnie wyznaczonych na stosunki 44:%4:24:%,; i nawzajem, każdemu dane- 
mu układowi wartości na 2,, cą, %3, 2, będzie odpowiadał jedyny układ war- 
tości na w, y, z. Albowićm, rozwiązując równania (1) względem a, y, # i 4, 
otrzymujemy 
Aa, + Aat + Aat + At 
*= Du, + Da Da PD, 
(3) y= Bix, + Bat, + Byt, + Biz, 
| Dizi + Dzaz + Dytz + Dit, 


A Cr, + Cit, + Ors + Cis, 
Dx, + Dir: + Data + Dets 
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gdzie A;, B;, Ci, Dy, A;,... oznaczają ilości dołączone do elementów ay, by, 
cy, dy, azs.. wyznacznika (2). 

Liczby zmienne 2%, £z, Z3, Za, tak okróślone, nazywamy spółrzędny- 
mi jednorodnymi punktu. 

Spółrzędnym jednorodnym punktu można nadać następujące znaczenie 
gieometryczne, Weźmy pod uwagę cztćry płaszczyzny, których równania są 


4 =0, da =>0,: £5 =D, 2,=0. 


Ponieważ, z założenia, wyznacznik (2) równań (1) nie jest 0, więc te pła- 
szczyzny zamykają czworościan, którego objętość jest od 0 różna. Niech od- 
powiednio AzAzA4, AzA4A4, A4A,A;, AAA; będą ścianami tego czworo- 
ścianu, przedstawionymi przez powyższe cztóry równania. Przyjąwszy, że 
równania tych ścian są odniesione do układu prostokątnego, i oznaczywszy 
przez ð, 8, 8, 34 odległości prostopadłe tych ścian od pewnego punktu 
P (c, y, z), mićć będziemy 


"4a Vartit tat, ž aV a Tb? Fa, 
z w Z, - aaajOTCEJEJERCOWE TIE GAGA 


Tı % 4 
dą V a? + b? + c? ò, Va? Hb He 
Wy zat y A 


% % 


Gdy następnie przez 6,, 6,, 6,, 6, oznaczymy cztćry kąty, które z prostopa- 
dłymi do ścian AzAGA,, AzA,A,, A,A, Ag, A;4AzAy, zwróconymi w stronę 
odpowiednich wićrzchołków przeciwległych A,, Ap, Ag, A, ! czworościanu, 
czynią cztóry proste takie, że 


% 


cosĝ, = + cosh, = 


x 
cos b; TTS A e PERR E , 
VK a+b? + c? | a? +b? + c? 
to natenczas będzie: 
(4) ay =ôsec O, Xa = Ô sec 0z, L3 =0ysec0j, Ly =B,sech. 


A zatym spółrzędne jednorodne (2,, £2, £s, &,) punktu można uważać jako 
odległości tego punktu od ścian czworościanu A,AzA„A4, wzięte w kierun- 
kach prostych dowolnie obranych. Z tego powodu, spółrzędne jednorodne, 
okrćślone równaniami (1), zowią się także spółrzędnymi czworo- 
ściennymi punktu; sam zaś czworościan A,AzA„A,, którego ściany są 
przedstawione odpowiednio przez równania 2, =0, x, =0, 23 =0, 24=0, 
zowie się czworościanem odniesienia. 

Ściany czworościanu odniesienia, uważając je jako rosciągające się do 
nieskończoności, roskładają przestrzeń na 15 obszarów. W celu odróżnienia 
od siebie tych obszarów, ustanawiamy następujące prawidło: jeżeli ijkl ozna- 
cza jednę z cztórech przemian 1234, 2341, 3412, 4123, to natenczas spółrzę- 
dną x, punktu P będziemy uważali za dodatną lub za ujemną, według tego, 
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czy punkt P i wićrzchołek A; leżą z tćj samćj strony, czytóż po przeciwnych 
stronach ściany przeciwległćj A;AzA;, 
40. Podstawmy w równaniu płaszczyzny 
(5) uc +-vy-+-wz--1=0 
za £, y, z wartości (3). Znosząc mianownik i kładąc 
Au + Bw ++ Cw +D, hy, 
Azu + Bv + Czw + Dz = hug, 


6 
(6) Agu + Bav + Czw + D4 = ht, 
Agu + Bw + Cw + = Aly 
otrzymamy 
(7) Myy F Ua + Ugly + Ugly = O 


jako równanie jednorodne płaszczyzny. 

Spółczynniki w, wą, u, u, w tym równaniu nazywamy spółrzędny- 
mi czworościennymi płaszczyzny, mającój u, v, w za spółrzędne 
Pliicker'a. Z równań (6) można podobnie, jakeśmy to uczynili w przypadku 
analogicznym (I, art. 55), wywnioskować, że spółrzędne czworościenne pła- 
szczyzny można uważać za odległości cztórech wićrzchołków czworościanu 
od tójże płaszczyzny, wzięte w pewnych kierunkach dowolnie obranych. 

Rozwiązując równania (6) względem w, v, w i à, otrzymujemy, przy 
uwzględnieniu własności wyznacznika systematu dołączonego, 


| SZ GET ABT TAN 


T dyu + dato + dato + dyg ; 

(8) vż byty + baths F bati F Datą 
dyty + datis + dytta + dąu4 

— ła Hath + Oth F Cth, 
dyty + datą + dytig + dyu, 


Wstawiając zaś wartości (8) za u, v. w w równanie punktu 


(9) cu +yv+ew+1=0, 
znosząc mianownik i uwzględniając związki (1), mamy 
(10) Dy + Tall + Lati + Tatty = 0, 


jako równanie jednorodne punktu. 
41. Jeżeli w równaniach (1) założymy a =1, b =q=d, = 0; b =1, 
Cz Zd 730420; q = 1, A T, EAEN, A O AE AERA WÓWCZAS 
mićć będziemy 
C= kEi, Y= hi Z= hig, l = 4i, 


skąd 


(11) c=", y=; s=3. 
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Tak okrćślone spółrzędne czworośćienne (24, 24, 13, %4) punktu zowią się 
spółrzędnymi jednorodnymi szczególnymi punktu. Ścianami 
czworościanu odniesienia są tu płaszczyzny spółrzędnych YZ(x—=0), 
ZX(y=0), XY(z=0) i płaszczyzna w nieskończoności (1 =0). 

Przy tych samych założeniach, równania (6) przywodzą się do następu- 
jących: 


u=ly, C= Atn w=hv, LEA 


z których 
(12) u=" 


Tak okróślone spółrzędne czworościenne (ty, tz, ťa, u,) płaszczyzny zowią się 
spółrzędnymi jednorodnymi szczególnymi płaszczyzny. 

Zapomocą wzorów (11) i (12) można przejść od spółrzędnych zwyczaj- 
nych punktu lub płaszczyzny do spółrzędnych jednorodnych szczególnych, 
Nawzajem, chcąc od tych ostatnich wrócić do pićrwszych, dość w odpowie- 
dnich równaniach postawić ©, =z, %4 =y, Taz i qq=1, lub odpowiednio 
U Z%, =), 4Ą=W 1 WL. 


SPÓŁRZĘDNE CZWOROŚCIENNE PROSTOPADŁE PUNKTU I PŁASZCZYZNY. 


42. Na osobliwą uwagę zasługują spółrzędne czworościenne 
prostopadłe punktu i płaszczyzny, przez które rozumiemy odpowiednio od- 
ległości prostopadłe punktu od ścian czworościanu i odległości prostopadłe 
wićrzchołków czworościanu od płaszczyzny. Zajmiemy się naprzód spółrzę- 
dnymi punktu. 

Między spółrzędnymi czworościennymi punktu zachodzi jeden związek, 
zapomocą którego, mając dane trzy z tych spółrzędnych, można wyznaczyć 
wartość czwartćj. Wyprowadzimy ten związek, biorąc pod uwagę tylko spół- 
rzędne czworościenne prostopadłe, t. j. przyjmując, że 2,, 24, ty, ©, oznaczają 
długości prostopadłych, spuszczonych z punktu P na ściany czworościanu 
odniesienia. 

Aby wynalóść ten związek, okróślimy uprzednio, co należy rozumićć 
przez objętość czworościanu dodatną i ujemną. Jeżeli wićrzchołki czworo- 
ściana oznaczymy przez A, Aa, Az, A,, a przez ijkl będziemy rozumieli je- 
dno z cztórech podstawień kołowych, dokonanych na układzie elementów 
(wskaźników) 1, 2, 3, 4, t. j. jednę z przemian 1234, 2341, 3412 i 4123, na- 
tenczas obieg ściany A„A,A,, wskazany następstwem wskaźników j, k, ł, 
a widziany z wićrzchołka przeciwległego A;, może być albo dodatny albotćż 
ujemny. W pićrwszym razie będziemy uważali objętość czworościanu jako 
dodatną, a w drugim jako ujemną. 

Załóżmy teraz, że objętość czworościanu odniesienia A,A„A„A, jest 
dodatna i równa + V i przez punkt Pi każdą krawędź tego czworościanu 
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poprowadźmy płaszczyznę. Wskutek tego, otrzymamy cztćry czworościany 
składowe: 


(a) PAAA, PAZA,A,, PA,A,A, i PAALA, 


Jeżeli punkt P leży wewnątrz czworościanu odniesienia, to objętość 
każdego z czworościanów (a) będzie dodatną, a suma tych objętości będzie 
widocznie równa +- V. 

Jeżeli punkt P leży wewnątrz obszaru, ograniczonego jedną ścianą 
AGAGA;, i przedłużeniami trzech ścian pozostałych czworościanu odniesienia, 
wówczas z czworościanów (a) jeden PA„AzA, będzie miał objętość ujemną, 
a objętości trzech pozostałych będą dodatne; atoli suma algiebraiczna obję- 
tości wszystkich cztórech będzie równa +- V. 

Jeżeli punkt P leży w obszarze przyległym jednój krawędzi A;A;, 
a ograniczonym przedłużeniami ścian czworościanu, wówczas dwa z czworo- 
ścianów (a) PA;A;A, i PAŁAJA, będą dodatne, a pozostałe dwa PA,AJA , 
i PA,A,A, będą ujemne; wszakże i teraz suma algiebraiczna wszystkich 
cztórech będzie równa + V. 

Jeżeli nakoniec punkt P leży wewnątrz kąta bryłowego, wićrzchołkiem 
przeciwległego jednemu kątowi bryłowemu, np. A;, czworościanu odniesienia, 
wtedy z cztérech czworościanów (a) jeden PA,A,A, będzie dodatny, a trzy 
pozostałe PA„A„A,, PAJA,A;, PA,A;A, będą ujemne; jednak i w tym razie 
suma algiebraiczna wszystkich cztćrech będzie równa + V. 

A zatym, gdziekolwiek w przestrzeni leży punkt P, mamy zawsze 


(BP) PAAA, + PAZA,A, + PAA, A; + PA, AGA; = A, AAA. 


Oznaczmy przez ay, 2, 0, 24 pola dodatne ścian AAA, AzAGA;, 
A,A;A3 I AAAs, a przez £i, tą, Ty, 2, spółrzędne czworościenne prosto- 
padłe punktu P, wtedy, co do wielkości i znaku, 


PA;A, A, = z 26, przy i=1, 2, 3, 4. 
Wstawiwszy zaś te wartości w ($), otrzymamy związek żądany 


(1) By Ży ++ Aata + Ala + 040, =3V. 


Oznaczając przez hy, hą, hy, h, długości prostopadłych z wićrzchołków Ay, 
A, Aj, Ax na przeciwległe ściany i zważając, że 


nA TA = gh = a4h, =3V, 


można zamiast (1) „AIR, 


(2) tę zh 


hą ha M 


Zapomocą związku (1) lub a można każde niejednorodne równanie algie- 
braiczne między £i, 24, ©, tą uczynić jednorodnym. Tak np., równanie 
xı =a można zastąpić przez następujące 
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3 Va, =a(042; + 390 + ydy + 2404), 


Ty W. dą 
lub z, =a(f a . 

43. Te ze spółrzędnych czworościennych płaszczyzny, które leżą z téj 
samćj jéj strony, uważać będziemy, jako mające jednakowe znaki. Spółrzę- 
dne czworościenne prostopadłe, którymi tylko, jako najprostszymi, się zajmie- 
my, t.j. odległości prostopadłe wićrzchołków czworościanu odniesienia od 
płaszczyzny, oznaczymy przez tts, 44, Ugy Ug 


Niech 
(3) Myy + Kada + ąz + Zata = 0 


będzie równaniem danćj płaszczyzny. Aby znaléść spółrzędne czworościenne 
płaszczyzny (3), należy przedewszystkim wyznaczyć odległość prostopadłą ja- 
kiegokolwiek punktu od tójże płaszczyzny. W tym celu oznaczmy przez z, 
L'a, 03, ©”, spółrzędne czworościenne, a przez «', y', z! spółrzędne prostokątne 
punktu danego względem układu osi, których początek leży w środku czwo- 
rościanu odniesienia.  Oznaczmy następnie przez (a, fr 11); (42; Ba; Y2); 
(a, Pos Y3) 1 (24, Bas Y4) kąty, które prostopadłe do ścian czworościanu odnie- 
sienia, przeciwległych wićrzchołkom A,, Az, Az i A4, czynią z osiami 2, y, z, 
a przez py, Po, Pa; Pa długości prostopadłych, spuszczonych z początku na też 
ściany. Wtedy mióć będziemy 

(4) Tt; =— (© cosa; + ycosf, + zcosy; —p,), przy i=1, 2, 3, 4, 

tudzież 

(5) w; =— (a'cosa, + y'cosf, + 2'cosq,— p, przy i=1, 2, 3, 4. 
Wstawiwszy w (3) za æ; wartości (4), otrzymamy równanie danćj płaszczy- 
zny we spółrzędnych prostokątnych punktu, 


(44C0SQ4 -|%C0804 |-4,C0SG +-%4C0SA4)T-+- (%, COSB, +%ąCOSfH +-%ąCOSf +-%4C0S74,)Y 
+ (440087, + %ąCOST2 +- KąCOST; + %4C0ST4) Z — (%1 Pa + Ha Pa F Aa Pa + 444) = 0. 


Jak wiemy (art. 18), odległość prostopadła punktu danego od tćj płaszczy- 
zny jest 


— (4400804 H...)a' + (4,c0os8, +...)y + cosy +...) — (api +.) 
[(xicosa;, + ...)? + (xicos + ...)? + ROW +.. JJe 
lub, według związków (5), 
3— KT F Ha'a F Ha'a F 404 F 
[(xicosa, + ...)? + (xicos, + ...)? + (xicos +...)*]r 


A gdy nakoniec w mianowniku wykonamy wskazane podnoszenie do kwadra« 
tu, zważając przytym, że cos?æ; -|- cos?$, + cosży, = 1, i, dla skrócenia, kładąc 


cosa;cosa; -+ cosf,cosf; + cosq;c0s%;, == cosby, 
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miéć będziemy 

(6) 32 Wea) ak 2 akc ska CZY 
[zi Xa, %3; x, ] 

gdzie symbol 


(T) [His a, %a, zę]? Z 23%? + a? + 247 + ZhykącosÓ,ą H 2%,%4C08 64; + 
+ ZhykyCOSAj4 + 2%2%3C0S Bag + 2%2%4C0S 02, + 2%3%,C08 054, 
a kąt Oy jest spełnieniem kąta dwuściennego czworościanu odniesienia, prze- 
ciwległego krawędzi A,A,. Wstawiwszy wwyrażenie (6) za ©, 2'2, 2'3, 0, spół- 
rzędne wićrzchołków czworościanu odniesienia A}, Ap, Ag, A4, t. j. (f4, 0, 0,0), 
(0, ha, 0, 0), (0, 0, ha, O) i (0, 0,0, 74), otrzymamy wartości spółrzędnych 
czworościennych płaszczyzny (3): . 


Ea EEG.» CT SETRA L.. Pow zl 


8 = 2 6 Z: 

(8) CWA So kaha talię Aalia (hy, %2, Za, %4] 

Stąd wypada 

ZZ s tų t ta ts l 
h 


1 =H=f=k=i= hy ha hy) lą 
[u Ra Kaya] (m Ma [gy Za; %3; a] ji 
t J U p v. t | =1 
BOK Kod a 
czyli 
(9) RAK Et x Rat at w 0080 TF ER Sbt Zip, Je OS + 


+ = T 005 62 + 35 j cos 24 + gaa oos GE 


KĘ 
Jest to związek między PRT RR płaszczyzny, zapo- 
mocą którego, mając dane trzy z nich, można wyznaczyć wartość czwartój. 
Wstawiwszy w (9) 
3V 3V 3V 3V 


== RZY h==) = 


gdzie V, ay, æa, 0%, 0, mają znaczenie okróślone w art. 42, otrzymamy inną 
postać związku między spółrzędnymi 24, z, u, u,, mianowicie: 


(9) 01ta? > Aa?a? F Aa?a? H 044? H 2AA COS (2 + Zydzi uzCOSA, ; + 
<L 20,040 UĄCOSŃ, + ++ Zagatzttgty COSA H Zza Ugu4COSÓ, H Zayaąuzu4c0s0,, = 9V2, 


44. Podstawmy w równaniu płaszczyzny (3) Za %y, %ą, %, %4 Wartości, 
wynikające ze związków (8); mieć będziemy wówczas równanie 
Uata UgTg Uzta 
A — 0, 


4 TĄ UKE 


NAPAD 
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które wyraża związek między spółrzędnymi czworościennymi płaszczyzny 
i spółrzędnymi czworościennymi punktu na tćj płaszczyźnie. A zatym, jeżeli 
w tym równaniu będziemy uważali spółrzędne płaszczyzny (tr; u, tą, u4) jako 
dane, a spółrzędne punktu (2, ©, £3, ©4) jako zmienne, natenczas będzie 
ono równaniem płaszczyzny o spółrzędnych (w, tą, g; «4), uważanćj jako 
zbiór punktów na nićj leżących. Jeżeli przeciwnie, będziemy uważali spół- 
rzędne punktu jako dane, a spółrzędne płaszczyzny jako zmienne, wówczas to 
równanie (10) będzie przedstawiało punkt (%4, Tą, %3, £4) uważany jako 
obwiednia płaszczyzn, przezeń przechodzących. 
Wskutek tego, równanie 


(11) RL F Kada F koa + katy = O 

przedstawia płaszczyznę, któréj spółrzędne są 

(8) hohohoho 
Ži a y Zy [ži a ža, %4] 

gdy tymczasem równanie 

(12) itty F Kgtlz + Hatla + Ryty = 0 

przedstawia punkt, którego spółrzędne są 

(18) h ohhh 1 


z FREZY ary w" 


h á k NACE WE rk luna 
Jeżeli płaszczyzna (11) oddala się do nieskończoności, wówczas jéj spółrzędne 
tla; tą, 4, U4 dążą do wartości równych sobie. Wzory (8) dają wtedy 
Kals "tla = kals = kils, 
a zatym równanie 


14 — + — 
(14) u iRłĘtY 
lub 
(14) ALi + Aala F Mta + at= 0 


przedstawia płaszczyznę w nieskończoności. Taksamo punkt (12) znajdzie 
się w nieskończoności, gdy 


(15) Ri + 2 + ža + 44 =0, 


albowiém wtedy wzory (13) dadzą x, =æ, =z;=&=oœ. Równanie (10) 
nazwiemy równaniem normalnym płaszeżyzny (t, w, w, %4), lub punktu 
(Wy, La, X3, L4). Strona lewa tego równania wyraża odległość prostopadłą 
punktu (Xi, tą, La, V4) od płaszczyzny (w, w, uj, us). Jakoż, jeżeli w wyra- 
żre (6) wstawimy za %ı, %ą, ža, %4 wartości wynikające z (8), wówczas wy: 
padnie 


http://rcin.org.pl 


336 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


BE EA 
(16) dów lu 
Jeżeli weźmiemy za spółrzędne czworościenne punktu, zamiast odległo- 
ści prostopadłych punktu od ścian czworościanu, stosunki tych odległości do 
prostopadłych na te ściany z wićrzchołków przeciwległych, t. j. stosunki 
zę A a (si a te nowe spółrzędne oznaczymy także przez 2,, Za, Cz, Xy 
wówczas równanie normalne płaszczyzny lub punktu (10) przywiedzie się do 
(17) WT, + UgC2 + ULg + Ut =0, 
t.j. będzie takież samo, jak równanie płaszczyzny lub punktu we spółrzę- 
dnych jednorodnych najogólnićjszych (art. 40). Związek między tymi spół- 
rzędnymi jednorodnymi jest następujący: 


(18) Gy +t tg +24 ZL. 
45. Wyznaczymy kąt 6 między dwiema płaszczyznami 


Uzi’ 
la 


hz hg 


+= + 


ty F Kala F Agl L katy =0 i WG, + Wydz H Wy FH W 404, = 0, 
gdy do równań tych płaszczyzn wprowadzimy spółrzędne prostokątne, a na- 
stępnie postąpimy tak, jak w art. 19. Znajdziemy, że 


Sant 74 F tak'o F gz F Aah’ F (rit'a H X yk2) COS + 1, 
[ti Ka, hgy x,] CZE X CM x'a] 

Jeżeli dwie dane płaszczyzny są do siebie prostopadłe, wówczas mamy 

wk HAt HRA gH ANa A (74793142) COS Oia +... (Aaka %34) C0801 = 0. 

Jeżeli dwie dane płaszczyzny są do siebie równoległe, wówczas w wyrażeniu 

powyższym na cos6 licznik równy jest mianownikowi. 

Znajdziemy jeszcze ten sam warunek równoległości dwu płaszczyzn, ale 
już uproszczony, w taki sposób. Dwie dane płaszczyzny, jako równoległe, 
przecinają się z sobą według prostćj, leżącćj na płaszczyźnie w nieskończono- 
ści, którój równanie jest 

ATi | Aat + OTa + 0474 0. 
Z równań tych trzech płaszczyzn wypada 
(xit — 4404) Ti + (ada — 402) La + (304 — Kaz) T= 0, 
(xa, — yy) L, H (4304 — W 409) La + (4'30 —- X yty) ta = 0. 
Tym równaniom powinno czynić zadość nieskończenie wiele układów wartości 
na stosunki 2; :7ą:23, t. j. równania te są tożsamościowe, a więc 


Sa T A a Aaa rzadka aT, 
! ' = l ' EE el U 
Kla — kgl | Khąlą—Kh4alg Haly —h a 


co właśnie przedstawia warunki równoległości dwu danych płaszczyzn, w po- 
staci najprostszćj. 


http://rcin.org.pl 


O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH. — 47. 337 


46. Aby znalóść odległości p między dwoma danymi punktami 
(Eis Tą, Lay L4) I (Wy, L'or T'a, 2'4), dość zauważyć, że kwadrat tój odległości 
jest stopnia 2-go i jednorodny względem a,—T;, 44—1', Ta —T;', 
©4—wy,. Atoli zważywszy, że 


+ el = Fr ryte 
zt. spy k Fe = h „A ha T hg hą 
mamy 
2i — ai , Tą — cz — a m 
A a z a płozaj <a> S 20, 
(z zE = (2, —z')(x: aeo (z 2% R =z), (2,— (z, — 1) 
skąd La am Piz -( FE 1 U = 3 SEK Z" "RÓ + 1 ki > oo 4 Gora to); 
(2 — 12)? 


podobne wyrażenie otrzymamy dla T it. d. A zatym kwadrat 


odległości między dwoma punktami można wyrazić jako sumę sześciu iloczy- 


BE Z , 
nów & z EA... ., pomnożonych przez pewne czynniki. 
Oznaczając przez a,ą spółczynnik przy (o tma) LL kawi Up zastosuj- 


hyba 
my powyższe wyrażenie do wynalezienia odległości między wićrzchołkami A, 
i A, czworościanu odniesienia. Spółrzędne tych wićrzchołków są odpowie- 
dnio (hy, 0, 0, 0) i (0, ha, 0, 0); zatym wszystkie wyrazy, prócz pićrwszego, 
przywiodą się do 0, a wyraz pićrwszy =—o0,,. A zatym AA =— a, 
Stąd wypada 


TM 2 (2, — 2'1) @ — 2'2) (a -dy(ach) 
| Poza hilig FAA, w ud 
a (63 — 3) (74—%4), 
hy 
lub, oznaczywszy przez pa długość krawędzi A „Az czworościanu odniesienia, 
ZEE (cy — a,)(2—0) | (2 — a1) (23 — 2'3) 
P= pn? hh BE * 7. i 


(23 — 2'3) (E1 — 2'4), 
+.. + pau? E 4 


Hia + AA, 


47. Jeżeli (ay, aą, az, a4) są spółrzędnymi punktu danego na prostćj, 
a (Li; Las Ty, L4) spółrzędnymi punktu bieżącego tójże prostćj, to oznaczywszy 
przez p odległość między tymi dwoma punktami, a przez M, ły, Ay, à, dosta- 
wy kątów, które prosta czyni z normalnymi do ścian czworościanu odniesie- 
nia, przeciwległych odpowiednim wierzchołkom A;, A3, Ay, A4, otrzymamy, 
jako równania prostćj, 


TG — t _ Th iih Uh 
4% 7 als kg h ER. 
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Ponieważ dwa równania są wystarczające do wyznaczenia prostćj, przeto 
między Ài, Àz; hy, 4 zachodzi pewien związek, który otrzymamy, gdy w ró- 


wnaniu M p 20a y Tada | Fa) podstawimy wartości za 


hą hą hg hą 
© —a,,..., wynikające z równań linii prostćj. Mamy zatym 
A 
pt + += 


Inny związek, ale nie jednorodny, wypada z otrzymanago powyżćj (art. 

46) wyrażenia na p°, t. j. 
A 
Pra? A+ pw? p + 1... + Paa? = —1. 

W tych równaniach liczby Mı, Aa, hg, Xą zowiemy dostawami kierunkowymi 
linii prostćj. 

48. Aby znalóść kąt między dwiema prostymi 
fi — a _Ta— i _ Ts— is _Tq—04 ; -0r _ Ta— az _ Tyas _T4-04 

A A Na % Ae AT TAE ba 

weźmy dwie proste do nich równoległe, które przechodzą przez wiérzchołek 
A, i spotykają ścianę przeciwległą AĻA¿A, w punktach P i P'. Równania 
tych dwu prostych są odpowiednio 


Ty —h ox BŁ: zz SEI í tı —h k. n T= Si 
a r AT E Fe e = 
a zatym spółrzędne zzsk PiP'są 
A5 M 
(o, — th, — ph, — ah )i (o, — zj hy — % 3h, — w, 19) 
Według art. 46, mamy teraz 
NEA W ( e W E e) 

2 Ja zz A Z 2 e 8 „2 

— PP" =A? [rG G TE + Pa i IOANA; X, ++ 


Ài 1 
Ma a (ja a 
+me(2—7 GRA | 


—PP*=— [A,P* + A, P? — 2A,P. A,P'cos(PA,P')]. 
Porównywając prawe strony tych równań i uwzględniając, że 
e 


a nadto 


<a 


| 


A M, Rh KS X ni X 
—A, P’ =h? [ea +P g RENE sa ra tpa? Za TR HPs? U 3) 


—A,P* =n |p +P’ W LJ PP M . "fa YW: 2 ca Pa 


otrzymujemy 
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— 200'cosPA, P' = pia? (AUA a HA de) + pia? Aaa HA'A) + 1. H Paa (ah 4 HA'A), 
gdzie 
—O=pqa A ha Hpi Ad HH paa Ahs 1—0" p a N Aa Hp AAH Paa? sh a 
Dwie więc proste są do siebie prostopadłe, gdy 
Pa? (A'a b Asha) A Pra? (aks H Aida) H 2: + Paa (ah 4 + A'A) 20. 
Jako zaś warunek równoległości obu prostych, wypada o == = p= = == . 
Ai 
49. Znajdźmy jeszcze dostawy kierunkowe normalnéj do płaszczyzny 
danćj. Niech 


UTi __ 
KT 


NTI Uaa UzT3 

hą pi hz ja ką 
będzie równaniem normalnym danćj płaszczyzny. Równania prostopadłćj, 
spuszczonćj z wićrzchołka A, na ścianę przeciwległą A„AJA4, są 


+ =0 


c—hy_ dą _ 43 Tę 


1  cosóją cosój;  cosóą © = 


a zatym dla punktu, w którym ta prosta przecina daną płaszczyznę, mamy 
u U u u 
Wy + G + j 05 Mia -- j 0S0 „+ je costa) o= 0, 


a nadto, jeżeli przez e, oznaczymy kąt między normalną do danćj płaszczy- 
zny i normalną do ściany A4344, 

, u, = Æ p COSE,» 

Stąd wypada 


zk cos e, = 2 HE Je cosb PE Je 00Sba Ss ją 0500 
oraz wyrażenie ROT” da COSE3, COSE3, COSE4. 


SPÓŁRZĘDNE CZWOROŚCIENNE LINII PROSTEJ. 


50. Można uważać liniją prostą w przestrzeni albo jako promień, albo 
jako oś. W pićrwszym razie jest ona wyznaczona, gdy dane są dwa punkty 
(x) i («'), na nićj leżące, a w drugim, gdy dane są dwie płaszczyzny (u') 
i (w'), przez nią przechodzące. 

Przez spółrzędne czworościenne linii prostćj, uważanćj jako promień 
łączący dwa punkty («') i («'), rozumićć będziemy spółrzędne cztćrech pła- 
szczyzn, przechodzących przez tę prostą i przez każdy z wićrzchołków A;, 
Aa, Az, A, czworościanu odniesienia. Przez spółrzędne czworościenne linii 
prostćj, uważanćj jako oś wyznaczoną przez dwie płaszczyzny (w) i (u'), bę- 
dziemy rozumieli spółrzędne cztórech punktów, w których ta prosta spotyka 
każdą ze ścian czworościanu odniesienia. Spółrzędne więc prostćj, wyznaczo- 
néj przez dwa punkty, których spółrzędne czworościenne (najogólnićjsze 
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jako równania cztćrech punktów, w których prosta, wyznaczona przez dwie 
płaszczyzny (u') i (u'), spotyka ściany czworościanu odniesienia, przeciwległe 
odpowiednio wićrzchołkom A4, Az, Aj, A4. Spółrzędnymi więc linii prostćj, 
wyznaczonćj przez dwie płaszczyzny, są liczby zu, t. j. sześć liczb 

(6) Tin Tan Tay Tag; Taj 1 Tia: 

51. Ponieważ każdy z punktów (5) leży na każdćj z płaszczyzn (2), 
przeto równaniom (2) stanie się zadość, gdy w nich za 44, £z £3, 2, podsta- 
wimy spółrzędne punktów (6), t. j. 

(0, Tay, Taas Tag), (Tas, 0, Tą, Tia), (Toss Tars O, Tia) lub (Tag, Tay, Tia; 0). 
Wykonawszy te podstawienia, otrzymamy cztóry układy równań: 


PzyTzą + Paz F Pasaz = 0, Dia + Pastis = 0, 
PaT P Dys "0,  PasTys + PaT F PTa "0, 
Pa Tzą + Prata = 0, DayT34 H PqaTtyg = 0, 
PayT3ą F Prata = 0; PagT34 F PizTa = 0; 
PaT HPT = 0, P34Tai F P42712 20, 
PaT + Pia ya = 0, PaT + PaT = 0, 
PaT H PaT + Pray = 0, Patas + Pat Ti 20, 


Pag + Pyta 0;  PasTaa + Pizy + PaT FO. 
Mamy tu 16 równań; 12 z nich jest dwumiennych, z których wypada, że 
(7) Pia: Poa $ Paa Pos Pai : Pią = Toa: Tai 1 Tia | Tia | Tą: Taa; 
cztéry zaś pozostałe równania trójmienne, wskutek zależności (7), doprowa- 
dzają nas do dwu związków: 
(8) PiaPas + Pu + PaPa =O i 
(9) Tiana F Taata F 734712 = 0. 


ĆWICZENIA. 


(46). Znalóść równania płaszczyzn, przechodzących przez krawędź AA 
i dzielących na części równe kąty między płaszczyznami A;AgAz i AAAA. 

(47). Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącój przez wićrzchołek A, 
i równoległćj do ściany AAzA4. 

(48). Okazać, że równanie płaszczyzny, która przechodzi przez AzA,, a jest 


równoległą do AA», jest z ES z =0, lub azı + 4ą%ą = 0. 


(49). Okazać, że równania prostéj, łączącéj piérwsze punkty podziału krawę- 
dzi A,A, i AzA, na trzy części równe, są Oz; = 20t} i gt} = 20424. 
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lub szczególne) są (x, V'a, L'a, L'a) i (xy, Z'a 2'3, 2'4), są spółczynnikami 
równań cztćrech płaszczyzn, przechodzących przez tę prostą i przez wićrzchoł- 
ki czworościanu odniesienia, gdy tymczasem spółrzędne prostćj, wyznaczonćj 
przez dwie płaszczyzny (u, Wz, wz, Wa) i (u, W'a, Wg, u'4), są spółczynni- 
kami równań cztórech punktów, w których ta prosta spotyka ściany czworo- 


ścianu odniesienia. 
Ponieważ za spółrzędne czworościenne wićrzchołka A, można wziąć 


(zı, 0, 0, 0), zatym równanie płaszczyzny, przechodzącćj przez ten wićrzcho- 
łek i przez prostą, łączącą dwa punkty («') i (œ"), jest następujące: 

Dy +, Ta 3 Cz s Tę | 72 

4,0 ,0 „0 
D'i 2a gy y d'4 
la", $ gæ"'3 j Gs TA 


Jeżeli ten wyznacznik uporządkujemy według elementów pióćrwszego wićrsza 
i, dla skrócenia, oznaczymy 
(1) py ZL; — 1 cy "— Pu, 
to otrzymamy piórwsze z równań 

Dala + Paa + Pag Tą = 0, 
(2) Pati + Pty + Pista = 0, 

Paati + Purta F Pit 4 = 0, 

Panti + Pata HP = 0. i 
Trzy zaś ostatnie równania, przedstawiające płaszczyzny, które przechodzą 
przez uważaną prostą i przez odpowiedni z trzech pozostałych wiérzchołków 
Aa, Ag, A, wypadają, wskutek zastąpienia w powyższym wyznaczniku wićr- 
sza drugiego odpowiednio przez 0, %3, 0,0; 0, 0, %3, 0 i 0, 0, 0,%,. Za spółrzę- 
dne więc linii prostćj, wyznaczonćj przez dwa punkty, weźmiemy liczby py, 
okróślone wzorem (1), t. j. sześć liczb 
(3) Pis, Dany Pan Pass Dy 1 Pax 
Jeżeli te liczby (albo tylko stosunki między nimi) są dane, wtedy dane sẹ ró- 
wnież płaszczyzny (2), a więc tymsamym i prosta, przez przecięcie się tych 


płaszczyzn wyznaczoną. 
Podobnie, kładąc 


(4) Tar = Wet" — W pt; = — Ty; 

znajdujemy 

| Rgytią + Taalla F Tagtłą = O, 
Tzątły F Titla > Tigy = 0, 
Tatti F Tarta F Tiata = 0, 
Ragatt F Tzytlą + Tiatia = 0, 
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(50). Okazać, że spółrzędne środka ciężkości trójkąta odniesienia są 
W dy dł Gy 
h h h h 

(51). Płaszczyzna przecina każdą z sześciu krawędzi czworościanu; na każdej 
z tych krawędzi weźmy jeszcze drugi punkt tak, aby ta krawędź była podzielona 
harmonicznie; okazać, że sześć płaszczyzn, z których każda przechodzi przez inny 
z sześciu ostatnich punktów i przez przeciwległą jemu krawędź czworościanu, prze- 
cina się w jednym punkcie. 

(52). Jeżeli FERTA =; = RA są równaviami punktu O, i jeżeli 
A,O, A20, A30, A4O0 przedłużymy odpowiednio do A',, A',, A', A', tak, aby 
A40=0A',,..., to natenczas mićć będziemy dla punktu A', 


2r; -r NE YA: WPL SB 
kli —4—4—4) halą ha Me 4 -ła +b + lą 
i podobnie dla A',, A', A',. 

(53).  Okazać, że jeżeli dwie krawędzi przeciwległe czworościanu podzielimy 
na trzy części równe i odpowiednie punkty podziału połączymy dwiema prostymi, 
to prosta dwusieczna tych dwu prostych jest także dwusieczną dwu innych krawędzi 
przeciwległych, 

(54). Krawędzi przeciwległe czworościanu odniesienia są do siebie prostopa- 
dłe; okazać, że proste, przedstawiające najkrótsze odległości między krawę- 
dziami przeciwległymi, przecinają się w punkcie zy(7132 + pia? + pa? —k) = 
= zą(Pa3-+- Paa? + paa? — kK)=..., gdzie k oznacza sumę kwadratów którójkolwiek 
pary krawędzi przeciwległych. 

(55). Okazać, że spółrzędne płaszczyzny, przechodzącćj przez środki ciężko- 


ści ścian MAJA, 444,43, A Az, są — U == =u=q. 


(56). Okazać, że równanie środka ciężkości powierzchni czworościanu jest 
(21 + 92 + ag + 04) (u, + ty + ug + ua) Zam, + datą + gug + Og. 

(57). Okazać, że rówńanie środków óśmiu kul, stycznych do ścian lab do 
przedłużeń ścian czworościanu odniesienia, jest aju Æ Mu, Æ zuj + oau, =0. 

(58). Przez jakikolwiek punkt P poprowadźmy proste A,P, AGP, AP, A,P, 
które przecinają przeciwległe ściany odpowiednio w ai; Gą, 3, ay; Okazać, że proste 
A,A, i aja, przetną się i że ten punkt przecięcia się ich, wraz z punktem przecię- 
cia się prostych Aga, i A,A, podzieli harmonicznie krawędź A,Az. Nadto okazać, 
że proste, łączące A, z punktem przecięcia się prostych A,A, ajag i A, z punktem 
przecięcia się prostych A4A4, aşaz, przetną się w punkcie na prostój Aqag. 
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ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH. 


ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH PUNKTU. 


52. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Niech O'X', O'Y', O'Z' (fig. 
75) będą dodatnymi kierunkami trzech osi nowego układu spółrzędnych, ró- 
wnoległych do kierunków 
dodatnych OX, OY, OZ 
danego układu spółrzę- 
dnych, i zwróconymi w tę sa- 
mę stronę. Oznaczmy przez 
a=08, b=SR, c=RO' 
spółrzędne początku no- 
wych spółrzędnych wzglę- 
dem układu pierwotnego, 
przez c=ON, y=NQ, 
z=QP spółrzędne punktu 
P także względem pierwo- 
tnego układu osi, a przez 
qG=zQ'N; y=NQ' s=Q'P 
spółrzędne tegoż punktu P 
względem nowych osi. Po- Be 15, 
nieważ 


ON =08 + SN = 08 + RF= 0S + 0'N', 
NQ=NF + FQ=SR+-N'Q;, 
QP=QQ+QP=RO + QP, 
zatym mamy 
(1) c=a+u, y=b-+y, z=c+ze. 
53. ZMIANA KIERUNKÓW Osi. Niech OX, OY, OZ (fig. 76) będą kie- 
runkami dodatnymi osi układu pierwotnego, a OX', OY', OZ! kierunkami 
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dodatnymi osi układu nowego, i niech dla punktu P będzie s= ON, 
y=NQ, z=QP; ' =ON, y=N'Q', ż =Q'P. Dostawy kątów, które osi 


Fig. 76. 


OX, OY, OZ czynią z osią OX', oznaczmy przez 24, Py, 71, 
ż, OY' » n.. dą, Pa Ta 
z $ Og » » dg Bas fa. Aby spółrzę- 
dne (x, y, z) wyrazić przez («',y,£), rzućmy dwie drogi ONQP i ON'Q'P, 
mające spólny początek O i spólny koniec P, pokolei na każdą z osi pierwo- 
tnych OX, OY, OZ. Ponieważ rzuty obu dróg są sobie równe, zatym: 
© + ycosy + scos = qx -+ zy” + aat, 
(2) æcosy + y + scosA = Bix! + Pay! + Paz”, 
© Cos, + yCosh + z = + Tay! + faz, 
gdzie X, p, v oznaczają kąty, które osi pierwotnego układu ze sobą czynią, 
a mianowicie: A=/ YOZ, p= Z ZOX, v= Z XOY. Z równań (2) mo- 
żna otrzymać wartości na %, y, z, wyrażone przez %', y', z. Te wyrażenia 
znajdziemy sposobem najprostszym w taki sposób. 


Oznaczmy przez (l, my, n4), (lą, M2, Na), (lg, M3, ng) stosunki kierunko- 
we odpowiednio osi OX', OY', OZ'; mamy wtedy (art. 6) 


dy =l; + M4COSY + n cosp, dg =H + MąCOSY + NąCOSY., A =H-|- MACOSY + NąCOSJI, 
py = L cosy + My + ny COSA, B = lcosY + mą + ncosà, Ba = lgcosv+ma + ngcosh, 
Yı =l cosp + M, COSA +n, Ya = ląCOSY ++MĄCOSA + na, Ya == ląCOSy. + MyCOSA +g; 
podstawiając te wartości w równania (2), otrzymujemy 


z+ yeosy + zeosp = (e -+ hy + laz!) + (mye' + my 4m’) cosy + (ma + may -|-nye') cosp, 
gcosy +- y + zcosà = (hx -+ layi- laz’) cosy +- (mz +- may! 4- mąz”) -|- (mx +- nay' -|- nz’) cosh, 
zoos p- yeosh + z = (he + lay + ha')cosp -+ (mz -+ my -Hmz') cosh -+ (m2 + my Hm). 
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Wyznacznik spółczynników lewych stron tych równań jest od 0 różny; istnieje 
przeto tylko jeden układ wartości na z, y, z; tymi wartościami są więc, jak 
to bespośrednio widać, 


(3) y=myt" + may! + mąż”, 
z=nyt' + Ney! + Nąż'. 
Między 9-u stosunkami kierunkowymi zachodzą trzy związki: 


1=42+ m? + n? ++ Zm,n,cosh + 2n;/,COsiu + 2/,m,COSY, 
(4) 


| z=lu' + by' + ht, 


1 =}? + mą? + ną? -+ Zmąnącosk + Znalącos u -+ ZląmącOsY, 

1 =l? -+ mą? + ną? + Zmgnzcosk + Znąłącos e + Zląmącosv, 
a nadto, jeżeli X\'= / Y'OZ', W= Z Z'OX', ¥=/ X'OY' są kątami mię- 
dzy kierunkami nowych osi, mamy 
cosh =kh +-mamg-- ngng + (Mang | mgna )cOSA +- (nyl -|- nyłą cos -+ (lzmg-++lmg)cosy, 
cos =/zl, - mgm, -- ngn, + (mgny + mynz )eosA+- (ngl, + ny z )cosy.+- (lm; 4-44 m3)cosv, 
COSY =l, l-|- my mą tyn (myn + man, )COSK+- (n la -+nl; )eosy.+- (1m +m, )cosv. 


(5) 


Wyrażenia (3) spółrzędnych pierwotnych æ, y, ż są stopnia l-go względem 
spółrzędnych nowych; stąd tćż stopień równania algiebraicznego między 
w, y, z nie zmieni się ze zmianą kierunków osi spółrzędnych. 

Zauważmy jeszcze, że wskutek przekształcenia linijowego (3) wyrażenie 
kwadratowe 


£? +y? +- 23 + 2yzcosà + Zewcosp + 2xy cosy 
przechodzi na %2- y'? +2? 2y'z' cosi + 2z'z'cosy! +- 2æ'y'cosy. 
Oba bowiém wyrażenia przedstawiają kwadrat odległości punktu P od spól- 
nego początku O. 


54. Na szczególną uwagę zasługuje przypadek kiedy jeden z układów 
osi, albo oba są prostokątnymi. 
Jeżeli tylko pićrwszy układ jest prostokątny Q =p=7=7), wówczas 
równania (2) przywodzą się do 
L= + azy! -|- dż', 
(6) | y=B,x" + Pay” + Baz”, 
a= yt + Tay + aż; 


i między 9-u dostawami kierunkowymi nowych osi mamy teraz trzy związki 


a? +B? +S], 
a? + B? + =, 
a nadto jest- 
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COSA! == 42, + BaBa + Tala; 
(8) COS p = 240, + Bbi + fal 
cosy! = 0402 + PB + Nia 
Wskutek zaś przekształcenia linijowego (6), przechodzi teraz wyrażenie kwa- 
dratowe 
g? 4- y? p e? 
na W? + y'2 4 13 4- Zy' z cosh + 22w'cosp + 2x'y'cosy. 


Jeżeli także i drugi układ jest prostokątny ('=r=v =>), wówczas 


utrzymują się wzory (6) i (7), lecz wzory (8) przejdą teraz na 

data + Paba + Taf3 = 0, 
(9) aa + Papi + Yai =0, 

403 + Bia + Ma 20. 
W przypadku zatym, kiedy oba układy osi są prostokątnymi, zachodzi mię- 
dzy 9-u dostawami kierunkowymi nowych osi 6 związków (7) i (9), zapomocą 
których z danych trzech z tych dostaw można wyznaczyć wartości pozosta- 
łych. W tym także przypadku, wskutek przekształcenia (6), przechodzi wyra- 
żenie kwadratowe x*-+y?+-2% na a'?-+-y'3+-2%2, Przękształcenie zatym 
(6) jest w tym przypadku przekształceniem prostokątnym. 

55. W przypadku, kiedy oba układy spółrzędnych są prostokątne, 
rzućmy (fig. 76) drogi ONQP i ON'Q'P na kierunki osi OX', OY', OZ; 
wtedy 

u! =at + PY + 142, 
(10) y'= u0 + Pay + (27, 
2! +t + By + aż. 
Też same wyrażenia powinniśmy otrzymać z równań (6) przy założeniu, że 
między 9-u dostawami kierunkowymi ay, Bi, Yi; 4a; Pa; Ta; %a Pa; Ya nowych 
osi, zachodzą związki (7) i (9). Rozwiązując równania (6) względem «', y', £', 
otrzymujemy 
(| A.dy "Ayr + Bay + Cz, 
(11) | A.y' = Ax + Bay + Ce, 
A.z = A,x + By + O32, 
gdzie wyznacznik 
(12) A=]| a , %2, %], 
Pa, Ba, Ba 
is fa > V3 
jest modułem przekształcenia (6), a Ay, Bı, Ci; A2, By, Cz; Ag, Ba, Cz są ilo- 
ściami dołączonymi do odpowiednich elementów wyznacznika A. Ponie- 
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waż — jak to zaraz zobaczymy — wyznacznik A jest od 0 różny, a przeto 
równania (6) mogą dać tylko jeden układ wartości na %', y',z', zatym rozwią- 
zania (11) równań (6) nie mogą się różnić od wyrażeń (10). Mamy więc 


A B; C; z 
(13) a= h= W=q, przy i=1,2,3. 


Weźmy pod uwagę wyznacznik A. Mnożąc go przez siebie i uwzglę- 
dniając związki (7) i (9), otrzymujemy 


=j +B +h* ; ata + PB + NYa 04% + Bibs + Tys |=|1,0,0|, 
Agd + Bob + Tali s Ga? + Pa? + Ta? , ats + Baba + Tala 0,1,0 
Agd + Papa + fal » 432a + Boba + fala ; %3 +B? +Y? | 0,0,1| 


t.j. A?=1, a więc A==Æ 1; wyznacznik A jest zatym od 0 różny i nadto 
równy dodatnćj lub ujemnój jedności. 

Aby zbadać, kiedy wyznacznik A jest dodatny, a kiedy ujemny, dość 
poznać jego znaczenie gieometryczne. W artykule 7-ym okazaliśmy, że obję- 
tość czworościanu, którego jeden wićrzchołek leży w początku spółrzędnych 
prostokątnych, a trzy inne mają za spółrzędne ($,, 74, č), (63; May 42); (Ess fa to); 
jest, co do wartości i co do znaku, 


N=ż|4,,4,6 |. 
M s Ma Ta 
AA A 


Ta wartość jest dodatną lub ujemną, według tego, czy obieg trójkąta P, P,P}, 
wskazany następstwem jego wiérzchołków, a widziany z początku, jest doda- 
tny, czytéż ujemny, a więc według tego, czy krawędź OP, tak leży względem 
krawędzi OP, i OP;, jak OX względem OY i OZ, czytéż tak, jak kierunek 
ujemny osi z-ów względem OY i OZ. Otóż, w wyznaczniku A dostawy kie- 
runkowe (24, Bu 1); (tas Bas Ya), (24, Bos Yo) SĄ zarazem spółrzędnymi punktów, 
które leżą na osiach nowych OX', OY', OZ! w odległości równéj 1 od po- 
czątku. Wyznacznik A wyraża zatym sześciokrotną objętość czworościanu, 
którego trzy wićrzchołki leżą w tych punktach, a czwarty schodzi się razem 
z początkiem układu. Ten wyznacznik jest więc dodatny lub ujemny, we- 
dług tego, czy, po obróceniu układu osi OX', OY', OZ! tak, aby oś OY' ze- 
szła się razem z osią OY, a oś OZ! z osią OZ, trzecia oś OX' zejdzie się 
z dodatnym, czytóż z ujemnym kierunkiem dawnćj osi z-ów. 
Załóżmy, że 


(14) â= + I; 
wtedy wyrażenia (13), przywodzą się do następujących: 


ai = Å; Ef: — ata, Bi = Ta — Vata, Yi = Aapa — fa, 
‘15) dą = Az faq, — Bio Ba = Yat — ds; Ya = agp — a, fa, 


a, = A3 = fi Ya — fol, Ba "110 — ay, Ta =P — pi. 
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Oprócz tych związków między 9-u dostawami kierunkowymi či, i» Y; (przy 
i=1, 2, 3), zachodzą jeszcze następujące: 


a? +a? + 043 = 1, 
(16) Pe? + Pa? + Ba =1, 
1? +t? + fs =1, 
tudzież: 
Oy P+ + daf + Aba = 0, 
(17) Bela + Bala + Pola = 0, 
Lati + Vat + ht = 0. 


Piérwsze, t. j. (16), wyrażają związki między dostawami kierunkowymi od- 
powiednio osi OX, OY, OZ względem trzech osi OX', OY', OZ', prostoką- 
tnych; a ostatnie wyrażają, iż układ osi OX, OY, OZ jest prostokątny. 

Pomiędzy więc 9-u dostawami kierunkowymi osi jednego układu wzglę- 
dem osi drugiego układu, przy założeniu, że oba te układy są prostokątne, 
zachodzi razem 22 związków, mianowicie (7), (9), (14), (15), (16) i (17); atoli 
tylko sześć z nich jest różnych od siebie, a wszystkie pozostałe są ich algie- 
braicznymi wynikami. Związki (14) i (15) wyprowadziliśmy z sześciu zasa- 
dniczych (7) i (9); moglibyśmy także z nich wprost wyprowadzić związki (16) 
i (17), wstawiając w (6) za w, y', z! wartości (10), wskutek czego równania 
(6) stają się tożsamościowymi. 

56. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH I KIERUNKÓW Ost. Jeżeli chodzi 
o jednoczesną zmianę tak początku spółrzędnych, jak i kierunków osi, wtedy 
te dwie zmiany uskutecznia się jednę po drugićj, zaczynając od którćjkol- 
wiek z nich. . 

57. Wzory EuLERA. Wrazie, jeżeli oba układy spółrzędnych są pro- 
stokątne, wzory artykułu 54go na zmianę spółrzędnych przedstawiają tę nie- 
dogodność, iż z 9-u kątów, w nie wchodzących, jest 6 zbytecznych; albowićm 
między dostawami tych 9-u kątów zachodzi sześć równań. Tę niedogodność 
usunął Euler, przez wprowadzenie tylko 3-ch kątów, wyznaczających położe- 
nie osi jednego układu spółrzędnych prostokątnych względem osi drugiego 
takiegoż układu. Niech OX, OY, OZ (fig. 77) będą kierunkami dodatnymi 
dawnych, a OX', OY', OZ' kierunkami dodatnymi nowych osi. Niech nastę- 
pnie płaszczyzna X'Y' przecina płaszczyznę XY w OX;, a płaszczyzna, 
przechodząca przez OZ i OZ', która więc jest prostopadłą do XY iX'Y' 
niech przecina te dwie płaszczyzny odpowiednio według prostych OY i OY}. 
Natenczas, z uwagi, że prosta OX, jest prostopadła do OZ i OZ' a zatym 
i do OY, i OY,, kąt Y, OY, =Z0Z' jest kątem między płaszczyznami 
XY i X'Y'. Oznaczmy ten kąt przez 6, a kąty XOX, i X,OX/, z których 
piórwszy leży w płaszczyźnie XY, a drugi w płaszczyźnie X'Y', oznaczmy 
odpowiednio przez 4 i ġ. z 

Niech x, y, z będą spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu P względem 
osi OX, OY, OZ. Jeżeli przyjmiemy OX,, OY, i OZ za nowe osi, to spół- 
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rzędna z nie zmieni się, gdy tymczasem między spółrzędnymi æ i y i nowymi 
spółrzędnymi równoległymi do OX, i OY,, które oznaczymy odpowiednio 


Fig. 77. 


przez z, ið, będą miały miejsce, podług wzorów na zmianę spółrzędnych 
punktu na płaszczyźnie, związki 
© = v, Cose — y,sin g, 
y=cysin$ + y;Cos 4. 
Przyjmijmy następnie OX;, OY, i OZ' za nowe osi, natenczas 2, nie zmieni 
się, gdy tymczasem, jeżeli przez ya i £' oznaczymy nowe spółrzędne równole* 
głe do OY, i OZ', będzie 
Yı = Yc08 9 — z'sinó, 
z = ysinð + z'cos0. 
Biorąc nakoniec OX', OY' i OZ' za nowe osi, skutkiem czego społrzędna 
z! nie zmieni się, mićć będziemy, jako wyrażenia nowych spółrzędnych x' i y', 
równoległe do OX' i OY', 
æ, = v'cos $ — y'sintb, 
Yı =z'sin$ + y'cos tb. 
Rugując zaś z tychļ6-ufrównań liczby 2, Y4, Ya, otrzymamy wzory Kuler'a: 
a=a'(cosęcosq—sinęsinycos6) —y'(sintcosę+-cosysinycosł) +-z'sinysinb, 
(18) ty=sx'(singcost +-cosęsinycos6) —y'(sinysinę—cosgcosycos6)—z'cosysinf, 
z =u'sinysinb +-y'cosysinó -+|-z'cosb. 
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ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH PŁASZCZYZNY. 


58. Niech 
(a) uc + vy--wz+1=0 
będzie równaniem płaszczyzny względem pierwotnego układu osi, a 
(B) wa! + vy' Hw! ++ 1=0 


równaniem tójże płaszczyzny względem nowego układu osi. 

u. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Jeżeli osi nowego układu są ró- 
wnoległe do odpowiednich osi układu pierwotnego, i (a, b, c) są spółrzędnymi 
ich początku, wówczas przejdziemy od równania (a) do (8) zapomocą podsta- 
wienia 


(0 c=a+«, y=b+y, zż=c+z, 
a od równania ($) do równania (æ) zapomocą podstawienia 
(2) d=xz—a yz=y—b, z=z—«. 


Podstawiając (8) w (B), otrzymamy 
wz + vy + wz -++(1—wa—vb—w'e)=0, 

a przez porównanie tego równania z równaniem (x) mamy 

u v w 1 
a9) "i A A A 
Podstawiając zaś (y) w (a), a wypadek podstawienia, 

uz! ++ vy! + wz! + (au + bv ++ cw + 1)=0, 

porównywając z równaniem (8), mamy 

u o w p: 
(20) u ya TESTETTEKU 


Wzory (19) i (20) służą do przejścia od jednego do drugiego z układów spół- 
rzędnych płaszczyzny, mających osi do siebie równoległe. Zauważmy, że 
skutkiem takićj zmiany spółrzędnych płaszczyzny, stopień równania między 
tymi spółrzędnymi się nie zmienia. 

b. ZMIANA KIERUNKÓW Osi. Weźmiemy pod uwagę tylko dwa układy 
prostokątne. Aby przejść od równania (a) do równania ($), wykonamy 
przekształcenie (art. 54) 


=a +- dy! + Agt', 
(e) y =f" + Pay + Pat”, 
SZYC May! at) 


aby zaś przejść od równania (8) do równania (a), wykonamy przekształcenie 
(art. 55) 
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Y'= tat + Pay + Ta? 

2! =T + Bay + (af. 

Porównywając następnie wypadek ostatniego postępowania z równaniem (a), 
a wypadek poprzedniego z równaniem (6), otrzymamy: 


© =at + Ry + 1475 
(6) 


u=au + a + agi, 
(21) | v = B + Bao! + paw, 
W= NU + YW + w’, 
i nawzajem 
| w= au + Be + w, 
(22) | v = au + far + (aw, 
w = au + yo + gw. 


Stąd widoczna, że wzory służące do zmiany spółrzędnych płaszczyzny, są, 
w przypadku uważanym, takież same, jak wzory służące do przerobienia spół- 
rzędnych punktu. 


ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH LINII PROSTEJ. 


59. Widzieliśmy, że spółrzędne punktu i spółrzędne płaszczyzny ze 
zmianą osi w ten sposób się zmieniają, iż dawne spółrzędne są funkcyjami 
stopnia 1-go, czyli linijowymi spółrzędnych nowych, mającymi jako spółczyn- 
niki te liczby, które wyznaczają położenie nowych osi względem dawnych. 
Taksamo rzecz się ma ze spółrzędnymi linii prostćj, uważanćj czyto jako 
oś, czytóż jako promień. 

Zacznijmy od spółrzędnych prostćj, uważanćj jako promień, przez które 
rozumiemy sześć liczb 
(a) |--o ORC PązY — y", Pu =e", 


Pa =y'2! =y", pp zzz! eg, pia = a'y" ay, 


i przyjmijmy, że wskutek przejścia do nowego układu osi, te spółrzędne prze: 
chodzą na 
5 P„=X_—X', Pau=Y'=Y', PaæZi =z’, 
Pas —=y'Z' GE KZ, Ps = ZX" Te z'X', Pi = X'y" aż X'Y*' 

a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Jeżeli tylko początek osi został 
przeniesiony do punktu (a, b, c), wówczas, z uwagi, że w =X'+a,y = Y'+ b, 
=Z + d" =X" +ay' =VY' +b, "=Z" +c, mićć będziemy 
(23) Pu=Pu, Pa= Pm Pu "2x4; 
gdy tymczasem 

| Pas = Pas + bPoi — CP2w 
(24) y Pa = Pa — Pu + Piy 

Pia = Pra + aPa — bPiw 
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skąd nawzajem 
Pag = Pas — b Por + CP, 
(25) Pa, = Pą, + a Pog — cPy, 
P = Pp — a P>, + DP,,. 
Jeżeli weźmiemy pod uwagę spółrzędne niejednorodne linii prostćj m, 


n, r, s, t= ms — nr, i odpowiadające tymże nowe spółrzędne oznaczymy 
przez M, N, R, S, T, wówczas z równań ostatnich otrzymamy (art. 5 i 36) 


m= M, 
n= N, 
(26) r=R+b —aM, 


s =S+c —aN, 
t =T + cM —bN. 
b. ZMIANA KIERUNKÓW OSI. Załóżmy, że nowe osi mają ten sam po- 
czątek, lecz różne kierunki. Ograniczymy się do układów prostokątnych. 
Weźmiemy najprzód pod uwagę spółrzędne niejednorodne m, n, r, s, t 
linii prostćj. Jeżeli M, N, R, S, T są nowymi spółrzędnymi tój samćj linii 
prostćj, natenczas, w równaniach linii prostćj, odniesionych do pierwotnego 
układu, 
(0) y=mz--r, z=nz + s, 
za %, y, ë podstawiając 
(è) y=PX +PY + PZ, 


| c=aX +Y -|- CA 
z= nX +Y + TaZ, 


powinniśmy otrzymać równania téj samćj prostéj względem nowych osi, t. j. 
równania 


(e) Y=MX+R, Z=NX +48. 

I nawzajem, gdy w równaniach (e) na X, Y, Z podstawimy 
X= as + By + hz 

Y =a + Pay + a? 

Z = at + Pay + (ae, 


wypaść powinny równania pierwotne (y). Przekształcając równania (e) we- 
dług (£), mićć będziemy równania 


(aa — Ma) 2 + (Pa — MP,)Y + (ia — Mn) =R, 
(az — Na,)z + (B — NB)Y + (a — Ny) = S, 


z których, przez rugowanie raz z, drugi raz æ, otrzymamy 


(6) 


http://rcin.org.pl 


ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH. — 39, 358 


— [(12%)-+M(ra2,)-+ NC) +B) + (Par) M+ E)N] y = TSR 

[(%28,)-+(a28)M -+-(2,82)N] © — [(B7) + (830) M--(B17.)N]-=P,T—P,S+P,R, 
gdzie (aß) =% Ba — af, 1 t. d. Z porównania zaś ostatnich dwu równań 
z równaniami (y), przy uwzględnieniu związków (15) w art. 55-ym, wypa- 
dnie nam 


ma PrEBaAMTBN „_ fa PaMtyN 
" Gy HAAM-+raaN | 0y-+AM-|-a4N 
_hT— S+R E + BR 
(27) r= GF GNF GN” = Bp, Tracy | a nadto 
1HT— 48 taR, 
dy + 22M +-a4N 


Jeżeli zaś mamy spółrzędne jednorodne linii prostćj, natenczas, z uwa- 
gi, że 
Pia: Pas: Pat: Dog: Pari Dry Z1:m:n:t: —S:r, 
wzory ostatnie dadzą: 


Pia =U Pia + WPz4 + 09Pyy, Paa Za, Pag + Pa, + WP, 
Pas =P, Pii + PaPa: + PaPa, Paa =P,Pza + PaPas + PaPa, 
Psa =N Pia + Pas +YP Pia = NPs + MaPau + TsPa. 
Uwagi godną jest tu ta okoliczność, że w wyrażenia spółrzędnych dawnych 
Pins Pos Paa Wchodzą jedynie odpowiadające im nowe P3, Pas, Pay a w wy- 
rażenia spółrzędnych dawnych Pag, P31, Pia także tylko odpowiadające im no- 
we Pz, Py, Piz zh 

Podstawiwszy w tych wzorach zamiast spółrzędnych py proporcyjo- 
nalne do nich zy, mićć będziemy wzory, służące do zmiany spółrzędnych linii 
prostćj, uważanój jako oś. 


(28) 


ĆWICZENIA. 


(59). Jeżeli (h, my, nı), (la, mą, na), (ls, mą, n3) są dostawami kierunkowymi 
AT b 
układu trzech osi prostokątnych (względem prostokątnych)i jeżeli 7 -F = -L 2 =0, 
i 1 1 

= i -+ £0, okazać, że natenczas także KA Z +Ż=0i a:b:c= 
ly mą ną lą m3 ną 
= hal : my mamą : ninong. 

(60). Spółrzędne punktu są (1, 2, 3); znalóść spółrzędne tego punktu wzglę- 
dem nowych osi, których równania są r=y =z 2r=—y= 2z; r=——z, y=0. 

(61). Przerobić równanie z? + y? +- z? +|- yz + zz + zy =a? na inne, od- 
niesione do nowych osi, wymienionych w ćwiczeniu (60). 
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(62). Okazać, że jeżeli każda z trzech prostych, do siebie wzajemnie prosto- 
padłych, jest prostopadłą do dwu spośród innych trzech prostych, to i te ostatnie 
trzy proste są do siebie wzajemnie prostopadłe. 

(63). Okazać, że proste, dwusieczne kątów między dwiema prostymi, okrćślo- 
nymi przez równania: lz 4 my + nz =0 i aa? +- bzy + cy? ==0, leżą na dwu 
płaszczyznach 

z [alm— b(n? + B)] + zy[a(m? + n?) — e(n? + P)] — y2[cim —b(m? + n*)] = 0. 

(64). Okazać, że przez zmianę kierunków osi prostokątnych równanie 


a+y+zystzszać można przekształcić na a+jy—qo=o, 
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ROZDZIAŁ VI. 


WYPROWADZENIE RÓWNAŃ KILKU POWIERZCHNI Z ICH 
OKREŚLENIA. 


60. Kura.— Z kolei rzeczy wypada nam zająć się rozbiorem równa- 
' nia stopnia 2-go między spółrzędnymi punktu, w celu wykrycia wszelkich po- 
wierzchni rzędu 2-go. Wszakże, nim przystąpimy do tego zadania, pokaże- 
my uprzednio, jak z okróślenia powierzchni można wyprowadzić jéj równanie. 
Przy téj sposobności zaznajomimy się z niektórymi powierzchniami rzędu 
2-go, co znacznie nam ułatwi późnićj przeprowadzenie badań ogólnych. 

Najprostszą powierzchnią krzywą jest powierzchnia kuli, którą 
się tak okróśla: powierzchnia kuli jest miejscem gieometrycznym punktu, który 
w przestrzeni porusza się w ten sposób, że jego odległość od punktu stałego pozostaje 
wciąż taż sama. Ta odległość niezmienna zowie się promieniem, a ów 
punkt stały zowie się środkiem kuli. 

Niech będą (a, b, c) spółrzędnymi środka, (z, y, z) spółrzędnymi punktu 
bieżącego, a r długością promienia. W układzie zatym prostokątnym mamy 
(1) (0— a)? + (y — b)? + (—03%—=r2, 

i to jest równaniem kuli. Jest ono stopnia 2-go względem spółrzędnych pun- 
ktu; a zatym kula jest powierzchnią rzędu 2-go. 

Porównywając równanie (1) z równaniem ogólnym stopnia 2-go 
(2) a,03+0py?-+ az52? + Zazzy2-- 203, 20 Zayz0y 2040-2074 2094 044-—0, 
widzimy, że równanie ogólne będzie przedstawiało kulę (w układzie prosto- 
kątnym), gdy 


(3) yy = dz = dg, lg = day = h =0. 
Jeżeli te warunki są dopełnione, a więc jeżeli mamy dane równanie kształtu 
(4) 02 +y? + 2? + 2Aa + 2By +- 2Cz + D=0, 


to można łatwo znalóść spółrzędne środka i promień kuli, przedstawionćj 
przez to równanie. „Jakoż, pisząc je w postaci 


(0-+ AJ? + (y + B)? +- (z +- 0) =A2+- B +-02— D 
i porównywając z równaniem (1), mamy 
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(5) a=— À, b=— B, c=— C i r=. A? + B+ 02 —D. 


61. SrożEk. Powierzchnia, którą tworzy prosta, poruszająca się w prze- 
strzeni w ten sposób, że wciąż przechodzi przez punkt stały i wciąż przecina liniją 
stałą, zowie się powierzchnią stożkową, albo stożkiem. Punkt stały zo- 
wie się wićrzchołkiem téj powićrzchni, a linija stała zowie się kiero- 
wnicą stożka. 

Niech (7, m, n) będą dostawami kierunkowymi prostćj tworzącćj, (a, b, e) 
zaś niech będą spółrzędnymi wićrzchołka. Równania zatym tworzącój są 


ca _y—b_ z—c 


a) Ta a 6 
Niech nadto 
(2) E y, 2)=0, Pfa,y, z) =0 


będą równaniami kierownicy. 
Ponieważ prosta (1) wciąż przecina liniją (2), jakiekolwiek miałyby warə 
tości dostawy kierunkowe 7, m, n, więc mamy 


Fir, b + 7 (0— a), c+ +(0—a)]=0 i Pla, d+ 7 (0— 0), +7(0-0)]=0. 


Rugując spółrzędną «© z tych dwu równań, otrzymamy związek między sto- 
sunkami i + dostaw kierunkowych, który można pisać w postaci 


l 
Hp 3)=0. 


Hemu równaniu uczynią zadość dostawy kierunkowe 2, m, n, jeżeli prosta (1) 
ma wciąż przecinać liniją (2). Atoli z, y, z są spółrzędnymi jakiegokolwiek 
punktu na prostój (1); zawsze więc, wskutek (1), 


Wąż W=0 W. S=0, 

poz Pa 
A zatym wogóle, jeżeli (x, y, z) są spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na 
prostój, łączącćój dany punkt (a,b,c) z jakimkolwiek punktem linii (2), to 
mamy 


SW B— 
(3) w(— —)=0, 


i to jest równanie powierzchni stożkowćj, 

Kształt funkcyi W zależy od natury kierownicy, t. j. od kształtu fun- 
kcyj Fi $ w równaniach (2). W każdym jednak razie, z samego kształtu 
równania (3) wypada, że równania wszelkich powierzchni stożkowych (t. j. ja- 
kakolwiek byłaby kierownica) są równaniami jednorodnymi względem 1 — a, 
y—bi z—c. 

Jeżeli wiórzchołek przyjmiemy za początek spółrzędnych, t. j. 
a=b=c—=0, wówczas równanie powierzchni stożkowćj (3) przywiedzie się do 
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(4) w (2 =)=0 


i będzie jednorodnym względem z, y, z. 
62. Równanie więc najogólniejsze powierzchni stożkowój rzędu 2-go jest 
(5) A(x — a)? +A'(y—b) +A" (2 — c)34-2B(y—b) (z —0)--2B'(z— c) (z — a)+- 
+ 2B' (c — a) (y —b)=0, 
Porównywając te równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 


(6) a,,23+-0y?-0332?-|- 2ag3Y2-| 203, 20ł-20yg0y |- 20440 Z094y H 20342] 044—0, 
w którym, jak poprzednio, przyjmujemy ax=ay, Otrzymać powinniśmy wa- 
runek, pod jakim równanie (6) przedstawia powierzchnię stożkową. Z tego 
porównania wypada: 
(a) a =À, Gz =A', =A", 0, =B, a, =B', aa =B", 
(B) 0,4 ==—(Aa+B'b+B'c), 04 =— (B'a+-A'b4-Be), az, =— (B'a+-Bb+-A''g), 
M) ay = Aa? + A'b? + A" + 2Bbe + 2B'ca + 2B"ab. 
Wskutek (a), związki (8) przechodzą na 
aa + aab + tiat + yy = 0, 
(7) day Q + azb + da3 + az = 0, 
Gzy + aab + dagt + 034 = 0, 

wskutek zaś (æ) i (8), przechodzi (y) na 
(8) Ast + yab + 43€ + 044 = 0. 
Rugując a, b,c z cztérech równań (7) i (8), otrzymamy równanie warunko- 
we, jakiemu spółczynniki a. muszą uczynić zadość, jeżeli równanie (6) ma 
przedstawiać powierzchnię stożkową rzędu 2-go. Wypadkiem rugowania 
jest 
(9) A=| ay ; di2, Gia ; tg | =0. 

day 3 dą2 » dag ; M4 

Agą » d3ą » 33 3 34 

| dar ; 042 > T4g y Mg 
Jeżeli ten warunek jest dopełniony, to znajdziemy spółrzędne wićrzchołka, 
rozwiązując równania (7). Oznaczając przez Aq, Az, Asn Aq ilości dołą- 
czone do elementów aj = üs; dzą EQqz, yy 043 I 24, WYZNACZNIKA A, bę- 
dziemy mieli 

a b c 1 
10 ZE. i io w EA 
AE A Au ida By ŚW 
Wartości spółrzędnych (a, b, c) wićrzchołka stożka są skończone, gdy 
Au ZO: 
Przypadek A„=0 będzie rozebrany w ustępie następującym. 
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63. WALEC. Powierzchnia, którą tworzy prosta poruszająca się w prze- 
strzeni w ten sposób, że wciąż pozostaje równoległą do danego kierunku i przecina 
stałą kierownicę, zowie się powierzchnią walcową, albo walcem. 

Niech (l, m, n) będą dostawami kierunkowymi tworzącćj, a (0,b, e) 
niech oznaczają spółrzędne punktu, w którym ta prosta spotyka płaszczyznę 
YZ. Wtedy równania 


ać <a 

o o doc 

przedstawiają tworzącą. Rugując z tych dwu równań i równań kierownicy 
(2) F(xz,y,2)=0 P(a,y, z) =0 

spółrzędne x, y, z, otrzymamy równanie 


YA, c) =0. 
Temu równaniu uczynić muszą zadość spółrzędne (0, b, c) punktu, w którym pro- 
sta (1) spotyka płaszczyznę YZ, jeżeli ta prosta ma przecinać kierownicę (2). 
Atoli v, y, z są spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na jakićjkolwiek 
tworzącćj; zawsze więc, wskutek (1), 


ly—ma — ls— na 


0== 7 E 7 
Wstawiwszy te wartości w poprzednie równanie, otrzymamy równanie 
1 = 
(3) = no. lz 5 =, 


będące równaniem walca, którego tworząca ma wciąż kierunek (7, m, n). 
Kształt funkcyi W w tym równaniu zależy od kształtów funkcyj F i ® 
w równaniach kierownicy (2), czyli od natury tćjże kierownicy. 

Jeżeli tworząca jest równoległa do jednćj z osi spółrzędnych, np. do osi 

c-ów, wówczas mamy /=1, m=n= 0. Wskutek tego, równanie (3) przy- 
wiedzie się do 
(4) Fy, 2) =0. 
To równanie przedstawia na płaszczyźnie YZ pewną krzywą, która się zowie 
śladem walca na tój płaszczyźnie. I jeżeli to równanie jest stopnia 2-go, 
przedstawiającym elipsę, hiperbolę, lub parabolę, to walec zowie się odpowie- 
dnio: eliptycznym, hiperbolicznym, lub parabolicznym. 

Taksamo można okazać, że równania W(fz, z) =0 i W(fz, y)=0 przed- 
stawiają walce, których tworzące są równoległe odpowiednio do osi y-ów 
i do osi z-ów. 

64. Najogólniejsze równanie walca jest: 


(5) Afly — ma)? + B(lz — ne)? + 20(l1y — mz) (lz — na) + Dl (ly — ma) + 
+ 2E/(1z— nx) + FE=0, 


Porównanie tego równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 
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(6) a,,%3- any? agg? + Zaz972+-205420--20yg0y + 20,40 2024 +- 203 ,2--044 = O 

(ax = an) dać nam powinno warunki, pod jakimi toż równanie (6) przedsta- 

wia powierzchnią walcową rzędu 2-go. Z tego porównania wypada 

(a) daa = AJ2, 05 = BP, 074 = 0P, au =D., 0,, =E., Gu = Fo, 

(B) a, = Am? + Bn? + 20mn, aya = — (Cn/ + Alm), aya =— (Bnl + Clm), 
a= — (En? -H Dlm). 


Wskutek («), związki (B) przechodzą na 
ayl? = zam? + zh? + Z0a5MN, 
aial + tam + an=, Mal + agm + agn "0, Mal + Azym + agn = O. 
Podstawiwszy w piérwsze z tych cztórech równań wartości na m i gn, 
wynikające z równań drugiego i trzeciego, otrzymamy 
al = — (aqplm + ayzln), czyli al + aym + apn=0. Mamy zatym: 
aiil + 0490 + agn =O, 
(7) azil + agam + ayn = 0, 
Qy,l + azam + aan =O, 
ayl + lym + ayn = 0, 
Rugując zaś /, m, n z którychkolwiek trzech z równań (7), otrzymujemy 
cztóry warunki: 
(8) Au 20, An =0, Ax =0, Au =0, 


gdzie Ay, A, As, A4, są ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika 
(9) w art. 62-m, mianowicie do elementów aqq "ay, üz "Ay, lyg =Q4z, lyr 
Łatwo spostrzóc, że z dwu równań (8) wynikają dwa pozostałe. 
Te cztćry warunki można krócćj tak pisać: 
lay; lsz y Mis , Oig =0. 
Az; » O22 ; dag ; daą 
dzy » dza ; 33 ; A34 
Jeżeli warunki (8) są dopełnione, to dwa którekolwiek z równań (7), 
np. dwa piérwsze, w połączeniu z równaniem l? +- m? -+ n?=1, dadzą 
(9 l | NOS 23 n ay 
aiza — Aqgdzą | Aygdyj — Anly Glaz — ha? | 
| 1ean WOAĆ IE 2 O "W ROEE 1 PÓR WÓS 1 : 
{ (di 223 — 045022)? + (ygd — 44023)? + (ar12 — t12) 7 


Są to wartości dostaw kierunkowych tworzącéj. 
Ponieważ, wskutek (8), 


A =A + dzy dą F aga F pAg =0, 
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przeto, jeżeli równanie (6) przedstawia powierzchnią walcową, wówczas wy- 
znacznik A jest równy 0 i jego wyznaczniki częściowe A4, Ay, Azy Åy są 
także równe 0. 

65. POWIERZCHNIA OBROTOWA. Powierzchnia, którą tworzy dana linija 
obracająca się około stałćj prostćj (osi obrotu) tak, iż wciąż jest od nićj w téj sa~ 
méj odległości, zowie się powierzchnią obrotową. Niech 


(1) F(x,y,2)=0, x, y, ż)=0 
będą równaniami tworzącćj, a 

c—a y—b z—c 
(2) "R "R 
niech będą równaniami osi obrotu. W równaniach (2) Z, m, n oznaczają do- 
stawy kierunkowe osi obrotu, (a, b, c) zaś są spółrzędnymi punktu, dowolnie 
obranego na tójże osi. 

Ze sposobu tworzenia się powierzchni obrotowćj wypada, że każdy 
punkt tworzącćj opisuje koło, czyli t. z. równoleżnik, którego środek leży 
na osi obrotu, a płaszczyzna jest do téj osi prostopadłą, t.j. że każda pła- 
szczyzna, prostopadła do osi, przecina powierzchnią obrotową według koła, 
gdy tymczasem płaszczyzny, przechodzące przez oś obrotu, przecinają tę po- 
wierzchnią według krzywych przystających, czyli t. z. południków. 

Niech z, y, s będą spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na jakimko|l- 
wiek równoleżniku, a r odległością tego punktu od punktu (a, b, c), dowolnie 
obranego na osi obrotu; natenczas mióć tu będziemy 


(3) (0— a)? + (y—0) + (1—0) =r, 
t. j. równanie kuli, którćj środek leży w (a, b, c), a powierzchnia przechodzi 


przez (z, y, 2). Przecięcie kuli płaszczyzną jest kołem. Weźmy zatym pod 
uwagę płaszczyznę do osi obrotu prostopadłą. Równanie téj płaszczyzny jest 
(4) la + my + nz =p, 
gdzie p oznacza odległość prostopadłą płaszczyzny od początku spółrzędnych, 
a l, m, n mają takież samo znaczenie, jak w (2). Jeżeli płaszczyzna (4) prze- 
chodzi przez punkt (2, y, z), natenczas dwa równania (3) i (4) przedstawiają 
jedno z kół równoleżnikowych powierzchni obrotowćj. 

Przez rugowanie spółrzędnych z, y, ż z cztórech równań (1), (3) i (4) 
otrzymujemy związek 


Vf, p)=0, 
któremu stanie się zadość, jeżeli koło, przedstawione przez równania (3) i (4), 
ma przecinać tworzącą (1). A gdy w tym związku za r? i p wstawimy warto- 
ści (3) i (4), to mićć będziemy równanie 
(5) Fe — a)? + (y—b)? + (5—0)2, lx ++ my ++ na] =0 
między spółrzędnymi æ, y, # jakiegokolwiek punktu na jakimkolwiek równo- 
leżniku powierzchni, utworzonćj przez obrót linii (1) około osi (2). Równa- 
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nie (5) jest więc równaniem téj powierzchni obrotowćj. Kształt funkcyi W 
zależy od kształtu funkcyi F i © w równaniach (1), czyli od natury linii 
tworzącćj, 

W szczególności, jeżeli oś obrotu weźmiemy za jednę z osi spółrzędnych, 
np. za oś z-ów, wskutek czego ¿= 1, m=n= 0, i jeżeli przyjmiemy 
a zb=c=0, równanie (5) przywiedzie się do 

Fæ +y + 2, 2) =0, 
zamiast którego pisać można 
(6) y + e= gpa). 
Taksamo można okazać, że równania 2? +a?=yfy) i a? Hy? =4(2) przed- 
stawiają powierzchnie, utworzone przez obrót pewnćj linii odpowiednio około 
osi y-ów i osi z-ów. 

66. Równanie najogólniejsze powierzchni obrotowćj rzędu 2-go jest 
(Ty (r—a)?+(y —b)?+-(2— c)2+-A(la-Hmy + nz)? + 2B(lx-my--nz)-- 0=0. 
Porównanie tego równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 
(8) a2? +H any? + 08+ Żazgyz | 203420-|-20,z0y 420,40 20249 20942044 = 0 


powinno nam dać warunki, pod jakimi to równanie (8) przedstawia powierz- 
chnią obrotową rzędu 2-go. Z tego porównania wypada 


1 + AB = ktn ( Amn =k dz, B} —4 = kly 
(a)) 1+ Am=kan, (B) Anl =ka,, (0) Bm—=b=ka,, 
1 + An? = käy, Alm = kän, Brn — t =k ly 


(è) C+ a2--63 He kay, a nadto mamy (e) 22+-m3-+-n?=1, 


gdzie k oznacza czynnik stały. 
Mnożąc przez siebie którekolwiek dwa równania ($) i dzieląc iloczyn 
przez trzecie, otrzymujemy 


AB=p Ma, Ama = 42ta, Anapa, 


a3 31 tiz 
co porównywając z równaniami (2), mamy 
Gzy Gia __ 442 dą3 dązd34 ( z) 
9 tii — —— = lz — =; —— (| =— >=). 
( ) 11 dag 22 dzy 33 dyą k 


Równania (9) są tymi dwoma równaniami warunkowymi, którym winno stać 
się zadość, jeżeli równanie (8) ma przedstawiać powierzchnią obrotewą rzę- 
du 2-go. 

Jeżeli te warunki są dopełnione, wówczas, ponieważ liczbę k wyznaczają 
związki (9), równania (a), przy uwzględnieniu związku (=), dają 

A=kf(ay, + 422 + 033) —8, 

a nadto dwa którekolwiek z równań (a), w połączeniu z (e), dadzą wartości 
na dostawy kierunkowe /, m, n osi obrotu. 
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Równania zaś (y) dają dwa związki 


ka, + a _ käy b _ kaate 
Eo A e i 

zapomocą których przez dowolnie wziętą wartość na jednę z trzech spółrzę- 

dnych (a, b, c) punktu na osi obrotu dwie inne mogą być wyrażone. Mając 

więc kierunek osi obrotu i jeden punkt na nićj leżący, mamy tymsamym po- 

łożenie osi. A wyznaczywszy a, b, c, otrzymamy wartość na B z któregokol- 

wiek równania (y), poczym wartość na © wypadnie z równania (2). 

To postępowanie jednak zawodzi, gdy ag, a,, lub © jest równe 0. 
Załóżmy, że aą=0. Z pićrwszego równania (f) wypada wtedy mn=0, 
a zatym m=0, albo n=0, a przeto, wskutek dwu ostatnich równań (p), 
i aqq =0, albo az, =0. Dajmy, że n=0, a zatym i az, =0; mamy wtedy 


Alm=ko, kaş =l i 
(1 w kas) (1 — kaa) = A22m2 = k?a,ą2, 
skąd wynika 
(10) (a33 — tr) (Az3 — 099) = 0427. 
To równanie i az, =0 będą dwoma warunkami tego, aby równanie (8), 
w którym dą =0, przedstawiało powierzchnią obrotową rzędu 2-go. Zin- 
nymi przypadkami wyjątkowymi należy taksamo postąpić. 
To postępowanie zawodzi jeszcze, jeżeli 


dzą dą __ 
a23 8 Agi i tiz 
albowićm wówczas k jest nieskończenie wielkie. Tym przypadkiem zajmie- 
my się późnićj. 

67. POWIERZCHNIE PROSTOLINIJOWE. Powierzchnia, utworzona przez li- 
niją prostą, poruszającą się w przestrzeni według pewnego. stałego prawa, nazywa 
się wogólności powierzchnią prostolinijową. Ponieważ położenie prostćj zależy 
od wartości cztćrech jéj spółrzędnych (art. 35), przeto cztóry warunki wyzna- 
czają w zupełności jéj położenie. A zatym, jeżeli mamy tylko trzy warunki, 
wówczas położenie prostćj nie jest jeszcze dokładnie wyznaczone, lecz jedynie 
w ten sposób okróślone, że prosta winna stale leżćć na pewnćj powierzchni, 
którćj równanie możemy otrzymać w sposób następujący. 

Niech 


KET 


y=mr +r, z=nz4 s 


będą równaniami prostćj. Trzy dane warunki prowadzą do trzech związków 
między cztórema spółrzędnymi m, n,r,s. Rugowanie tych spółrzędnych 
z tych trzech związków i dwu równań prostćj daje jedno równanie między 
spółrzędnymi (x, y, z) punktu bieżącego na tworzącćj w jakimkolwiek jéj 
położeniu, które jest równaniem miejsca żądanego. Jeżeli każde dwa po so- 
bie następujące położenia prostćj tworzącćj leżą na jednćj płaszczyźnie, to 
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powierzchnia prostolinijowa zowie się wtedy rozwijalną, a to dlatego, 
że można ją wtedy (bez rozdarcia) rozwinąć na płaszczyźnie. Jakoż, jeżeli 
D,, Dz, D;, Da... (fig. 78) są po sobie następującymi położeniami prostćj 
tworzącćj i jeżeli prosta D, z prostą D, przecina się w Oy, prosta D, z Dy 
w Oy, D; z D; w O5,..., wówczas, w obrocie płaszczyzny kąta D,O,Dą około 
O,D;, aż się ona stanie przedłużeniem płaszczyzny kąta D20,D,, następnie pła- 
szczyzny kąta Da04D, około OD, aż się znowu oną stanie przedłużeniem pła- 
szczyzny kąta D;0,D4,..., 
powierzchnia prostolinijowa 
będzie rozwinięta na pła- 
szczyźnie. Szereg punktów 
Oi; Oz, O3,..., w których 
się przecinają każde dwa po | Dz 
sobie następujące położenia 
prostćj tworzącój, w swym 
ciągu nieprzerwanym utwo- 
rzy liniją, która się zowie 
krawędzią zwrotu po- 
wierzchni rozwijalnćj. 

Powierzchnia stożko- 
wa i powierzchnia walcowa 
są najprostszymi przykłada- 
mi powierzchni prostolini- 
jowych i rozwijalnych. Kra- 
wędzią zwrotu pićrwszćj jest 
jéj wiórzchołek, a drugićj fi 
jest punkt w nieskończono- da * 
ści, przez który przechodzą DĄ D; 
wszystkie położenia tworzą- 
céj walca. Fig. 78. 

Jeżeli żadne dwa sąsie- 
dnie położenia prostćj tworzącćj nie leżą na tój samćj płaszczyznie, to po- 
wierzchnia prostolinijowa zowie się wtedy powierzchnią skośną, albo 
wichrowatą. Liniją, utworzoną przez odległości najkrótsze między każ- 
dymi dwoma sąsiednimi położeniami prostój tworzącój, nazywamy krzywą 
zwężenia, albo krzywą ścićśnienia powierzchni skośnój. Damy 
kilka przykładów powierzchni skośnych. 

68. Znalóść równanie powierzchni utworzonćj przez prostą, która się ślizga 
wzdłuż trzech prostych danych, nierównoległych do jednój i tój saméj płaszczyzny. 

Aby to zadanie rozwiązać w sposób najprostszy i zarazem symetryczny 
względem prostych danych, przesuńmy przez każdą z tych trzech danych pro- 
stych płaszczyzny równoległe do każdćj z dwu pozostałych; otrzymamy wtedy 
równoległościan, w którym trzy dane proste są trzema krawędziami. Środek 
tego równoległościanu weźmy za początek spółrzędnych, a proste, równoległe 
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do danych, przez ten punkt przechodzące, weźmy za osi spółrzędnych. Jeżeli 
o=zdha, gb, szko 


są równaniami trzech par ścian przeciwległych równoległościanu, wówczas trzy 
dane proste D,, Da, D; (fig. 79) można przedstawić odpowiednio przez równania 


y=, s=—6G = t=— 0; ZA, yY=—b. 


Prostą, która przecina dwie proste D, i D;, można uważać jako przecięcie 
się dwu płaszczyzn, z których pićrwsza przechodzi przez Dy, a druga przez 
D;. Równania zaś tych pła- 
szczyzn są 


(a) z—c=4Nt+a) i 
y+b=ufz—a), 


gdzie à i w są dwiema nieo- 
znaczonymi liczbami stały- 
mi. Te dwa zatym równa- 
nia, uważane pospołu, przed- 
stawiają prostą, przecinają- 
cą dwie dane proste D; i D}. 
Aby ta prosta przecinała 
także trzecią daną prostą 
D,, winno być także (art. 34) 


Fig. 79. (8) aku + bA + cu "0. 


Rugowanie A i w z trzech 
równań (a) i ($) daje nam równanie żądanćj powierzchni 


(1) ayz + baz + czy + abc =0. 


Ta powierzchnia jest więc powierzchnią rzędu 2-go; późnićj się okaże, że jest 
to t. z. hiperbolojda jednopowłokowa. 

69. Znalóść równanie powierzchni, którą tworzy prosta, ślizgająca się po 
trzech danych prostych, równoległych do téj samćj płaszczyzny. 

Weźmy jednę prostą za oś z-ów i przesuńmy płaszczyznę ZX równole- 
gle do dwu pozostałych prostych D, i D,. Wtedy równania tych dwu pro- 
stych będą 


D, D; 


y=r, s=ni; y=r, s=nx. 
Równania zatym prostćj, przecinającój te dwie proste, można tak przedstawić: 
(a) ż—niv=Ny—r), ż—nui=u(y—r); 


piórwsze z tych równań przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez D., 
a drugie płaszczyznę, przechodzącą przez Dą. Ponieważ prosta (a) ma prze- 
cinać oś z-ów, przeto dla w=y=0 równania (æ) powinny dać tę samę war- 
tość na z, a to nastąpi, gdy 
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(B) r= pr. 
Rugowanie zaś à iœ z równań (a) i (8) prowadzi do równania 
(2) r(z — nz) (y — r) — r(e— ne) (y —1)=0, 


które jest równaniem żądanćj powierzchni. Ta powierzchnia jest rzędu 
2-go; późnićj się okaże, że jest to t.z. parabolojda hiperboliczna. 

70. Znaléść równanie powierzchni, utworzonćj przez prostą, która, ślizgając 
się po dwu prostych danych, pozostaje wciąż równoległą do danćj płaszczyzny. 

Weźmy odległość najkrótszą między dwiema danymi prostymi D, i D% 
za OŚ z-ów, a środek téj odległości za początek spółrzędnych prostokątnych; 
poprowadźmy nadto płaszczyznę ZX tak, aby dzieliła kąt między dwiema 
danymi prostymi na dwie części równe. Wtedy równania dwu danych pro- 
stych będą (ćwiczenie 35) 


EME, =; Y= — MT, z= — 8. 
Równania zaś prostéj, która przecina obie te proste, są 
(a) y — mr =À (z —s) y+me=u(z +8); 
albowićm piórwsze równanie przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez 
piórwszą, a drugie płaszczyznę przechodzącą przez drugą daną prostą. Jeżeli 
prosta (a) ma być wciąż równoległą do płaszczyzny danćj, którćj równa- 
nie jest 
Ac + By + Cz= 0, 
wówczas (att. 32) 
(6) AK— p) — mBQ +p) + 2m0=0. 
Rugowanie A i p z trzech równań (a) i ($) przywodzi do równania sto- 
pnia 2-go 
A (msza — sy) + B(yz — msz) + mO(22—s3)—0, 

które jest równaniem żądanćj powierzchni; późnićj zobaczymy, że ta powierz: 
chnia jest także parabolojdą hiperboliczną. 

71. Ogólniejszym od poprzedzającego jest zadanie następujące: 

Znalćść równanie powierzchmni., utworzonćj przez prostą, która, ślizgając się pó 


danćj prostéj i po danéj krzywćój, wciąż pozostaje równoległą do danćj płaszczyzny: 
Niech 


o AE 
będą równaniami danéj prostćj, 

(2) F, y, z) =0, P(z,y,2)=0 
równaniami danéj linii krzywéj, a 

(3) læ + m'y + n'z= p 
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równaniem normalnym danćj płaszczyzny. Spółrzędne jakiegokolwiek punktu 
na prostój kierującćj (1) można wyrazić przez a + lr, b + mr, c +-nr; dla- 
tegotćż równania 

—a—lr_ y—b—mr_z—ce—nr 
(A RE T IP 
będą przedstawiały prostą, która przecina prostą (1). Ta prosta (4) jest do 
płaszczyzny (3) równoległą wrazie, jeżeli 


(5) UA + my, + n'v=0. 
Równania (4) i (5) można zastąpić przez dwa inne. Jakoż znajdziemy, że 
każdy z trzech stosunków (4) jest równy [wskutek (5)] stosunkowi 


V(x — a) + m (y — b) + n' (z — c) — (UV + mm! + nn')r 
FWP RO WE a A e Y ? 


skąd wypada 
(6) Vx — a) + m (y —b) + u (z—0)=(U + mm! + nn)r, 
jak również stosunkom 


n(a — a) —1(2—c) _ n(y —b) — m(z — e) 
nA — lv po ny — mh 


skąd znowu wynika, iż 


7 n(x —a) —I(g—c) _ nv 
(7) ny b) --m(e—) np — mh 


Równania (6) i (7) są równoważne równaniom (4) i (5); przedstawiają zatym 
prostą, która, przecinając prostą (1), jest równoległą do płaszczyzny (3). Ru- 
gowanie v, y, z z cztórech równań (2), (6) i (7) doprowadza do związku 
nh — lv 1 I I )= 
= mi” (U + mm! + nn')r |=0, 

któremu stać się musi zadość, jeżeli prosta (6), (7) ma przecinać także krzy- 
wą kierownicę (2). 

W skutek (6) i (7), ten związek przechodzi na 

n(a —a)—l(s— c) , |= 

(8) y peine 75) wócżo)” V(x — a) + m (y —b) + n' (z— c) | =0, 
przedstawiający równanie żądanćj powierzchni, która się zowie powierz- 
chnią klinowatą, albo ostrokręgowatą. Kształt funkcyi W w tym 
równaniu zależy od kształtu funkcyi F i Ď w równaniach (2), czyli od na- 
tury danćj krzywćj kierownicy. Jeżeli przyjmiemy, że równania (2) są sto- 
pnia 1-go, wówczas równanie (8) będzie stopnia 2-go i będzie przedstawiało 
parabolojdę hiperboliczną. 

Jeżeli daną płaszczyznę przyjmiemy za płaszczyznę XY, a punkt, 
w którym tę płaszczyznę spotyka dana prosta, za początek spółrzędnych, to 
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będziemy mieli V =m =n'=0, a=b=c—=0, a wtedy równanie (8) przej- 
dzie na 


(9) 


A jeżeli nadto dana prosta razem się schodzi z osią z-ów, to I=m—=0, n=1, 
wskutek czego równanie (9) sprowadza się do 


(10) UE :)=o, lub s=4(3), lubtóż c=yę(2). 


(E- lz 


——; 8)J=0. 
ny— mg 


ĆWICZENIA. 


(65). Znalóść równanie biegunowe kuli, przyjąwszy za biegun jakikolwiek 
inny punkt, niż jéj środek, Okazać, że jeżeli z punktu stałego O wyprowadzimy 
jakąkolwiek cięciwę OPQ, przecinającą kulę w P iQ, to iloczyn OP .OQ jest nie- 
zmiennytn, 

(66). Z jakiegokolwiek punktu O wyprowadzamy prostą, która daną kulę 
przecina w P; na OP bierzemy punkt Q tak, aby iloczyn OP,OQ był równy liczbie 
stałćj k2: znalóść miejsce punktu Q. 

(67). AiB są dwoma punktami stałymi, a punkt P tak się posuwa, że sto- 
sunek PA do PB jest stałym. Znalóść miejsce punktu P. 

(68). Okazać, że wszystkie punkty przecięcia się dwu kul leżą na kole, któ: 
rego płaszczyzna jest prostopadła do prostćj, łączącćj środki obu kul. 

(69). Okazać, że płaszczyzny trzech kół, według których trzy kule przecinają 
się po dwie, przecinają się z sobą według jednćj prostćj, prostopadłćj do płaszczyzny, 
na któréj leżą środki tych kul. 

(70). Okazać, że sześć płaszczyzn, według których cztóry kule przecinają się 
po dwie, mają jeden punkt spólny, 

(71). Znalóść równanie stożka, mającego wićrzchołek w początku spółrzę- 
dnych prostokątnych, którego kierownicą jest elipsa prostopadła do osi z-ów, mająca 
środek na osi z-ów, lub parabola prostopadła do osi z-ów, mająca oś równoległą do 
osi z-ów, a wićrzchołek na osi z-ów. 

(72). Znalóść równanie stożka, którego wićrzchołek znajduje się na powie- 
rzchni danćj kuli, a kierownica jest kołem małym tójże kuli. Znalóść także krzywą, 
według którćj ten stożek przecina płaszczyzna, przechodząca przez środek kuli i pro- 
stopadła do średnicy, przechodzącćj przez wićrzchołek. 

(73). Znaléść równanie powierzchni, utworzonćj przez obrót koła około pro- 
stój, leżącćj na jego płaszczyźnie. 

(74). Znalóść równanie powierzchni, utworzonćj przez obrót prostój około 
drugićj prostćj, któréj tamta nie przecina, 
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(75). Prosta stała AB przecina stałą płaszczyznę w A. Linija prosta AP po- 
rusza się tak, że stosunek wstawy kąta, który ona czyni z AB, do wstawy kąta, który 
ona tworzy z płaszczyzną stałą, jest stały. Znalóść równanie powierzchni utworzo- 
nój przez AP. 

(76). Znaléść równanie powierzchni klinowatćj, którćj tworząca przecina oś 
z-ów, jest równoległą do płaszczyzny XY i ślizga się po elipsie prostopadłćj do osi 
z-ów, mającćj środek na osi z-ów i osi równoległe do osi y-ów i z-Ów. 

(77). Znaléść równanie powierzchni, utworzonćj przez prostą, która się ślizga 


po trzech prostych, których spółrzędne są 3%; Po i ra 


(78). Okazać, że miejsce punktu, którego odległość od stałćj płaszczyzny 
jest zawsze równa jego odległości od stałćj prostćj, jest stożkiem. 

(79).  Znalóść równanie miejsca prostój, która wciąż przecina dwie dane pro- 
ste i jest prostopadłą do jednéj z nich. Wytłomaczyć wypadek, gdy dwie dane pro- 
ste są do siebie prostopadłe, 

(80). Znalćść miejsce punktu, przez który można poprowadzić trzy proste, 
do siebie wzajemnie prostopadłe, i takie, aby przecinały liniją krzywą, wyznaczoną 
przez równania z=0 i az? + by = 1. 
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ROZDZIAŁ VII. 


O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH POWIERZCHNI KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 


RÓWNANIE POWIERZCHNI STOPNIA 2-G0 WE SPÓŁRZĘDNYCH PUNKTU, 


72. Powierzchnie, przedstawione przez równanie stopnia 2-go we spół- 
rzędnych punktu, nazwaliśmy powierzchniami rzędu 2-go, a powie- 
rzchnie, przedstawione przez równanie stopnia 2-go we spółrzędnych pła- 
szczyzny, powierzchniami klasy 2-ćj. Tak jedne jak drugie powierz- 
chnie będziemy nazywali powierzchniami stopnia 2-go; okaże się bo- 
wićm poniżćj, że powierzchnia rzędu 2-go, wyjąwszy przypadki szczególne, 
jest zarazem powierzchnią klasy 2-6j. 

Równanie ogólne powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych punktu je- 
dnorodnych będziemy pisali w postaci 


(1) fhis Los Ca, 24) = A121? + A8? + lagta? + 4404? F latt + ag Lat, + 
F 2020, Tą F 204TH 2024030, + 2034040, = 0, 


rozumiejąc przez @x liczby stałe i przyjmując, jak poprzednio, że aa=ax. 
Wrazie, gdy spółrzędne jednorodne są szczególnymi, t. j. gdy w równaniu (1) 
podstawimy 14=29;, a= Y, £4 =z, 4 =1, otrzymamy równanie ogólne po- 
wierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych równoległych. 

W równaniu (1) jest dziesięć wyrazów; atoli możemy jeden z jego spół- 
czynników uczynić =1, czyli podzielić całe równanie przez ten spółczynnik. 
Widoczna więc, że do wyznaczenia powierzchni stopnia 2-go wystarczy dzie- 
więć warunków pojedyńczych, t. j. takich, iż każdy z nich daje tylko jedno 
równanie między spółczynnikami, jak np. dziewięć punktów, przez które po- 
wierzchnia ma przechodzić. 

Płaszczyzna przecina powierzchnią stopnia 2-go według linii krzywćj stopnia 
2-go. Jakoż, weźmy pod uwagę równanie powierzchni stopnia 2-go we spół- 
rzędnych równoległych fæ, y, z, 1)=0. Ponieważ można jakąkolwiek pła- 
szczyznę wziąć za płaszczyznę XY, więc dość okazać, że ta właśnie płaszczyzna 
przecina powierzchnią stopnia 2-go według linii krzywćj stopnia 2-go. Otrzy- 
mamy równanie krzywćj, według którćj powierzchnią /(z, y, z, 1)=0 prze- 

Bibl. mat.-fz,, S. IV, T. IV. 24 
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cina płaszczyzna XY, t. j. ż=0, gdy w równaniu téj powierzchni przyjmiemy 
z=0. Równanie téj krzywój fŒ, y, 0, 1)=0 jest więc równaniem sto- 
pnia 2-go. 

Płaszczyzny do siebie równoległe przecinają powierzchnią stopnia 2-go według 
krzywych homotetycznych. Albowićm równanie krzywćj, według którćj powie- 
rzchnią /(z, y, z, 1)=0 przecina płaszczyzna z=c, otrzymać możemy z ró- 
wnania téj powierzchni, przenosząc naprzód początek spółrzędnych do pun- 
ktu (0, 0, c), a następnie w równaniu przerobionym przyjmując z=0, co 
wychodzi najedno z podstawieniem wprost w równaniu powierzchni z=c. 
Ponieważ w równaniu tćj krzywój /(z, y, c, 1) =0 spółczynniki przy 4%, zy 
i y? sa takież same, jak w równaniu /(z, y, 0, 1)=0, więc obie krzywe są 
homotetyczne. 

Linija prosta przecina powierzchnią stopnia 2-go w dwu punktach. Jakoż, 
weźmy pod uwagę prostą, łączącą dwa punkty dane P' i P", których spółrzędne 
jednorodne są (zx, L'a, L'as 1 ,) i ("is D'a, D'a, x” 4). Spółrzędne punktu ja- 
kiegokolwiek P na prostćj P'P" można wyrazić przez 
(2) Ti = Aa; + ea" A 2, 3, 4) 
gdzie w:4=P'P:PP". Jeżeli punkt P jest zarazem punktem przecięcia się 
prostćj P'P" z powierzchnią (1), wówczas stosunek „.:4 uczyni zadość równa- 
niu warunkowemu 

Me, + pz", Acz paz Ary pa Aa, + pa") =0, 
czyli równaniu 
(3) NY! + Daha i + aaa + aSa H a'S) + p" =0. 
W tym równaniu /'i/" oznaczają wypadki podstawienia spółrzędnych pun- 
któw P' iP" w /(zy, tą, 24, 24), A f'o S'o J'a J'a wypadki podstawienia spól- 
rzędnych punktu P' w połowach pochodnych cząstkowych funkcyi /(2,, tą, £3, £4), 
wziętych odpowiednio względem 24, a, 23, £y t. j. w funkcyjach 
Ji =E Ant, + ala ++ lts + MTs 
fa= lyti + Aala + Ata A dąylyy 
Sa Elati + agata + lagla F lgs 
J= lni, + laala + lagta F gtg. 
Równanie (3) jest stopnia 2-go względem œ:ħ; stąd wynika, że prosta (do- 
wolna) P'P" przecina powierzchnią stopnia 2-go w dwu punktach (rzeczywi- 
stych, lub urojonych). — Rozbiór tego równania (3) doprowadzi nas do po- 
znania całego szeregu własności powierzchni stopnia 2-go. 

73. BIEGUN I PŁASZCZYZNA BIEGUNOWA. Załóżmy naprzód, że spół- 
rzędne dwu punktów P' i P" czynią zadość równaniu warunkowemu 
(5) WF Hefa + aSa H Taf 420. 

Równanie (3) sprowadza się w tym przypadku do X?" + 3f" =0 i daje na 
uh dwie wartości liczebnie równe, ale różne co do znaku. To wskazuje, że 


(4) 
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dwa punkty przecięcia się prostćj P'P" z krzywą (1) są w tym przypadku 
harmonicznie sprzężone z parą punktów P'iP". Przyjmijmy, że punkt P' 
jest stały, i uważajmy ten punkt za wićrzchołek snopa promieni, roscho- 
dzących się we wszelkich możebnych kierunkach. Każdy z tych promieni 
przetnie powierzchnią (1) w dwu punktach, i na każdym z nich znajdować się 
będzie punkt, tworzący z punktem P' parę punktów harmonicznie sprzężoną 
z parą punktów przecięcia. Spółrzędne zatym tych czwartych punktów har- 
monicznych czynią zadość temuż samemu równaniu stopnia 1-go 


(6) Wy + Taf’ + Taf + 04/4 =0, 


z czego wynika, że te punkty leżą wszystkie na jednój płaszczyźnie. Płaszczy- 
znę (6) nazywamy płaszczyzną biegunową punktu P', a punkt P' zo- 
wie się biegunem płaszczyzny, przedstawionćj przez równanie (6) wzglę- 
dem danćj powierzchni stopnia 2-go (1). A więc płaszczyzna bie- 
gunowa punktu danego względem danćj powierzchni stopnia 2-go, jest miej- 
scem gieometrycznym punktu na promieniu, przechodzącym przez punkt da- 
ny, tworzącego z nim parę punktów, harmonicznie sprzężoną z parą punktów, 
w których ten promień przecina powierzchnią stopnia 2-go. 

Równanie warunkowe (5) wyraża, że punkt P" leży na płaszczyźnie bie- 
gunowćj punktu P'. To jednak równanie można także tak pisać: 


JT H Laf" + aS" + a'f" =0, 


rozumiejąc przez f" "2 J"» J", wypadki podstawienia spółrzędnych punktu 
P" w funkcyjach fi Jz f» /4; w téj zaś postaci to równanie wyraża, że nawza- 
jem punkt P' leży na płaszczyźnie biegunowćj punktu P". A zatym 

Jeżeli z dwu punktów P' i P" jeden leży na płaszczyźnie biegunowćj drugiego, 
to i drugi leży na płaszczyźnie biegunowćj piórwszego punktu, Takie dwa punkty 
nazywamy punktami sprzężonymi względem danćj powierzchni sto- 
pnia 2-go. Ogólnićj można to samo twierdzenie tak wypowiedzićć: 

Jeżeli punkt porusza się po płaszczyźnie, to płaszczyzna biegunowa tego pun- 
ktu obraca się około bieguna tój płaszczyzny. Stąd wniosek: | 

Jeżeli punkt przebiega lintją prostą, to płaszczyzna biegunowa tego punktu 
obraca się około drugićj prostćj, miejsca gieometrycznego biegunów płaszczyzn, 
które można poprowadzić przez pićrwszą prostą. Te dwie proste, które w ten 
sposób sobie odpowiadają, iż płaszczyzny biegunowe punktów na jednój z nich 
przechodzą przez drugą, nazywają się prostymi sprzężonymi wzglę- 
dem danćj powierzchni stopnia 2-go. 

Bespośrednim wynikiem poprzedzających twierdzeń jest następujące: 
proste, sprzężone względem danćj powierzchni stopnia 2-go z prostymi, przechodzą- 
cymi przez jeden punkt, leżą na płaszczyźnie biegunowćj tego punktu. 

74. Oznaczmy przez (w, wą, wz, w,) spółrzędne jednorodne płaszczy- 
zny biegunowój punktu P'; wówczas mićć będziemy 


(7) Wi Sfo U=fy Wz=fy Wi=f+ 
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Te równania dają wartości na spółrzędne płaszczyzny biegunowćj, jeżeli spół- 
rzędne bieguna są dane, i nawzajem, możemy z nich otrzymać spółrzędne bie- 
guna, jeżeli są dane spółrzędne płaszczyzny biegunowćj. Z tych równań wy- 
pada jeszcze, że każdy punkt posiada tylko jednę płaszczyznę biegunową, 
z wyjątkiem punktu, którego spółrzędne czynią zadość jednocześnie cztórem 
równaniom 


(8) f1=0, Jam; Fr; ZU 


Ten przypadek zajdzie wtedy, kiedy między spółczynnikami równania (1) 
ma miejsce związek 
(9) A=|@i, (ya ; ya ; Ga |= 0, 

Qa, ; 22 ; Q23 ; Qag 

Agi » a32 s (33 ; gs 

Qir » Aaz 3 Ass ; dą 
a zatym kiedy równanie (1) przedstawia stożek rzędu 2-go (art. 62) o wićrz- 
chołku w punkcie P', lub walec rzędu 2-go (art. 64), który można uważać za 
stożek o wićrzchołku w nieskończoności. Mamy zatym twierdzenie: płaszczy- 
zna biegunowa wićrzchołka stożka rzędu 2-go jest płaszczyzną nieoznaczoną. 

Do tego twierdzenia można dodać następujące: płaszczyzna biegunowa 
jakiegokolwiek punktu względem stożka rzędu 2-go przechodzi przez wićrechołek te- 
goż stożka. Albowićm równaniu płaszczyzny biegunowćj punktu P' względem 
powierzchni /=0, które także tak pisać można 

L'a Taf + Tafa + 0/4 0, 
uczynią widocznie zadość spółrzędne punktu, dla którego jest jednocześnie 
Ji=fı=fs =f = 0, czyli wrazie, gdy równanie /=0 przedstawia stożek, 
t.j. spółrzędne jego wićrzchołka. 

Powiedzieliśmy wyżćj, że ze spółrzędnych dowolnie wziętćj płaszczyzny, 
można, zapomocą równań (7), wyznaczyć spółrzędne jéj bieguna. Wyjątek 
stanowią tylko płaszczyzny, które wrazie, kiedy powierzchnia stopnia 2-go jest 
stożkiem, nie przechodzą przez wićrzchołek tego stożka; albowićm wtedy ró- 


wnania (7) są niedorzeczne. 

75. Jeżeli punkt P opisuje szereg prostolinijowy punktów, natenczas pła- 
szczyzna biegunowa E tego punktu opisze pęk płaszczyzn, jednokróślny z owym sze- 
regiem punktów. Jakoż, jeżeli P' i P" są dwoma punktami szeregu prostoli- 
nijowego opisanego przez P, to spółrzędne punktu P będą 
(a) gi= hait hti przy i=l, 2, 3, 4. 

Płaszczyzna więc biegunowa E punktu P ma spółrzędne 
u=fQa, + pa, Aaa + pa, Aaa + pa'y Aa + pa"), 
przy i=1, 2, 3, 4, czyli p =f +uf", t.j. 


(6) ti = Auli + pt, 
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przy i=l, 2, 3, 4, gdzie (u'i, wz, wą, ws) i (wy, W'a, u”, u'4) są spółrzędnymi 
płaszczyzn biegunowych punktów P'i P'. — Z wyrażeń (a)i (B) czytamy, 
że, jeżeli punkt P porusza się po prostćj, łączącój dwa punkty P' i P", wtedy 
płaszczyzna biegunowa punktu P obraca się około prostćj, według którćj 
przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P' i P". A nadto, jeżeli punkt 
w szeregu (a) i płaszczyznę biegunową tego punktu w pęku (8), odpowiada- 
jące téj samćj wartości na stosunek w:X, uważać będziemy jako elementy od- 
powiadające sobie, wtedy widocznie pęk płaszczyzn ($) będzie jednokróślny 
z pękiem punktów (a). Niech Q będzie tym punktem na prostój P'P", który 
jest sprzężony z punktem P względem danćj powierzchni f=0. Posuwaniu 
się punktu P po prostćj P'P" odpowiada posuwanie się punktu Q po tćjże 
prostćj. Pary punktów, odpowiadające jednoczesnym położeniom punktów 
P i Q, są wszystkie harmonicznie sprzężone z parą punktów, w których prosta 
P'P" przecina daną powierzchnią stopnia 2-go. Mamy zatym twierdzenie: 
pary punktów sprzężonych względem danćj powierzchni stopnia 2-go, leżące na je- 
dnćj prostćj, tworzą inwolucyją; punktami asymptotycznymi téj inwolucyi są punkty 
przecięcia się tój prostćj z daną powierzchnią stopnia 2-go. 

16. PŁASZCZYZNA STYCZNA I PROSTA NORMALNA. Przyjmijmy teraz, 
że punkt P' znajduje się na powierzchni stopnia 2-go, że zatym 


(10) Jay, V'a V's 04) =0, 
czyli, wskutek (4), 
(10) Wy + Waf'a + DSa + Wj 4 =0. 


W tym przypadku płaszczyzna biegunowa punktu P', jak to z (10') bespośre- 
dnio widoczne, przechodzi przez punkt P'. A więc płaszczyzna biegunowa pun- 
ktu, leżącego na powierzchni stopnia 2-go, przechodzi przez tenże punkt, Jeżeli 
więc na płaszczyźnie biegunowćj punktu P', leżącego na powierzchni, obierze- 
my dowolnie punkt P", wówczas punkty P' i P" będą sprzężonymi względem 
tćj powierzchni. Prosta P'P"” przecina zatym powierzchnią w dwu punktach, 
tworzących parę, harmonicznie sprzężoną z parą punktów P' iP". Z tych 
zaś dwu punktów przecięcia jeden razem się schodzi z punktem P', a więc 
także i drugi zejdzie się razem z tymże punktem P'. To znaczy, że prosta 
P'P' przecina powierzchnią w dwu punktach, schodzących się razem w pun- 
kcie P'. Taką prostą nazywamy styczną do powierzchni w punkcie P”. 
Płaszczyzna biegunowa punktu P' na powierzchni jest więc miejscem gieo- 
metrycznym prostćj stycznćj do nićj w tym punkcie P'.— Miejsce gieometry- 
czne stycznych w punkcie P' do powierzchni stopnia 2-go jest więc płaszczyzną; 
zowie się ona płaszczyzną styczną do powierzchni w tymże punkcie. 
Punkt P' jest punktem styczności. A zatym: płaszczyzna biegunowa 
punktu na powierzchni stopnia 2-go jest płaszczyzną styczną do powierzchni w tymże 
punkcie, i nawzajem, biegun płaszczyzny stycznój do powierzchni stopnia 2-go jest 
jéj punktem styczności. 

Równanie (6) jest więc także równaniem płaszczyzny stycznój do po- 
wierzchni (1) w punkcie P', jeżeli ten punkt leży na powierzchni, a zatym, 
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jeżeli jego spółrzędne czynią zadość równaniu warunkowemu (10). Równanie 
płaszczyzny stycznój w punkcie (w, y, æ) we spółrzędnych równole- 
głych jest 
(6) sfa, CĄ ER 1) + yfa(T', y', z, 1) + zfa(t, y', z, 1) + f(t, UJ £; 1)—=0. 
Prostą, przechodzącą przez punkt styczności i prostopadłą do płaszczy- 
zny stycznćj, nazywamy normalną do powierzchni w tymże punkcie. Ró- 
wnania więc normalnćj do powierzchni (1) w punkcie P' są we spółrzędnych 
prostokątnych 


c—2' y=y g—z! 


(11) TĄCH Y; z, Das FACA y', z, 1) > fa(t', Y; z, 1) 

Ponieważ płaszczyzna styczna jest płaszczyzną biegunową punktu styczności, 
przeto (art. 74) płaszczyzna styczna do stożka rzędu 2-go w jego wićrzchołku jest 
nieoznaczona, t. j. każda prosta, przechodząca przez wićrzchołek stożka, prze- 
cina powierzchnią stożka w dwu punktach, które się razem z nim schodzą. 
Dlategotćż wićrzchołek stożka nazwać można punktem podwójnym. 
A nadto, płaszczyzna styczna do stożka rzędu 2-go, lub do walca rzędu 2-go w ja- 
kimkolwiek punkcie, przechodzi zarazem przez wićrzchołek stożka, a więc przez two- 
rzącą, na którćj leży punkt styczności. 

77. STOŻEK sryczNy. Przetnijmy powierzchnią stopnia 2-go płaszczy- 
zną E', którćj biegunem jest P', i na krzywéj przecięcia weźmy dowolnie 
punkt P”; natenczas płaszczyzna styczna do powierzchni w punkcie P”, jako 
płaszczyzna biegunowa tego punktu, przechodzi (art. 70) przez punkt P', 
a prosta P'P" jest styczną do powierzchni w P". Mamy zatym twierdzenie: 
jeżeli biegun jakićjkolwiek płaszczyzny połączymy liniją prostą z jakimkolwiek pun- 
ktem krzywćj, według którćj ta płaszczyzna przecina powierzchnią stopnia 2-go, to 
ta prosta będzie styczną do powierzchni w owym punkcie krzywćj przecięcia, Otrzy- 
mać zatym możemy styczne, które z punktu danego można wyprowadzić do 
powierzchni stopnia 2-go, łącząc ten punkt linijami prostymi z każdym pun- 
ktem krzywćj, według którćj płaszczyzna biegunowa punktu danego przecina 
tę powierzchnią. Miejsce gieometryczne tych stycznych nazywa się stoż- 
kiem stycznym do powierzchni. Punkty styczności stożka stycznego do po- 
wierzchni są punktami linii, według którćj tę powierzchnią przecina płaszczyzna bie- 
gunowa jego wićrzchołka. Aby otrzymać równanie stożka stycznego do po- 
wierzchni stopnia 2-go, a mającego wićrzchołek w punkcie P', uważmy, że pro- 
sta P'P" będzie styczną do powierzchni (1), jeżeli w równaniu (3) 

(12) FP! — ("S'i + D'af'a H+ e'f’ + z" ,/')=0; 

albowićm wtedy oba pierwiastki równania (3) będą sobie równe, a więc oba 
punkty, w których prosta P'P" przecina powierzchnią, zejdą się z sobą razem 
w jeden punkt. Jeżeli więc punkt P' będziemy uważali jako stały, a punkt 
P" jako punkt bieżący na którójkolwiek stycznćj, którą z punktu P', można 
wyprowadzić do powierzchni stopnia 2-go, wówczas spółrzędne punktu P", 
wskutek związku (12), uczynią zadość równaniu 
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(13) FS—(f1 + tafa + Taf 2 + 14/4) 0. 


To równanie jest zatym równaniem stożka stycznego, który można wyprowa- 
dzić z punktu P' do powierzchni stopnia 2-go, przedstawionćj przez równanie 
(1). Równanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu bieżą- 
cego (Ty, Tą, La, V4); stąd wypada, że stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go 
jest powierzchnią rzędu 2-go. 

[Dla jakiegokolwiek punktu styczności jest /f==0; wskutek tego równa- 
nie (13) sprowadza się do 


Lifi + Taf 2 + Taf 3 + 04/4 = 0 


t. j. do równania (6). Spółrzędne zatym punktów styczności stożka są pun- 
ktami linii, według którćj płaszczyzna biegunowa jego wićrzchołka przecina 
powierzchnią stopnia 2-go, jak to wyżćj widzieliśmy. ] 

78. SRODEK. Biegun płaszczyzny w nieskończoności nazywamy 
środkiem powierzchni stopnia 2-go; albowićm ten punkt jest środkiem 
każdćj cięciwy, przezeń przechodzącćj. 

Wzory (7) wyrażają spółrzędne płaszczyzny biegunowój przez spółrzę- 
dne jéj bieguna. Jeżeli więc podstawimy w tych wzorach uw, =u, =W, = 0, 
to otrzymamy trzy równania 

fa zzdu Ka ZOZ 0 
między spółrzędnymi środka powierzchni (1). 

Przechodząc od spółrzędnych jednorodnych szczególnych do spółrzę- 

dnych równoległych, mićć będziemy 


(14) Jw, Y, 2, 1)Zay2? + py? + ząż? + Zazy Z + Zazie + Zayąty + 
f- 2ay4T -- Zaz4y -+ 2ag4ż -|- Agy = 0, 


jako równanie powierzchni stopnia 2-go; a równania 
ŃZayt + lY + ha? + a = 0, 

(15) J= lant + aY + an2 + 4 = 0, 
fa Elat + dzzy + 0337 + aa = 0 


dadzą nam wartości na spółrzędne środka téj powierzchni. 

Równania (17), gdy w nich æ, y, z uważamy jako spółrzędne bieżące, 
przedstawiają nam trzy płaszczyzny, a mianowicie płaszczyzny biegunowe 
punktów w nieskończoności, leżących w kierunkach odpowiednio osi z-ów, 
y-ów i z-ów. Punkt przecięcia się tych trzech płaszczyzn jest środkiem po- 
wierzchni stopnia 2-go. 

Te trzy płaszczyzny (15): albo (T) przecinają się w jednym punkcie, albo 
(II) przecinają się według jednćj prostćj, albotćż (LIT) schodzą się razem. 

I. W pićrwszym przypadku będzie tylko jeden środek, który leży: albo 
(19) w odległości skończonćj, albo (2%) w odległości nieskończonćj. 

1°. Jeżeli środek leży w odległości skończonćj, to jego spółrzędne 
(£o, Yos £9) będą wyrażone przez równanie 
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i 1 
Gy ; Ga ; lia | To + | lis; ya 3 ia | 20, 
lz: ; dag » day 
d34 ; Q32 ; (33 


i przez dwa podobne równania, t.j. mićć będziemy 


dą » dąą ; 23 
| a31 » dza » dą3 


Z 805 1%. 41 

da „api E. hę PÓ 
gdzie Ax, Ag, Ag, A4, oznaczają ilości dołączone do elementów ay, a42; 
43, Q44 Wyznacznika A (9), będącego wyróżnikiem funkcyi /(z4, ta, Tą, 14). 

20, Srodek leży w nieskończoności, jeżeli 

Au =0, 

a przynajmnićj jedna z ilości Ax, Ag, A4, jest od 0 różną. 

IL. W drugim przypadku ma miejsce cała prosta środków, i ta prosta 
leży: albo (19%) w odległości skończonćj, albo (29) w nieskończoności. 

10. Spółrzędne środka winny być wszystkie nieoznaczone; a zatym musi 
być jednocześnie 


A, ZAnZAyESA4=0. 


Jeżeli z pićrwszego i drugiego z równań (15) wyrugujemy z, a z piórwszego 
i trzeciego spółrzędną y, to otrzymamy, jako równania prostćj środków, 
(17) Azt — llig = dzi Y — dzy A24 = Arë — 3034, 
gdzie œ oznacza ilość dołączoną do elementu aa wyznacznika Ay. 
20. Prosta środków leży w nieskończoności: 


a. Jeżeli płaszczyzny (15) są do siebie równoległe, z których conajwię- 
cćj dwie razem się z sobą schodzą. Warunek temu przypadkowi odpowiada- 


jący jest 
SU Mes dm dą 03, 
day An dag Az, dzą dzą 


przyczym iloczyny dais; 3124; 044034 nie mogą być wszystkie sobie równe. 
Jeżeli wogólności oznaczymy przez ax ilość dołączoną do elementu ax 
wyznacznika A4, to w tym przypadku każde ax =0, przy i=1,2,3, 
k= 1, 2,3. 

b. Jeżeli jedna z płaszczyzn (15) jest sama w nieskończoności, a dwie 
inne albo są do siebie równoległe, albotéż schodzą się z sobą razem, W tym 
przypadku, ponieważ jedna, np. pićrwsza płaszczyzna leży w nieskończoności, 


23 


; > a 
jest yy "qr = üy = 0, A MZ 0, prócz tego ma ZA nadto te dwa sto- 
32 33 


sunki albo nie są, albotćż są równe stosunkowi = według tego, czy druga 
34 


i trzecia płaszczyzna są tylko do siebie równoległe, czytóż razem się z sobą 
schodzą. 
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c. Jeżeli jedna z płaszczyzn jest nieoznaczoną, a dwie inne są do sie- 
bie równoległe, lecz nie schodzą się z sobą razem. Przyjmijmy, że pićrwsza 
jest nieoznaczona, wtedy aqq, "ap = l3 = M 0, a iloczyny dazdą, Í dzą 
są od siebie różne. 

d. Jeżeli dwie płaszczyzny leżą w nieskończoności, albotćż jedna leży 
w nieskończoności, a druga jest nieoznaczona. W tym przypadku z sześciu 
spółczynników ay, Qa, 33; 042, Q23; Gzy tylko jeden z trzech pićrwszych jest 
różny od 0 i jeżeli np. a,, 20, natenczas z dwu spółczynników a,, i a, albo 
jeden albo oba są także od 0 różne. 

Stąd widzimy także, że w przypadku 29 jest zawsze a4=0, przy 
i=l, 2,3, k=l, 2,3. 

III. W trzecim przypadku ma miejsce cała płaszczyzna środków, która 
może także znajdować się w nieskończoności. Aby płaszczyzny (15) razem się 
z sobą zeszły, powinno być nietylko æ; =0, ale nadto az30 1 = t3124 = liali 

Jeżeli płaszczyzna środków ma się znajdować w nieskończoności, to 
wszystkie spółczynniki a, Qąz, Q4g, di2, dzy, Qzą SĄ równe 0, a ze spółczynni- 
ków diá, day, 44 przynajmnićj jeden jest różny od 0. 

Z tego rozbioru wynika, że istnieją trzy główne rodzaje powierzchni sto- 
pnia 2-go: powierzchnie mające tylko jeden Środek, powierzchnie mające prostą środ- 
ków i powierzchnie mające płaszczyznę środków. Każdy z tych trzech rodzajów 
rospada się znowu na dwa, według tego, czy środek, prosta środków, lub pła- 
szczyzna środków leżą w odległości skończonćj, czytćż w nieskończoności. 
O powierzchniach, odpowiadających temu ostatniemu przypadkowi, mówimy, 
że one środka nie posiadają. 

Łatwo spostrzćc, że powierzchnie drugiego rodzaju są powierzchniami 
walcowymi (art. 64). Powierzchnie zaś trzeciego rodzaju są albo dwiema 
płaszczyznami równoległymi, albotóż dwiema płaszczyznami schodzącymi się 
razem w jednę. Albowićm, skoro w tym przypadku nietylko wyróżnik A, ale 
nadto wszystkie wyznaczniki częściowe tego wyróżnika stopnia 3-go i 2-go 
są równe 0, to funkcyja /fe,, t, ©, £4) jest sumą conajwięcój dwu kwadratów, 
a więc także iloczynem dwu funkcyj stopnia 1-go (I, art. 72). 

Jeżeli powierzchnia stopnia 2-go posiada środek, to może się zdarzyć, 
że ten punkt leży na nićj samćj. Natenczas spółrzędne środka (16) uczynią 
zadość równaniu | 


Ft Yos žo 1)ZTof; (Lo Yor Zo» 1) + Yofa(T Yor Zo 1) + Zofa(T» Yo Zw 1) + 
+ falto Yo Zo 1)=0, 
t. j. będzie 


dą, Ag + dpA p + ap Ag + ay A = A = 
Ag Au " 


PACH Yor Zo: 1) = 


czyli A=0. A zatym, stożek rzędu 2-go jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go, 
której środek leży na samćj powierzchni (art. 62). Wićrzchołek jest środkiem 
stożka. 
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79. STOŻEK ASYMPTOTYCZNY. Jeżeli środek powierzchni stopnia 2-go 
weźmiemy za wićrzchołek stożka stycznego do powierzchni, natenczas, wsku- 
tek (15), równanie tego stożka (13) przywiedzie się do: 


ro P= , 
lub, ponieważ P=, + + wf + 04/74 =04/4; 
do a',f2—2,/0 = 0; 
równanie więc tego stożka we spółrzędnych równoległych jest następujące: 
(18) J/(2, Y, £, 1) — falo Yor os 1)=0, 


gdzie ©%, Yo Zo są spółrzędnymi środka powierzchni /(z, y, £, 1)=0. 

Linija, według któréj stożek styczny dotyka powierzchni stopnia 2-go, 
jest liniją przecięcia się téj powierzchni z płaszczyzną biegunową wićrzchołka 
stożka, a płaszczyzna biegunowa środka jest płaszczyzną w nieskończoności. 
Przeto stożek styczny (18), mający wićrzchołek w środku powierzchni sto- 
pnia 2-go, dotyka tę powierzchnią w nieskończoności. Taki stożek styczny 
nazywamy stożkiem asymptotycznym powierzchni stopnia 2-go. 

Wstawiając w równanie (18) za ais 04, 3, Wartości wynikające z równań, 
na które przejdą równania (15), gdy w nie za z, y, # podstawimy o, Yor Zo 
otrzymujemy równanie 


(19)  aqu(©— 25)? + aza — YO) + da — 20)? + 2aa3(Y — Yo) (2 — 20) + 

+ 2054(2— £9) (® — £0) + 2a (8 — 9) Y — Yo) F 0. 
jednorodne względem z — zg, Y— Yo £—2, które przedstawia stożek asym- 
ptotyczny do powierzchni stopnia 2-go, jeżeli zg Yo Zo SĄ spółrzędnymi 
środka téj powierzchni. 

Jeżeli A,,4=0, wówczas strona lewa równania (19) roskłada się na ilo- 
czyn dwu czynników stopnia 1-go, a przeto stożek asymptotyczny roskłada 
się wtedy na dwie płaszczyzny asymptotyczne. Ten przypadek 
może wtedy zajść, kiedy powierzchnia należy do rodzaju drugiego, gdyż 
powierzchnie rodzaju trzeciego nie mają środka. 

80. PŁASZCZYZNY ŚREDNICOWE I ŚREDNICE. Podobnie, jak środek jest 
biegunem płaszczyzny w nieskończoności, tak nawzajem, płaszczyzna biegu- 
nowa punktu w nieskończoności przechodzi przez środek powierzchni stopnia 
2-go. Z własności harmenicznych bieguna i płaszczyzny biegunowćj wypada, 
że płaszczyzna biegunowa punktu, który w pewnym kierunku oddala się do 
nieskończoności, jest miejscem środków cięciw powierzchni stopnia 2-go, ró- 
wnoległych do tego kierunku. Z tego powodu płaszczyznę biegunową pun- 
ktu, oddalającego się w pewnym kierunku do nieskończoności, nazywamy 
płaszczyzną średnicową powierzchni stopnia 2-go, sprzężoną z tym 
kierunkiem. 

Znajdziemy równanie płaszczyzny średnicowćj powierzchni stopnia 2-go, 
sprzężonćj z danym kierunkiem. Niech równania, okróślające kierunek da- 
ny, będą 
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PZN 
(20) WK 
gdzie l, m, n oznaczają stosunki kierunkowe, czyli spółrzędne punktu znaj- 
dującego się w tym kierunku w odległości =1 od początku. Weźmy w tym 
kierunku punkt (w, y', z); będzie wtedy 
I I 
=p skąd z =, y=mr, z =mr. 
Wstawiwszy te wartości na æ', y', æ! w równanie płaszczyzny biegunowój pun- 
ktu (w, y', z'), mićć będziemy 


af, (rl, rm, rn, 1) +yfa(rl, rm, rn, 1) +zfz(rl, rm, rn, 1) + f4(rl, rm, rn, AZJĘ 


Gdy to równanie podzielimy przez r i następnie przyjmiemy r=œ, to 
otrzymamy równanie 


(21) (aul + am + Aian) E + (azyl + azam + @zan)y + (aail + aaam + agan) Z + 
+ (04,1 + am + ayn) = 0, 
lub 


(21') (a8 F diay + a38 + 044)! + (0247 + aY + 0932 + aaam) + 

+ (l8 + lay + asa? + ajn = 0, 
które przedstawia płaszczyznę biegunową punktu, znajdującego się w nieskoń- 
czoności w kierunku (20), t. j. płaszczyznę średnicową sprzężoną z tym kie- 
runkiem. 

Z równania (21') widoczna, że płaszczyzna średnicowa przechodzi przez 
środek powierzchni stopnia 2-go. Jeżeli powierzchnia posiada prostą śro- 
dków, wówczas każda jéj płaszczyzna średnicowa przechodzi przez tę prostą; 
a jeżeli powierzchnia posiada całą płaszczyznę środków, wówczas każda jéj 
płaszczyzna średnicowa schodzi się razem z tą płaszczyzną. 

Nadto z (21') widoczna, że płaszczyzny (15), których punkt spólny jest 
środkiem powierzchni stopnia 2-go, są płaszczyznami średnicowymi, sprzężo- 
nymi odpowiednio z kierunkami osi z-ów, y-ów i z-ów. Albowićm, równanie 
(21) przechodzi na równania (15) przez podstawienie 1=1, m=n=0; 
m=1, n=l=0i n=l, I=m=0. Z (21) czytamy nakoniec, że z każdym 
kierunkiem (ł, m, n) jest sprzężona płaszczyzna Średnicowa w zupełności 
oznaczona, wyjąwszy przypadek, kiedy jest jednocześnie 


al + aam + an=}, aal aam + azn = 0, aail + aaam + agn = 0, 
aul + apm + ayn =}, 
t. j. kiedy (art. 64) powierzchnia stopnia 2-go jest walcem, a kierunek 
(l, m, n) jest kierunkiem tworzącćj tego walca. 

81. SREDNICE SPRZĘŻONE. Obierzmy dowolnie w przestrzeni punkt P, 
na płaszczyźnie biegunowóćj punktu P punkt P', a na prostćj, według którćj 
przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów Pi P', punkt P"; natenczas 
te trzy punkty P, P' i P" wraz z punktem P", w którym się przecinają pła- 
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szczyzny biegunowe tamtych trzech punktów, będą wićrzchołkami czworo- 
ścianu, który posiada widocznie tę własność (art. 73), że każdy wićrzchołek 
jest biegunem ściany przeciwległój, i nawzajem, każda ściana jest płaszczy- 
zną biegunową wićrzchółka przeciwległego. Taki czworościan nazwiemy 
czworościanem z sobą samym sprzężonym względem powie- 
rzchni stopnia 2-go; jego wićrzchołki tworzą czwórkę punktów sprzę- 
żonych względem tójże powierzchni, t.j. są po dwa sprzężone względem 
powierzchni. 

Dla jakićjkolwiek powierzchni stopnia 2-go istnieje nieskończenie wiele 
czworościanów z samymi sobą sprzężonych, albowićm trzy wićrzchołki takiego 
czworościanu, P, P' i P", są punktami dowolnymi odpowiednio w przestrzeni, 
na pewnćj płaszczyźnie i na pewnćj prostćj, a tylko czwarty wićrzchołek, P"', 
jest punktem przez tamte wyznaczonym. Jeżeli wićrzchołek P czworościanu 
z samym sobą sprzężonego umieścimy w środku powierzchni stopnia 2-go, 
wtedy trzy inne punkty P', P", P", oddalą się do nieskończoności, a trzy 
ściany P"PP'", P'"PP', P'PP" staną się płaszczyznami średnicowymi powie- 
rzchni. Te trzy płaszczyzny średnicowe, jako płaszczyzny biegunowe pun- 
któw w nieskończoności, t. j. odpowiednio punktów P', P" i P'" w kierunkach 
PP', PP", PP", są z tymiż kierunkami sprzężone, t.j. każda z nich jest 
miejscem środków cięciw powierzchni stopnia 2-go, równoległych do prostćj, 
według którćj się dwie pozostałe przecinają. Takie trzy płaszczyzny średni- 
cowe nazywamy płaszczyznami średnicowymi sprzężonymi. Trzy 
więc płaszczyzny średnicowe sprzężone powierzchni stopnia 2-go są trzema 
ścianami kąta bryłowego trójściennego, którego krawędzi wychodzą ze środka 
powierzchni ku trzem punktom w nieskończoności, tworzącym wraz ze środ- 
kiem czwórkę punktów sprzężonych. 

Proste (nieograniczone), według których trzy płaszczyzny średnicowe 
sprzężone powierzchni stopnia 2-go przecinają się po dwie, nazywają się 
kierunkami sprzężonymi, a odcinki tych prostych między punktami 
ich przecięcia się z daną powierzchnią stopnia 2-g0—średnicami sprzę- 
żonymi tćj powierzchni. 

Jakakolwiek powierzchnia stopnia 2-go posiada nieskończenie wiele 
układów płaszczyzn średnicowych i średnic sprzężonych; albowićm w czwórce 
punktów sprzężonych P, P', P", P'" dwa: P'i P" są punktami dowolnymi 
odpowiednio na pewnéj płaszczyźnie i na pewnćj prostćj, a tylko dwa: Pi P" 
są punktami oznaczonymi, a mianowicie punkt P jest środkiem powierzchni, 
a punkt P'" jest punktem przecięcia się płaszczyzn biegunowych punktów 
PEERY 

Niech równania 
(22) a zc | Pizy AEN TTEA 


Ja M i e a 


= —) = 2—5 
a fg h Mm h 

okréślają trzy kierunki; płaszczyzny średnicowe sprzężone z tymi kierunkami 
są równoległe odpowiednio do płaszczyzn 
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(alit anm Han) Z + (azli tam + a)y + (azl + 32M, + 3404) Z =0, 
(anlat aiM Hai) + (azil Azyl + aign) Y + (Agyl2 + Agoma + Azghą) Z =0, 
(anb tHig Hain) £ + (aqylz+- 22M +azN) Y + (az1l3 + azzmg + dą34) 2 = 0. 


Jeżeli trzy kierunki (22) są kierunkami sprzężonymi, wówczas płaszczyzny; 
przedstawione przez wypisane równania, są równolegle do trzech płaszczyzn 
średnicowych sprzężonych, a zatym każdćj z tych płaszczyzn odpowiadają 
dwa z trzech kierunków (22); a mianowicie: pićrwszćj kierunki (ł, ma, na) 
i (ly, mą, ną), drugićj kierunki (łą, m, nz) i (l, m, m), a trzecićj kierunki 
(lis My, my) i (lą, mą, na). A zatym wtedy mićć będziemy 


a ląlz + azzmąmy +- azznanz + azs (mn -|- mgng) -|- a; (nalz +- nla) +- arą(ląm; + lgm) =0, 


(23) Grill, + aantzm, +- aggnzny +- agg(mgn + mynz) + azı (ngl, myl) + aall +m) = 0, 
alil- zam mą + aganna + an (mng | magn) +a (mla + ngh) + aa(lim -+ ląm) = 0, 


t. j. te trzy związki winny zachodzić między kierunkami średnic sprzężonych. 
82. Osr GzówNE. Kierunek prostopadły do płaszczyzny średnicowćj, 
z tym kierunkiem sprzężonćj, nazywa się kierunkiem głównym, a śre- 
dnica mająca taki kierunek, zowie się osią główną powierzchni sto- 
pnia 2-go. 
A zatym, kierunek okróślony przez równanie 
AEN. R 
(20) r m an 
jest kierunkiem głównym powierzchni (14) wrazie, jeżeli jest „zo gy do 
płaszczyzny średnicowćj 
(anl + aam + Q4gh) £ + (anl + am + Agn)Y + (anl + am + an) £ + 
+ anl + aim + 430) =0, 
z nim sprzężonćj, a przeto, ponieważ 
l + mcosy + ncosp, leosy + m + neosh, cosy. + mcosh +- m 
są dostawami kierunkowymi prostéj (20) — wrazie, jeżeli 
Ay! + anm Han __ anl + dam |- an __ talt am +- an 
l + mcosy+-ncosy  /cosv + m -+ ncosh ~ leosjy + mcosA +n 


Gdy przez s oznaczymy wartość tych stosunków; to 


(4414 —5)1 + (Qa —8C0SY)M +- (ai — SCOSIL)N=0, 


(24) (agı — scos Y)? + (az —S)M + (Qas — SCOSX)n = 0; 
(ag, —scost.)/ + (m — scosk)m + (az — s)n =0 
skąd wypada 
(25) A(8)=|, —8 3 Qia — SCOSY , jg — SCOS | = 
dą, — SCOSY , dzą — S , dag — SCOSK 


| agi  SCOSŁ dzą — SCOSÀ , Aag — $ 
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nadto mamy 
(26) L- m? + n? + ZmmncosA + Znlcosy. + Złmcosy=1. 


Ażeby więc wyznaczyć kierunki główne powierzchni stopnia 2-go, potrzeba 
przedewszystkim znaléść trzy pierwiastki równania (25) stopnia 3-go wzglę- 
dem niewiadoméj s. Następnie dwa którekolwiek równania (24) wraz z ró- 
wnaniem (26) dadzą już wartości na stosunki kierunkowe ł, m, n kierunku 
głównego, odpowiadającego któremukolwiek z tych trzech pierwiastków. 

Stąd wnosimy, że powierzchnie stopnia 2-90 — mówiąc wogólności — posia- 
dają trzy osi główne. 

83. Dla bliższego zbadania tćj własności powierzchni stopnia 2-go, na- 
leży nam szczegółowo rozebrać równanie (25) stopnia 3-go względem s. Lewa 
strona tego równania jest wyróżnikiem funkcyi jednorodnćj stopnia 2-go 


p — 80 = (uX? + dzy? + Azą2? + ZAyzy Z + 203,22 + Zaty) 
— s(x? + y? + 2? + ZcosAye + Zcospzz + Zcosvry). 
Ponieważ funkcyja 
c=2? + y? +- 2? + Zcoshyz + Zcosyzw + ZCOSYRY, 


wyrażająca kwadrat odległości punktu (z, y, z) od początku spółrzędnych, 
przy wszelkich wartościach rzeczywistych na z, y, z jest wciąż dodatną, a staje 
się =0 tylko dla z =y=z—=0, przeto (I, art. 75) wszystkie trzy pierwiastki 
równania (25) są rzeczywiste, Skutkiem tego, i z uwagi, że równania (24) 
wraz z równaniem (26), przy każdćj wartości rzeczywistój na s, dają warto- 
ści także rzeczywiste na 2, m, n, kierunki osi głównych powierzchni stopnia 2-go 
są kierunkami rzeczywistymi. 

Oznaczmy przez s, i są dwa od siebie różne pierwiastki równania (25), 
a przez (l, my, n) i (lą, mą, ną) stosunki kierunkowe osi głównych, odpowia- 
dających tym dwu pierwiastkom; wskutek (24) będzie wtedy: 


(011 —5,)4 + (044 — 5,C0SY) M, + (043 — scos p) nh =0, 
(ax, — 54€08Y)Ży + (a22 — 54) M, + (223 — s, COSK)n, 0, 
(ası — SCOS H) l + (azą — 8,COSK) m, + (a33 — 5,)74 =0, tudzież 


(aq4 — S2) lą + (ya — S2008Y) Mą + (043 — SąCOS h) Ra =0, 

(aqq — $2C08Y)l3 + (a22 — $2) Mą + (an — s COS) ną = 0, 

(dzy — SąCOS 2) la + (a32 — S2C0OSK M3 + (A33 — 52) Ma Z 
A gdy te równania pomnożymy odpowiednio przez łą, mą, ną, — l — my, — ny 
i iloczyny do siebie dodamy, to wypadnie (5 — s, jest, z założenia, różne od 0) 
lly My Ma Mya + (MR MaN )COSA +- (nylą + nal cosp + (Lm +m )COSY—=0. 
A zatym, kierunki osi głównych, odpowiadające dwu różnym od siebie pierwiastkom 
równania (25), są do siebie prostopadłe. 


Należy jeszcze zbadać przypadki, w których równanie wyróżnikowe (25) 
posiada dwa lub wszystkie trzy pierwiastki równe sobie. 
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10. Jeżeli wszystkie trzy pierwiastki równania A(s) =0 są od siebie 
różne, wówczas żaden z tych pierwiastków nie przywodzi do 0 wszystkich wy- 
znaczników częściowych stopnia 2-go wyznacznika A(s). W tym więc przy- 
padku z dwu z równań (24), przy wartościach s, równych każdemu z tych 
pierwiastków, otrzymamy wartości na stosunki 7: m:n, a następnie, zapomocą 
równania (26), wyznaczymy liczby l, m,n. A zatym, jeżeli wszystkie trzy 
pierwiastki równania (25) są od siebie różne, to powierzchnia stopnia 2-go 
posiada trzy osi główne, z których każda jest prostopadłą do dwu innych. 

29. Jeżeli równanie A(s)=0 posiada dwa pierwiastki równe s, =s,, 
to natenczas ten pierwiastek dwukrotny przywiedzie do zera wszystkie wy- 
znaczniki częściowe stopnia 2-go wyznacznika A(s),sskutkiem czego trzy ró- 
wnania (24) sprowadzą się do tego jednego, którego spółczynniki nie są 
wszystkie równe 0. Pierwiastkowi więc dwukrotnemu równania (25) odpo- 
wiada nieskończenie wiele kierunków głównych, a te wszystkie kierunki są 
prostopadłe do kierunku głównego, który odpowiada trzeciemu pierwiastkowi 
sz równania (25). W tym więc przypadku średnicę, którćj kierunek odpo- 
wiada pierwiastkowi pojedynczemu s, i dwie którekolwiek do nićj i do siebie 
prostopadłe średnice można wziąć za trzy osi główne. 

39, Jeżeli nakoniec równanie wyróżnikowe A(s)=0 posiada pierwia- 
stek trzykrotny s, =s, =s to natenczas ten pierwiastek przywiedzie do 0 
wszystkie wyznaczniki częściowe stopni 2-go i l-go wyznacznika A(s). 
W tym więc przypadku równania (24) są tożsamościowe, a przeto istnieje nie- 
skończenie wiele kierunków głównych i jakiekolwiek trzy średnice wzajemnie 
prostopadłe do siebie można wziąć za trzy osi główne. 


RÓWNANIE POWIERZCHNI STOPNIA 2-60 WE SPÓŁRZĘDNYCH PŁASZCZYZNY, 


84. Oznaczmy przez w,, wą, tis, , spółrzędne jednorodne (szczególne) 
płaszczyzny stycznój do powierzchni równania (1) w punkcie (%';, 25, V'a, 2'4), 
będzie wtedy (art. 76) 

PZat! + ua'a + Qa + 0440, = kth, 
S'E tat", + aaa3'3 + laaT'3 F la'i = kiy 
Zał + Agata +- Oggy + laa, =A tig 
S'E l2, H Gal + Agaa’ + yy 4 ZW, 
a nadto mamy 
(a) Ty F Wz + U'zuly ++ Z ==(. 
Zakładając, że wyróżnik A funkcyi /(2, Za z, 24) nie jest równy 0, otrzy- 
mamy przez rozwiązanie cztérech pićrwszych równań 
Ag, =4 (Ara + Agra + Az + As), 
ATz=1(Apt + Agattą + A gątłg + Aga), 
AT; =1(Ajstq, + Anata + Aggttą + Ast), 
Aa; = 4 (A1 +, Azętą + Aat + Agin); 
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a wskutek podstawienia tych wartości na Ax, Ax, Ax, Ax, w równanie 
(a), pomnożone przez A, równanie powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych 
płaszczyzny, 
(27) Ff, u, u, u.) ZA, 4? + Aaa? + Aal? + Agta? + ZAzzttztj + 
+ ZApytgtn, > 2A hta + 2At + 2At + ZA at = 0, 
gdzie, wskutek tego, że ax = @ri, jest téż Ax An. Równanie (27) można 
także tak pisać: 
(28) Ff, U2, KETI u,)= Mii ; Aiz ; i3 , lig , M4 |=0. 
Qazi , A22 ; dąg dzą , Ua 
Qazi dzą ; A33 » Aag 3:3 
Qir » Aaz ; Aaa ; Agg + 144 
My z Uz Ug „4 „0 
A zatym, z wyjątkiem przypadku, gdy A0, równanie powierzchni (1) sto- 
pnia 2-go we spółrzędnych płaszczyzny jest także równaniem stopnia 2-go, czyli 
Powierzchnia rzędu 2-go jest zarazem powierzchnią klasy 2-6). 
85. Kiedy A—=0, wtedy powierzchnia przedstawiona przez równanie 
(1) jest stożkiem, walcem lub układem dwu płaszczyzn. Weźmy pod uwagę 
tylko przypadek, kiedy ta powierzchnia jest stożkiem. 
Przyjąwszy wićrzchołek stożka za początek spółrzędnych, przedstawi- 
my ten stożek przez równanie 


(29) JEaq0? + A8? + A3383? + ZazzTZT3 + 2a LT, + 203404 = 0, 
a równanie płaszczyzny stycznój do stożka w punkcie (r, ©, ®'3, w) przez 
równanie 


Wyf' 4 + af 2 + ta f'a 20. 
Jeżeli więc th, tia, Ug, w4 Sẹ spółrzędnymi tój płaszczyzny, to mamy 
Zat + l'a + 30 3%, 
FaZdyi + Qyt' 2 + A231 5 "Zu 


pia A i U pna. 
fa ZayT + dzą 2 + Aaaa = Xu, 
0= Wis 


a nadto a'th + L'aUa + W zly = 0. 
Rugując 1, L'o L'a L'y % z tych równań, otrzymujemy dwa równania 
u4=0 i Fóń, tą, 4) | yy » la, Ms , 4 |=0, 
Q21 ; dąa » A23 ; Va 
Azi » 32 ; Asa ; U3 
Ug zuz ziig ,0 


lub, oznaczając ogólnie przez P funkcyją stopnia 1-go względem spółrzędnych 
płaszczyzny 144, U, Ug, Ug . 
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(30) W =0, Fâ, 44, t) ++ Pią =0. 


A zatym, jeżeli powierzchnia przedstawiona przez równanie (1) jest stożkiem, 
to powierzcbnią tę wyraża się we spółrzędnych płaszczyzny przez dwa równa- 
nia jednoczesne, z których pićrwsze jest równaniem wićrzchołka stożka, 
a drugie równaniem powierzchni stopnia 2-go. Płaszczyzny, których spół- 
rzędne %, Uz, Ug, wą czynią zadość obu równaniom, są płaszczyznami sty- 
cznymi do tćj powierzchni F(u, wą, u) + Pu, =0, przecinającymi się 
w punkcie u, =0, a przeto obwodzą stożek styczny do powierzchni 
Ff, Ua, us) + Pu, =0, mający wićrzchołek w punkcie % =0. 

86. Jak powierzchnia rzędu 2-go tym się charakteryzuje, że linija 
prosta przecina ją w dwu punktach, tak znowu cechią gieometryczną powie- 
rzchni klasy 2-ćj jest to, że przez każdą prostą można przesunąć dwie pła- 
szczyzny styczne do téj powierzchni. Jakoż, weźmy pod uwagę prostą, we- 
dług którćj przecinają się dwie płaszczyzny dowolnie dane e' ie", których 
spółrzędne są (Wis wz, wą, W4) i (W'a Ua, u'z,u';). Spółrzędne jakićjkol- 
wiek płaszczyzny e, przechodzącćj przez tę prostą, można wyrazić przez 


(31) w = hu! + u, przy i=1, 2, 3, 4. 


A zatym, jeżeli płaszczyzna e dotyka powierzchni wą 2-éj, AW przez ró- 
wnanie (28), wówczas 


Fw, pu, Aua H pu'a Awg + pug Aug + pu'i) =0, czyli 
(32) AF" A 2p (u", EF' + u" EF', + u" E's + u'4F';) + uf" = 0, 


gdzie F' i F" oznaczają wartości funkcyi F odpowiednio dla uw u, i u=w', 
a F', F',, F',, F', są wartościami połów pochodnych cząstkowych funkcyi ŒF, 
wziętych odpowiednio względem t, w, %3, wą, dla u; = ul. 

Równanie (32) jest stopnia 2-go względem p:X; a zatym przez uważaną 
prostą można przesunąć dwie płaszczyzny styczne do powierzchni (28), t. j. 
do powierzchni klasy 2-ćj. 

87. Rozbićrając równanie (32) podobnie, jakeśmy rozbićrali równanie 
analogiczne linij krzywych klasy 2-6j (część I, rozdział VII), znajdziemy, że 
równanie 


(33) WF, + WF; + w F'; + u; E =0 


jest równaniem bieguna płaszczyzny e' względem powierzchni (28), lub równa- 
niem punktu, w którym płaszczyzna e' dotyka powierzchni (28), jeżeli jest 
jednocześnie Ffwy, wą, wy, u',) =0. 

Oznaczając przez £, Za, Ly, w, spółrzędne tego bieguna lub tego punktu 
styczności, będziemy mieli 


Fr=*n4,, E= Ri l yA = L Ty F= RT, 


a nadto, w drugim z tych dwu przypadków, gw, + Zaa +- Latya, = 0 
Rugowanie w), wą, wy, w, % z tych równań doprowadza nas do 
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(34) Flais Tą Ty, ©,)=| Ari , Aiz , Ais ; Aqq ; 94 | 20, 
Ag , Ån , An , An , 22 
Ası ; Aaz , Aas , Åsa ; T3 
Ag » An , Ass ; Aqq ; 75 
Lı Tz 33 ,%4 ,0 


równania powierzchni (28) we spółrzędnych punktu. Stąd widzimy, że na- 
wzajem, I 

Powierzchnia klasy 2-6] jest zarazem powierzchnią rzędu 2-go. 

Tym twierdzeniem nie jest wszakże objęty przypadek, kiedy wyróżnik 
a=L + AAAA funkcyi Ft, w, uz, U4) jest równy 0 (porównaj art. 
84). I podobnie, jak równanie (1), w przypadku, kiedy wyróżnik A= 0, 
przedstawia stożek stopnia 2-go, t. j. taką powierzchnią stopnia 2-go, iż pła- 
szczyzny biegunowe wszystkich punktów przestrzeni względem téj powie- 
rzchni przechodzą przez jeden punkt, — równanie (28), w przypadku, kiedy 
wyróżnik a=0, przedstawia taką jpowierzchnią stopnia 2-go, iż bieguny 
wszelkich płaszczyzn w przestrzeni względem téj powierzchni leżą na jednćj 
płaszczyźnie. Ta powierzchnia zowie się powierzchnią granicową 
stopnia 2-go. Jakoż, zważmy naprzód, że równanie (38) wyraża także 
warnnek, aby biegun płaszczyzny (w,, w, w, w,) leżał na płaszczyźnie 
(ly, Uz, Ux, u), tudzież, że to równanie téż można tak pisać: 

(33') u, F; + WF + WF + u, F4 = 0. 

Przyjmijmy teraz, że wyróżnik æ funkcyi F(u,, ug, uj, t4) jest równy 0. 
Z własności wyznaczników wiadomo, że istnieją, przy tym założeniu, wartości 
NA 44, Mz, Ug, 4, Od O różne, dla których jest jednocześnie 


F, =A, + Aptą + Aystą + Arty = 0, 
F=Axty + Anti, + Antis + Azt = 0, 
F; = Azt + Agatą + Astis + Asat = 0, 
F= Anu + Arh + Aqgtg + Apa =0. 


A zatym, jeżeli «= 0, wówczas równaniu (33') stanie się zadość, jakiekol- 
wiek dalibyśmy wartości na wy, wj, w, Wp t. je bieguny wszelkich płaszczyzn 
leżą na jednćj płaszczyźnie, którćj spółrzędne są dane przez równania (35). 
Z powyższego wynika, że i punkty styczności wszelkich płaszczyzn sty- 
cznych do powierzchni granicowćj stopnia 2-go, jako bieguny tychże pła- 
szczyzn, leżą na jednój płaszczyźnie, czyli powierzchnia granicowa stopnia 2-go 
jest płaszczyzną. Podstawmy w równaniu (28), wrazie kiedy ono przedstawia 
powierzchnią granicową stopnia 2-go, u, =0; wtedy otrzymamy 
(36) E (tti, Uz, tg, 0) =0, 
równanie stożka stycznego do powierzchni granicowéj, mającego wiérzcho- 
łek w początku spółrzędnych. Ten stożek stopnia 2-go jest styczny do 
powierzchni granicowćj, która, jak wiemy, jest płaską; widocznie przeto po- 
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wierzchnia granicowa jest ograniczona krzywą stopnia 2-go, według którćj 
właśnie ten stożek styczny przecina się z płaszczyzną powierzchni granicowćj. 
A zatym, powierzchnia granicowa stopnia 2-go jest powierzchnią płaską, ograniczo- 
ną przez krzywą stopnia 2-go, 

To, że równanie (34) wrazie, gdy «=0, przedstawia powierzchnią pła- 
ską, wynika wprost z tego, że przy u=0 wyznacznik strony lewćj tego ró- 
wnania, jest kwadratem zupełnym. Jakoż, oznaczmy przez a ilości dołączo- 
ne do elementów Aa wyróżnika æ i w wyznaczniku (34) do elementów pióćrw- 
széj jego kolumny, pomnożonych przez «,,, dodajmy elementy drugićj, trze- 
cićj i czwartćj jego kolumny, pomnożone odpowiednio przez či, %3 I 444: 
Wtedy, ponieważ 


GA + AnA + Og A ją + 04 dą =0, 
przy i=1l, 2,3, 4, otrzymamy 


Gy Ty + tala F Mals + tiata da sz 
YJ , , 


Flai, Tą, Ty, 24) = a 
u 


TEEI 
Aa , Ag , Az , 3 
Aga , Aga , Asy ; 73 
Asa ; Ag , Ay ; 94 

albo, po uporządkowaniu strony prawćj według elementów ostatnićj kolumny, 


2 
Flais Tay ©, %4) Z — (a12 + Ma2 + 440 - + data F ata)? , 
11 
albo nakoniec, z uwagi, że, wskutek a=0, jest aa? + dirr, 
Fln a, 0, 1) = — V anti +V an +V ana, +V aus) 


ZASADA DWOISTOŚCI. 


88. Powierzchnia rzędu 2-go jest zarazem powierzchnią klasy 2-ćj, 
i nawzajem, powierzchnia klasy 2-6j jest zarazem powierzchnią rzędu 2-go; 
dwojaka zatym interpretacyja wypadków z tego samego rachunku, uskute- 
cznionego na równaniu jednorodnym stopnia 2-go względem cztórech zmien- 
nych, t. j. uważanie tych zmiennych bądź jako spółrzędne punktu, bądźtćż 
jako spółrzędne płaszczyzny, prowadzi jednocześnie do dwu twierdzeń, odno- 
szących się do powierzchni stopnia 2-go. Te dwa twierdzenia odpowiadają 
sobie w ten sposób, że każdy punkt w wysłowieniu jednego z nich jest w dru- 
gim zastąpiony przez płaszczyznę, każda płaszczyzna (jako zbiór punktów na 
nićj leżących) przez punkt (jako zbiór płaszczyzn przez ten punkt przechodzą- 
cych), każda prosta uważana jako promień przez prostą uważaną jako oś, 
każda powierzchnia rzędu 2-go lub klasy 2-6j przez powierzchnią klasy 2-ćj 
lub rzędu 2-go, a w szczególności stożek rzędu 2-go (względem którego pła- 
szczyzny biegunowe wszelkich punktów przechodzą przez jeden punkt, wiórz- 
chołek stożka) przez powierzchnią granicową stopnia 2-go (względem któ- 
rój bieguny wszelkich płaszczyzn leżą na jednćj płaszczyźnie, płaszczyźnie po* 
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wierzchni granicowćj), i nakoniec krzywa przecięcia się dwu powierzchni sto- 
pnia 2-go (jako miejsce punktów spólnych powierzchniom) przez powierz- 
chnią rozwijalną styczną do dwu powierzchni stopnia 2-go (jako obwiednią 
płaszczyzn stycznych spólnych tym powierzchniom). Teoryja biegunów 
i płaszczyzn biegunowych daje nam także metodę takiego podwajania twier- 
dzeń i zagadnień gieometrycznych, t. z. metodę biegunowych wza- 
jemnych. 

Niech S będzie jakąkolwiek daną powierzchnią; uważajmy tę powie- 
rzchnią jako zbiór punktów na nićj leżących. Płaszczyzny biegunowe od- 
dzielnych punktów na S względem danćj powierzchni stopnia 2-go K, którą 
nazwiemy kierownicą, są płaszczyznami stycznymi do innéj powierzchni 
Z. Te dwie powierzchnie S i Z w ten sposób sobie wzajemnie odpowiadają, 
iż nietylko każdemu punktowi na S odpowiada pewna płaszczyzna styczna do 
X, alei nawzajem, każdćj płaszczyźnie stycznój do S odpowiada pewien punkt 
na Z. Z tego powodu dwie powierzchnie Si £ nazwiemy powierzchnia- 
mi biegunowo wzajemnymi. 

Jeżeli powierzchnia S jest rzędu n-go, wtedy powierzchnia £ jest klasy 
n-éj; albowióm m punktom, w których jedna i ta sama prosta przecina powie- 
rzchnią S, odpowiada » płaszczyzn stycznych do £, przechodzących przez 
jednę prostą, z tamtą sprzężoną względem kierownicy K (art. 73). W szcze- 
gólności, jeżeli powierzchnia § jest rzędu 2-go, jéj biegunowo wzajemna Ż 
jest klasy 2-6j, a więc i rzędu 2-go. Stąd tćż, z twierdzenia odnoszącego się 
do powierzchni rzędu 2-go można wyprowadzić inne twierdzenie, do tychże 
powierzchni się odnoszące, wypowiadając wprost twierdzenie odpowiednie dla 
powierzchni biegunowo wzajemnćj, 


ÓWICZENIA. 


(81). Okazać, że płaszczyzna biegunowa punktu (z, y', 2') względem kuli 
(z— a)? + (y—B)? + (:—1q)3 = p? jest prostopadłą do prostćj, łączącćj ten punkt 
ze środkiem kuli, 

(82). Zmalóść równanie prostćj, biegunowo wzajemnój z prostą 


8—0_ NB. Z 


m n 


i okazać, że prosta biegunowo wzajemna z prostą, przez środek powierzchni przecho- 
dzącą, jest prostą w nieskończoności. 
(83). Znaléść spółrzędne środka powierzchni 


23 + y? + 32? +, Byz + za + zy — Tz — l4y — 25z +|-1 =0. 
(84). Okazać, że powierzchnia 
ayaa? + 4y2 + 932 +- 12yz + Gze + Ary + Paat + Zaag + 2an + aa = 0 
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posiada środek w nieskończoności, lub prostą środków w nieskończoności, według 
tego, czy a,, Ż1, czytóż a =1. 
(85) Jeżeli (z, y, z) są spółrzędnymi powierzchni 
a (x? + Żyz) +- b(y? + 222) + c(2? + Zry) — ZAx— 2By— 20: + 1 =0, okazać, że 
A? + B? + (3 — 3ABC= (a? + b? + c? — 3 abc) (a3 + B3 + Y — 3a BY), 
i, że wrazie, gdy a +-b-|-c=0 i A+ B-+0=0, powierzchnia mićć będzie pro- 
Aa +4 Bb Je Ce 
atte l apno —*" 424-624-623 
(86). Równanie 32124-424224 6yz —16zx —] Gzy — 61 —12y—12:--18—0 
jest odniesione do układu prostokątnego; znalóść dostawy kierunkowe osi głównych 
powierzchni przedstawionćj przez to równanie. 
(87). Okazać, że dwie powierzchnie, których równania we spółrzędnych pro- 
stokątnych są: 


stą środków z— 


Aa? -+ By? + Cz? — (az + by + kę 4 


E E 


mąją osi główne jednakowego kierunku. 

(88). Okazać, że dwie powierzchnie 

aa? + by? + cz? + Za'yz + ZW'zz + A'ry=1, Aa? -+ By? + €z3=1 
mają — mówiąc wogólności — tylko jeden układ średnic sprzężonych jednakowego 
kierunku; lecz jeżeli 


TEOT] 


to ma miejsce nieskończenie wiele takich układów, przyczym kierunek jednéj średni- 
cy będzie jednaki we wszystkich, 

(89). Okazać, że styczne, wyprowadzone z początku do powierzchni 
JE an? +... + aa 20, leżą na stożku af — (ast +- azy + agaz + a4) = 0; 
rozważając przypadek, kiedy to miejsce sprowadza się do dwu płaszczyzn, znalćść 
warunek, aby powierzchnia / była sama stożkiem, 

(90). Równanie powierzchni 

Qqy2? + azy? + a332? + Zagzyz + Zagjzz + Zaqqry = 1, 
biegunowo wzajemnéj względem kuli (c—a)? + (y —ß)} + (z — Y)? =p, jest 
Asla — a) + By — B) + 1E — P= tE — a) taalu — B)?-+ aga(2— 1)? + 
+ 20ą(y — P) 6—1) + 204, (2—1) (2 — a) + 20122 —a) (y —), 

gdzie A,, jest wyróżnikiem strony lewćj równania powierzchni, a a, są ilościami do- 
łączonymi do elementów w wyznaczniku A44. 
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ROZDZIAŁ VII. 
KLASYFIKACYJA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 


UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO. 


89. Własności powierzchni stopnia 2-go, wyłożone w artykule poprze- 
dzającym, zużytkujemy obecnie w celu wykrycia wszelkich powierzchni, któ- 
rych równania we spółrzędnych punktu są równaniami stopnia 2-go. 

Niech 


(1) aut? aay Hast? +H agzyz+2a3,20ł-2090Y +H 20440] 2094V-t- 2042-1044 =0 
będzie danym równaniem ogólnym powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do 
jakiegokolwiek układu spółrzędnych równoległych. 
Przyjąwszy, że pierwotne osi spółrzędnych tworzą z sobą kąty A, p, v, 
t. j. że YOZ =), ZOX =p, XOY =v, odnieśmy równanie (1) do nowych 
osi OX', OY', OZ', których stosunki kierunkowe są odpowiednio (4, m4, %4), 
(lą, mą, ny), (łą, Mg, ns). Aby otrzymać równanie powierzchni względem tych 
nowych osi, można równanie (1) przekształcić linijowo zapomocą wzorów 
s=hs' +by' +a, 
(2) | y =myt' + my! -+ mąż, 
z=mt' + ny + Nz. 

Jeżeli założymy, że nowe osi spółrzędnych są równoległe do trzech kierun- 
ków sprzężonych powierzchni (art. 81), to natenczas wypadek podstawienia 
wartości (2) na z, y, z w (1) będzie następujący: 
(3) (anh? + dam? + azgny? + 2093m,N4 + Zazynył, + 209/4m,) 03 

+ (anila? + daam? + Agana? + ZzzM2N2 + ŁAZY Nala + Zayzłąmz) y"? 

+ (m1h? + azm? + ggg? + 2ang + Łagyhgł + Zaygłąm,) 2? 

+ 2(a4h + daam + agat) 2! + Z(ayglz + Azama + dana) y' + 

+ 2(aysłą + aM + 0343) 2' + aa = 0; 
albowićm spółczynniki wyrazów, w które wchodzą iloczyny y'z, zu, wy, będą 
[wskutek wzorów (23) w art. (81)] równe 0. A zatym: 
Jeżeli równanie powierzchni stopnia 2-go odniesiemy do trzech osi, które są 

równoległe do trzech kierunków sprzężonych tój powierzchni, to w otrzymane równa- 
nie nie wejdą wyrazy, zawierające iloczyny spółrzędnych. 
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Przyjmijmy w szczególnym przypadku, że nowe osi są równoległe do 
trzech osi głównych, t. j. do trzech kierunków sprzężonych i do siebie wzaje- 
mnie prostopadłych. Równanie powierzchni będzie wtedy kształtu (3), na 
wyznaczenie zaś stosunków kierunkowych nowych osi mićć będziemy równa- 
nia następujące (art. 82): 

(04, —8)1 + (017 —SC0SY)m + (0,3 —scosy)n= 0, 
(4) (aqq —SCOSV)JI + (dzą —S)M + (aqq —sCOSX)n=0, 

(azı —scosp)l + (aaz — SCOSX) m + (az, —s)n =b; 
gdzie s jest pierwiastkiem równania stopnia 3-go, 


(5) A (8) = | 41 —8 , dqa—SCOSY , Qy3—SCOSY |=0, 
dzą —SCOSY ; dzą — S ,; a23 — SCOSÀ 
azı —SCOSE , dzą —SCOSÀ , dzą — S 

przyczym 

(6) B + m? +- n? + 2mncosà + 2nlcosy + Amcosy=1. 


Wzory (4), (5), (6) upraszczają się wrazie, kiedy pierwotny układ spółrzę- 
dnych jest prostokątny, t. j. A =p =y =; - Takich wzorów uproszczonych 
będziemy używali w ćwiczeniach. 

Mnożąc równania (4) odpowiednio przez /, m, n, a następnie je dodając, 
otrzymujemy, uwzględniając jeszcze związek (6), 

ul? + dam? + dązn? -+ 2a ymn + 2az,ml -} 2al M = S. 
Stąd czytamy, że spółczynniki przy %2, y?, 2% w równaniu (3) są pierwiastkami 
równania (5). Oznaczywszy zatym te pierwiastki przez 54, są i są, tudzież, dla 
skrócenia, położywszy: 
(7) sly tym azylu EH, yła AM4 lana = ħa, islat aasma Azyl = hg, 
będziemy mogli równanie (3) tak pisać 
(8) 8,02 + Szy”? +332? + 2y! + May! + Zhgz! +- ay = 0. 

90. Przekształómy teraz równanie (8) przez przeniesienie początku 
spółrzędnych do innego punktu, przy zachowaniu jednak tego samego kie- 
runku osi. Oznaczając przez (a, ß, y) spółrzędne początku nowych spółrzę- 
dnych, potrzeba w równaniu (8) podstawić 
(9) w=a+4 yY' =B +y, =t 
Wskutek tego otrzymamy 
(10) s12? + Szy? + 832 + 2 (h, + s12) + 2(hą + SB) + 2(hg + Syf)z +k =0, przy 
(11) k=s,a2 +- S8? +- szy? + 2na + MaB +- hay + 044, 
jako równanie powierzchni stopnia 2-go, odniesione do trzech osi prostokąt- 
nych, równoległych do osi głównych powierzchni i przecinających się w pun- 
kcie, którego spólrzędne względem osi X', Y', Z! są (a, ß, v), a przeto wzglę- 
dem osi pierwotnych (La + lag + bi, ma ++ mp + my, na- nB -+ nar). 
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Można skorzystać z nieoznaczoności spółrzędnych (a, ß, y), aby równa- 
nie (10) sprowadzić do postaci jaknajprostszćj. W tym celu należy rozró- 
żnić trzy przypadki: (I), kiedy pierwiastki równania” (5), t.j. Afs)—=0, są 
wszystkie trzy od 0 różne; (IT), kiedy jeden pierwiastek tego równania jest 
0, i (IID), kiedy dwa pierwiastki równania A(s)=0 są równe 0. Przypadek, 
kiedy wszystkie trzy pierwiastki równania A(s)=0 są =0, jest niemożebny, 
gdyż wtedy równanie (10) byłoby równaniem stopnia 1-go. 

I. W piórwszym przypadku, możemy wziąć 


(12) a=— 2, p=— 2, 1=-Ż. 
Wskutek tego równanie (10) przejdzie na 

(13) 81? + Say? + Są2? |- k=0, 
gdzie, według (11) i (12), 

(14) i k= üy — (81% + sz]? + S3(7). 


Z samego kształtu równania (13) widoczna, że powierzchnia stopnia 2-go 
przedstawiona przez to równanie posiada środek i że tym środkiem jest po- 
czątek spółrzędnych. To samo wynika wprost z równania (5). Jakoż, skoro 
to równanie nie posiada pierwiastka = 0, to wyznacznik 


(15) AgE| Gy » t2, tal, 
z1 ; dą2 ; dag 
A31 » dzą » Q33 


będący w owym równaniu wyrazem od s niezależnym, nie może być =0, 
a więc (art. 78) powierzchnia (1) posiada jeden, ale tylko jeden środek w od- 
ległości skończonćj. 
Oznaczmy przez a?, b?, c? wartości bezwzględne stosunków —Ę — — . 
1 2 3 
Natenczas, zależnie od tego, jakimi są znaki liczb sy, są, sz, k, równanie (13) 
przywiedzie się, dla k0, do jednego z cztćrech kształtów: 


æ? y? g2 


(L) atryt PZ 1, 
(1) utyta=—1 
t) A a 1 
(L) T+- 5L 


Wrazie zaś, jeżeli k= 0, mićć będziemy, oznaczając przez a?, b?, cż wartości 


bezwzględne liczb ż, Li > jeszcze dwa następujące kształty: 
1 2 3 
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y? g2 
(I;) a F pa a 
z? y? g2 A 
(15) atyuta= 


Powierzchnie (I,) — (I) należą wszystkie do rodzaju pićrwszego (art. 
78) i dó'działu pićrwszego, t. j. do tych, które posiadają tylko jeden środek 
w odległości skończonćj. Powierzchnią (I,) nazywamy elipsojdą rze- 
czywistą; powierzchnią (Il) elipsojdą urojoną (gdyż, według równa- 
nia téj powierzchni, suma liczb dodatnych równa się liczbie ujemnćj); po- 
wierzchnia (I) hiperbolojdą jednopowłokową; powierzchnią (14) 
hiperbolojdą dwupowłokową. Równanie zaś (I;) (będąc jednoro- 
dnym stopnia 2-go) przedstawia stożek rzeczywisty rzędu 2-go. 
Równaniu nakoniec (I,) może uczynić zadość jedynie punkt z=y=z—=0; 
wszakże powiadamy, że ono przedstawia stożek urojony. 

I. Załóżmy, że s,=0. W tym przypadku, skoro Ax, =0, powierz- 
chnia albo posiada jeden środek w nieskończoności, albo prostą środków. 

Ponieważ z założenia, sz i sz są różne od 0, zatym można wziąć 


Em. WĘCSE. A 
(16) ET PRZY 
Wskutek tego, równanie (10) przywiedzie się do 
(17) Szy? +83? + 2h, 0 + k= 0, 
gdzie teraz 
(18) k=2h,a — sB? — Sz? + lyss 
Jeżeli więc h, 2:0, wówczas dla wyznaczenia æ można przyjąć k=0, skąd 
Sa]? + Są? — a 
(19) gs aß ja i, 
a równanie sprowadzi się do 
(20) Szy? +- 332? + hæ = 0. 
Jeżeli zaś hı =0, wówczas jakiekolwiek byłoby «æ, miéć będziemy 
(21) Szy? + 832? + k=0, 
gdzie 
(22) k= lg, — sz]? — sz?. 


Oznaczmy w piérwszym przypadku przez p i q wartości bezwzględne 
ły . 
stosunków Ao i RA Natenczas, zależnie od tego, jakimi są znaki liczb 
S2» Sz, hy równanie (20) sprowadzi się do jednego z dwu kształtów: 


2 2 
(L) z + jj =2, 
P 2 
(II) Si Toe 
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Równanie zaś (21), jeżeli przez b? i c? SE wartości bezwzględne sto- 


sunków ZABI i —ż: lub tóż =à i—— 2 (według tego, czy kZ0, czytóż 
2 

k—=0), sprowadzi się do jednego z ala ameni kształtów: 
(Ik) A a b 

yż 2 
(1) har l, 

y 2 i 
(II) b2 TE (2 = 1; 

y? g2 
(Œ) < a 1, 

2 2 

(m) Sz © 
» y? g? ii 
(s) p2 T aa 0. 


Powierzchnie (II,) i (IT) należą do działu drugiego w rodzaju pićrw- 
szym, t.j. do tych, które posiadają jeden środek ale w nieskończoności; 
piórwszą z nich nazywamy parabolojdą eliptyczną, a drugą para- 
bolojdą hiperboliczną. Powierzchnie zaś (II) — (Ms) należą do ro- 
dzaju drugiego działu piórwszego, t. j. do tych, które mają prostą środków 
w odległości skończonćj. Widocznie oś «-ów jest tą prostą środków. Po- 
wierzchnie (IL) i (II,) są walcami, których ślady na płaszczyźnie yz są 
elipsami (odpowiednio: rzeczywistą lub urojoną). Podobnież powierzchnie 
(II,) i (le) są walcami, których ślady na płaszczyźnie yz są dwiema hi- 
perbolami sprzężonymi. Nakoniec równania (II,) i (lę) przedsta- 
wiają pary płaszczyzn (odpowiednio: rzeczywistych lub urojonych), 
przecinających się według osi z-ów. 

III. Załóżmy, że s =s, =0, a s0. W tym przypadku można 
wziąć 


(23) y=) 


wskutek czego równanie (10) przejdzie na 


(24) 822 + 2h + Zlny + k=0, 
a równanie (11) na 
(25) k=2h,a + MB — SY? + a44. 


Ponieważ kierunki główne, odpowiadające pierwiastkom s4=s,=0 są nie- 
oznaczone, dla pierwiastka bowióm podwójnego równania A(s)=0 równa- 
nia (4) nie są od siebie różne (art. 83), więc dla wyznaczenia kierunku 
(lą, mą, na), odpowiadającego pierwiastkowi s=0, można do równań (4) do- 
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łączyć np. równanie h, = sl, - 24m3 + dzy, =0, a wtedy kierunek (l, my, m) 
będzie prostopadły do obu kierunków (łą, mą, na) i (ls, mą, na). Przyjąwszy, 
że ħi 204 F 24M, + agan, jest od O różne, będzie można wówczas jeszcze 
przyjąć, że 


2 
(26) k=2h,a — szj? + a, =0, skąd a=» 
1 
wskutek czego mićć będziemy, zamiast (24), 
(27) 832? + Zlyc=0. 
A jeżeli także hy=0, natenczas będzie 
(28) s3 -+k=0, gdzie k=da4— 9%. 

Gdy przez p oznaczymy wartość bezwzględną stosunku =h, to ró- 
wnanie (27) przywiedzie się do jednego z dwu kształtów: , 
(ILL) 22 = 2px, 

(I) 22 —— 2px. 


Gdy zaś przez c* oznaczymy wartość bezwzględną stosunku — a to równa- 
nie (28) przywiedzie się do iy 


(I) B=, 
(III,) 2=—e, 
Wrazie nakoniec, gdy k=0, mamy jeszcze 
(III) A>=0. 


Równania (ITL,) i (III) przedstawiają walce, których śladami na 
płaszczyźnie zx są parabole. Te dwie powierzchnie należą do działu dru- 
giego w rodzaju drugim, t. j. do tych, które posiadają prostą środków w nie- 
skończoności. Równania (ILI[„) i (II) przedstawiają pary płaszczyzn 
równoległych: pićrwsze rzeczywistych, a drugie urojonych. Nakoniec 
równanie (III„) przedstawia jednę płaszczyznę podwójną. 

91.  Rozumiejąc przez 54, s,, sz pierwiastki równania (5), t.j. A(s)=0, 
przez (4, mą, ny), (lą, mą, na), (łą, mą, ns) kierunki tym pierwiastkom odpowia- 
dające, które można wyznaczyć zapomocą równań (4), zaś h, ħa hy, a, B, 4, k 
według okrćślających je równań (7), (12) i (11), będzie można wypadki po: 
przedzających badań tak z sobą zestawić: 
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k | powierzchnie stopnia 2-go 


CJ 
= 
Ś 
= 
ma 


z | elipsojda 
hiperbolojda jednopowłokowa 
hiperbolojda dwupowłokowa 
stożek 

parabolojda eliptyczna 
parabolojda hiperboliczna 

walec eliptyczny 

walec hiperboliczny 

oś ©-ów 

dwie płaszczyzny przecinające się 
walec paraboliczny 

dwie płaszczyzny równoległe 
płaszczyzna zy. 


o H+ 


oooocosooookkkk 
oo HH 


osok++RRRRRIEH 
KRRH+ I RH RHHH HE 


ockoooo|H 


oH 


Oprócz tych trzynastu powierzchni, równanie stopnia 2-go nie przedstawia 
żadđnéj innéj powierzchni, któraby istniała gieometrycznie. Przystąpimy teraz 
do bliższego zbadania kształtów tych powierzchni. Ograniczymy się jednak 
do rozważania tylko pięciu z nich, a mianowicie: elipsojdy, hiperbolojdy jedno- 
i dwupowłokowćj, parabolojdy eliptycznéj i parabolojdy hiperbolicznćj; 
pozostałe bowióm są nam już znane. Pićrwsze trzy stanowią pićrwszy dział, 
a dwie ostatnie drugi dział rodzaju piórwszego powierzchni stopnia 2-go, t. j. 
trzy piórwsze posiadają środek jeden w odległości skończonćj, a dwie ostatnie 
posiadają także jeden środek, ale w nieskończoności. Pićrwsze trzy zowią 
się pospolicie powierzchniami stopnia 2-go ze środkiem, a dwie 
ostatnie powierzchniami stopnia 2-go bez środka. 


POWIERZCHNIE STOPNIA 2-GO ZE ŚRODKIEM. 


92. ErrpsoJpa. Powierzchnią stopnia 2-go, którćj równanie daje się 

sprowadzić do postaci 

; x? 2 g2 
(1) aż LF = + a= 1, 
nazwaliśmy elipsojdą. 

Z kształtu równania (1) widzimy, że « 
może się zmieniać tylko od —a do +4, y 
od —b do +b, a z od —c do +c. Jeżeli 
więc weźmiemy na osi z-ów po obu stronach 
początku długości OA=A'0=a, na osi 
y-ów długości OB=B'O =b, na osi z-ów 
długości 0C = 0'0 =c, i przez punkty A i A', 
B iB', CiC' poprowadzimy płaszczyzny 
odpowiednio równoległe do płaszczyzn YZ, 
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ZX i XY, natenczas elipsojda (1) będzie całkowicie zawarta wewnątrz tak 
utworzonego równoległościanu. Początek jest środkiem elipsojdy; albowićm, 
jeżeli w równaniu (1) wstawimy 


(2) «©=rcosa, y=rcosf, 2—=rcos4, 
to otrzymamy równanie 

1 _cosła , cos*8 , cos?y 
(3) AROŻ WB 7% + ga" 


które da na r dwie wartości liczebie równe, ale z przeciwnymi znakami. Każda 
więc cięciwa, przechodząca przez początek, jest w tym punkcie podzielona na 
dwie części równe. 

Każda z płaszczyzn spółrzędnych przechodzi przez dwa kierunki główne 
elipsojdy; albowióm każda z nich jest miejscem środków cięciw równoległych 
do osi, która jest do nićj prostopadłą. Jakoż, cięciwy równoległe np. do osi 
z-Ów, t. j. cięciwy, przedstawione przez równania 


s= y=}, 


przecinają elipsojdę (1) w dwu punktach, dla których mamy 


=+ 1-5-6 
Płaszczyzny spółrzędnych przecinają elipsojdę według trzech elips 

BCB'C', CAC'A', ABA'B', które nazywają się przekrojami główny- 
mi elipsojdy. Jeżeli przetniemy elipsojdę (1) płaszczyzną równoległą do 
płaszczyzny YZ, to otrzymamy w przekroju elipsę, przedstawioną przez ró- 
wnanie 

y? g2 g? 

DRATI 
któréj środek leży na osi z-ów, a osi są równoległe do osi y-ów i z-ów i mają 
długości równe odpowiednio 


g3 ga 
»|j/1-5 1 2ej/ 1-5. 


W miarę, jak płaszczyzna przekroju oddala się od płaszczyzny YZ, elipsy 
przekroju coraz więcćj maleją, pozostają wszakże homotetycznymi względem 
elipsy przekroju głównego BOB'C'. Taksamo rzecz się ma z przekrojami 
równoległemi do dwu płaszczyzn ZX i XY. A zatym przekroje elipsojdy 
(1), równoległe do którójkolwiek z trzech płaszczyzn spółrzędnych (głównych), 
są elipsami homotetycznymi z elipsą przekroju głównego. Stąd zaś wypada, 
że osi spółrzędnych, czyli kierunki główne, są osiami symetryi elipsojdy. Od- 
cinki A'A=2a, BB=2%, 'C=2c nazywamy długościami osi elipsoj- 
dy i jeżeli założymy a>b> c, to 2a jest jéj osią większą, 2b osią średnią, 
2c osią mniejszą. Punkty końcowe A i A', BiB, CiC' na osiach zowie- 
my wiórzchołkami elipsojdy. 
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Podstawiając w (3) raz cos?a=— 1 — cos?8 — cos?7, a drugi raz cos?y = 
= 1] — cos*a — cos? $, mióćć będziemy 


1 1 1 1 1 1 

65) AAT € ii 5) dii i FT a eh 
1 1 1 1 1 

== —(la-z cos?a, — (2 — ż) cos? ĝ. 


Ponieważ z założenia a œb>œc, przeto widoczna z tego równania, że 
EZZA, 

Elipsojda jest więc powierzchnią zamkniętą, a odległości jéj punktów od 

środka są conajwięcćj równe a(E=1=$, 1=0), a conajmnićj równe 

(a= B=, 1=0). O innych przekrojach będzie mowa w rozdziale na- 


stępującym. | 
W szczególnym przypadku, jeżeli b=c, równanie (1) sprowadza się do 


2o ppe 
(4) pr z2 =] 


i przedstawia elipsojdę obrotową, t. j. elipsojdę, którą utworzymy 
przez obrót elipsy 


g? y? 
atysh —J0) 


około osi większćj (na osi «-ów). Istotnie przekroje elipsojdy (4), prostopa- 
dłe do osi z-ów, są kołami. Elipsojdę (4) nazywamy elipsojdą wy- 
dłużoną. 

Jeżeli zaś a=b, to równanie (1) sprowadza się do 


æ? 2 2 

(5) aa pla A. EL 
i przedstawia elipsojdę obrotową spłaszczoną, t. j. elipsojdę utwo- 
rzoną przez obrót elipsy 

8, 2 

PJ RI aT 1, y=0 
około osi mniejszćj (na osi 2-ów). 

Nakoniec, wrazie, gdy a= b =c, równanie elipsojdy (1) przywodzi się do 

(6) 2 +y + 23 =aż 
i przedstawia kulę, nakróśloną promieniem a z początku spółrzędnych. 


93. HIPERBOLOJDA JEDNOPOWŁOKOWA. Powierzchnią, którćj równanie 
daje się przywieść do postaci 


(1) 272 MU. 


http://rcin.org.pl 


KLASYFIKACYJA POWIERZCHNI STOPNIA DRUGIEGO. — 94, 399 


nazwaliśmy hiperbolojdą o jednéj powłoce. Płaszczyzna XY przecina tę 
hiperbolojdę według elipsy ABA'B'; płaszczyzny zaś ZX i YZ przecinają 
ją według hiperból: piórwsza według hiper- 
boli, którćj osią rzeczywistą jest A'A, a oś 
urojona leży na osi OZ, a druga według 
hiperboli, którćj osią rzeczywistą jest B'B, 
a oś urojona leży na osi OZ. Przekroje ró- 
wnoległe do płaszczyzny XY są elipsami 
homotetycznymi, 

g2 2 g2 

aty=t+*a 


mającymi środki na OZ, a ich osi 


g? g2 


coraz więcéj rosną, wmiarę tego, jak ich 
płaszczyzny, czyto z jednćj, czytćż z drugićj 
strony, coraz więcćj oddalają się od płaszczyzny XY; elipsa najmniejsza 
ABAB', wyznaczona przez płaszczyznę XY, zowie się elipsą szyjną. 

Hiperbolojda (1) składa się więc z jednćj powłoki ciągłój, która ros- 
ciąga się do nieskończoności, rozszćrzając się coraz więcéj po obu stronach 
elipsy szyjnćj. 

Płaszczyzny równoległe do płaszczyzn XZ przecinają hiperbolojdę je- 
dnopowłokową (7) według hiperból homotetycznych, mających środki na osi 
y-ów; podobnie przekroje równoległe do płaszczyzny YZ są hiperbolami ho- 
motetycznymi, lecz mającymi swe środki na osi «-ów. Stąd wypada, że 
z trzech kierunków głównych, każdy z kierunków OX i OY przecina hiper- 
bolojdę jednopowłokową w dwu punktach A, A' i B, B', gdy tymczasem trzeci 
kierunek główny OZ leży wewnątrz powierzchni. AA'=2a, BB'= 2b, są 
długościami obu osi rzeczywistych; te osi są osiami elipsy szyjnój, a 2c jest 
długością osi urojonćj. 

Jeżeli a=b, to równanie (1) zamieni się na 
(8) gx? — y? g2 


ar UAE 


i przedstawia hiperbolojdę jednopowłokową obrotową, t.j. mo- 
gącą się utworzyć przez obrót hiperboli 
©. a 
około osi urojonćj OZ. 
94. HIPERBOLOJDA DWUPOWŁOKOWA. Równanie kształtu 


2 2 2 
(9) ata arl 


aż" b2 (2 
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przedstawia, jak powiedzieliśmy, hiperbolojdę dwupowłokową. Płaszczyzny 
YZi ZY przecinają tę powierzchnią według hiperból, których oś rzeczywi- 
sta O0' =2c ma kierunek osi OZ. Pła- 
szczyzna XY nie przecina tćj powierzchni, 
atoli przekroje równoległe do tój płaszczy- 


Z 
NZ zny są elipsami 
a? y2 ME 
U atzy=sa"l 
0 
c” 


X homotetycznymi, mającymi środki na osi 
OZ, a których osi 


PEM PEM 
f 2aj/ 5-1, »|/ 7-1 


są rzeczywiste dopićro przy :3>c*%. Jeżeli 
więc przez CiC' poprowadzimy płaszczy- 
zny równoległe do XY, natenczas między 

Fig. 82. tymi płaszczyznami nie będzie się znajdował 
żaden punkt powierzchni. 

Jeżeli płaszczyzna przekroju oddala się od punktu © w kierunku do- 
datnych z-ów, lub od punktu ©' w kierunku ujemnych z-ów, to elipsa prze- 
kroju, pierwotnie zredukowana do jednego punktu, powiększa się nieograni- 
czenie. Hiperbolojda (9) składa się więc z dwu powłók, rosciągających się 
do nieskończoności i od siebie oddzielonych. Z trzech osi powierzchni jedna 
CC'=2c jest rzeczywistą, a dwie inne 2a, 2b są urojonymi. 

Jeżeli dwie osi urojone, 2a i 2b, są sobie równe, to równanie (9) spro- 
wadza się do 


æ? -+ y? g2 
(10) at a 


i przedstawia hiperbolojdę dwupowłokową 'obrotową, którą 
można utworzyć przez obrót hiperboli 


a? g2 


około osi rzeczywistéj OZ. 

95. STOŻEK ASYMPTOTYCZNY. Dwie hiperbolojdy, z których jedna jest 
jednopowłokową, a druga dwupowłokową, nazywamy sprzężonymi, jeżeli 
obie mają ten sam środek i teżsame osi, co do wielkości i kierunku, a osi 
rzeczywiste jednćj są urojonymi drugićj. Równania 

2 2 2 
(11) u tytąsti, 


przedstawiają zatym dwie hiperbolojdy sprzężone. 
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Obie hiperbolojdy mają spólny stożek asymptotyczny; albowióm równa- 

nie tego stożka tak dla jednój, jak i dla drugićj powierzchni jest (art. 78) 
ga y? ga. 

0% atp g=0 
Hiperbolojda dwupowłokowa jest wtedy cała 
wewnątrz stożka asymptotycznego, który 
znowu jest wewnątrz hiperbolojdy jednopo- 
włokowćj. Te trzy powierzchnie przecinają 
się w odległości nieskończonćj. 

96. ZWIĄZKI MIĘDZY DŁUGOŚCIAMI OSI 
I DŁUGOŚCIAMI ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH. Trzy 
powierzchnie stopnia 2-go ze środkiem, od- 
niesione do swych osi, jako osi spółrzędnych, 
można przedstawić przez jedno równanie 


2 2 2 
(13) tht; 


w elipsojdzie wszystkie trzy osi 2a, 2b, 2e 
są rzeczywiste; w hiperbolojdzie jednopo- Fig. 83. 

włokowćj oś 2c jest urojona, a więc za c na- 

leży wtedy w tym równaniu przyjąć c) —1; w hiperbolojdzie dwupowłoko- 
wój = i 2b są urojone, a więc za aib należy wtedy przyjąć a|/ —1 
ibp —1. 

Jeżeli zamiast osi tych powierzchni weźmiemy którykolwiek z układów 
średnie sprzężonych za osi spółrzędnych, to równanie każdój z tych trzech 
powierzchni będzie takie samo, jak wtedy, kiedy osiami spółrzędnych są kie- 
runki główne tych powierzchni. Albowićm, ponieważ środek jest początkiem 
spółrzędnych, nióma wyrazów zawićrających potęgi pićrwsze spółrzędnych, 
a wskutek przyjęcia kierunków trzech średnic sprzężonych za kierunki osi 
spółrzędnych, znikną wyrazy zawićrające iloczyny yz, zrixy. Równania 
zatym tych trzech powierzchni, odniesione do trzech średnie sprzężonych, bę- 
dą kształtu: 

2 2 2 
z pozie 
gdzie A, B, © są liczbami rzeczywistymi lub urojonymi. 

Ażeby znalóść te liczby sposobem najkrótszym, należy tak postąpić. Je- 
żeli hy, my, na; lą, Ma, Ma; lą Mg, NĄ SĄ dostawami kierunkowymi osi X, Y, Z 
równania (14) względem osi X, Y, Z równania (13), natenczas, chcąc otrzymać 
równanie (14), należy lewą stronę równania (13) przekształcić linijowo, kładąc 


c=1L1X +ŁY +Z, 
(15) y=mX + mY +- mZ, 


z =n, X +Y +Z. 
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To przekształcenie linijowe powinno, jak wiemy, zamienić wyrażenie kwadra- 
da y? ge : X? Y2? Z2 ` 

towe GA +y -H gra wyrażenie kwadratowe A + EB -4 Gzi è że jedno- 

cześnie wyrażenie kwadratowe £2- y? + 2? powinno przejść na X?+- Y?+Z24+ 

+ 2Y Zcosk +2ZXcosp + 2XYcosy, gdzie A, œ, y oznaczają kąty między 

nowymi osiami Y i Z, Zi X, X iY, przeto jednocześnie wyrażenie kwa- 


dratowe 
Ge ra Er)” 


powinno przejść na 


(ht) +(+ y2 +t Z2 + 2% YZcosà + 24 ZX cosy + 
+- 2% XY cosv. 


Jeżeli piórwsze wyrażenie kwadratowe przy pewnój wartości na % jest sumą 
dwu kwadratów, to i drugie wyrażenie jest także sumą dwu kwadratów. 'Stąd 
wypada, że wyróżniki obu wyrażeń stają się równymi 0 przy tój samćj warto- 
ści na %, t. j. że pierwiastki obu równań 


GGE) 
1 | 


EY cosy , xcoseę |=0 
ACOSY , pita, %COSÀ 
%COSIŁ , 4COSA , wt 


są jednakie. Uporządkowawszy te równania i przyrównawszy do siebie spół- 
czynniki przy tych samych potęgach liczby niewiadomćj % obu równań, otrzy- 
mamy trzy związki: 
A? + B? -+ 02=a? 4-02 e? 
(16) B2C2sin?) + C2A ?sin?p -+ A2B?sin?y = b?c? + c?a? + a??, 
ABCV I— cos?) — cos?y — cos?y + 2cos A cosp cosy = abe, 


a znich, przy danych a, b, c i kierunkach średnic sprzężonych, wyznaczymy 
A,BiC. 

Ponieważ liczba kwadratów dodatnych, ujemnych i równych zeru, na 
których sumę roskłada się wyrażenie kwadratowe, nie zmienia się wskutek 
przekształcenia linijowego (część I, rozdział V), przeto w lewćj stronie równania 
(14) będzie tyle kwadratów dodatnych i ujemnych, ile w lewój stronie równa- 
nia (13). Możemy więc przyjąć, że dla hiperbolojdy jednopowłokowćj © jest 
również urojone, a dla hiperbolojdy dwupowłokowój urojonymi są A i B. 
2A, 2B, 2C są długościami trzech średnic sprzężonych; wszystkie więc trzy 
są rzeczywistymi w elipsojdzie, jedna z nich 2C jest urojoną w hiperbolojdzie 
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jednopowłokowćj, a dwie z nich 2A i 2B są urojonymi w hiperbolojdzie dwu- 
powłokowćj. 

Wiedząc to, możemy równania (16), odnosząc je do którćjkolwiek 
z trzech powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, tak ogólnie przeczytać: 

a. Suma algiebraiczna kwadratów długości którychkolwiek trzech średnic 
sprzężonych jest stała, 

b. Suma algiebraiczna kwadratów pól trzech równoległoboków, utworzonych 
przez każdą parę średnie któregokolwiek układu trzech średnie sprzężonych, jest 
stała. 

c. Objętość równoległościanu, którego krawędziami są trzy którekolwiek śre- 
dnice sprzężone, jest stała, 


POWIERZCHNIE STOPNIA 2-GO0 BEZ ŚRODKA. 


97. PARABOLOJDA ELIPTYCZNA. Powierzchnią, przedstawioną przez ró- 
wnanie 


y? g2 
1 — L —=2 
( ) p g q , 


nazwaliśmy parabolojdą eliptyczną. Ta powierzchnia przechodzi przez po- 
czątek spółrzędnych; przekroje główne na XY i ZX są parabolami P i Q, 
których oś spólna ma kierunek OX. 

Przetnijmy powierz- 
chnią (1) płaszczyzną do OX 
prostopadłą. Dla c=0 
przekrój redukuje się do 
punktu O, dając zaś na æ 
wartości dodatne i coraz 
większe, otrzymamy elipsy 
homotetyczne, których środ- 
ki leżą na OX i które nie- 
ograniczenie wzrastają. Pa- 
rabolojda eliptyczna (1) jest 
więc jedną powłoką nie- 
skończoną, położoną całko- 
wicie z prawćj strony pła- Fig. 84. 
szczyzny YZ. Oś OX jest 
osią symetryi téj powierzchni, a punkt O jéj wićrzchołkiem. 

Przekroje równoległe do płaszczyzny XY są parabolami równymi pa- 
raboli P i mającymi swe wićrzchołki na paraboli Q. Taksamo przekroje 
równoległe do płaszczyzny ZX są parabolami równymi paraboli Q, mającymi 
swe wićrzchołki na paraboli P. O innych przekrojach płaskich będzie mowa 
w rozdziale następującym. 

Jeżeli p— 4, parabolojda będzie obrotową. 
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98. PARABOLOJDA HIPERBOLICZNA. Powierzchnią, przedstawioną przez 
równanie 


(2) e iik 


nazwaliśmy parabolojdą hiperboliczną. Przekroje główne na XY i ZX są 
dwiema parabolami P i Q, których osi mają kierunki przeciwne na osi z-ów. 
Płaszczyzna Y Z przecina powierz- 
chnią według dwu prostych OA 
i OB, tworzących z osią OZ kąty, 


których styczna jest równa y Z . 


Przekroje równoległe do płaszczy= 
zny YZ są hiperbolami takimi, 
iż wrazie, gdy ten przekrój leży 
po prawćj stronie płaszczyzny Y Z, 
oś rzeczywista hiperboli jest ró- 
wnoległa do osi y-ów, a wrazie, 
gdy ów przekrój leży po lewój 
stronie płaszczyzny YZ, oś rze- 
czywista hiperboli jest równoległa 
do osi z-ów. Rzuty tych wszyst- 
kich hiperból na płaszczyzny YZ 
mają stosunek osi stały, mianowicie 2 2pr:2/ 2gz = p: a; dla 
wszystkich przeto tych hiperból przekrój główny na YZ przedstawia ich 
asymptoty. Parabolojda hiperboliczna jest więc powierzchnią, która się 
składa z jednój powłoki, rosciągającćj się do nieskończoności po obu stronach 
płaszczyzny YZ. Oś OX jest osią symetryi tój powierzchni; punkt O jest 
jéj wićrzchołkiem. 

Przekroje równoległe do płaszczyzny XY są parabolami równymi para- 
boli P, mającymi swe wićrzchołki na paraboli Q; przekroje zaś równoległe do 
płaszczyzny ZX są parabolami równymi paraboli Q, mającymi swe wićrz- 
chołki na paraboli P. Osi pićrwszych i drugich paraból są równoległe do 
osi z-ów, lecz zwrócone w strony przeciwne. O innych przekrojach będzie 
mowa późnićj. 

Równanie 


Fig. 85. 


y? g2 
3 ————0 
(3) PORA” 
przedstawia stożek asymptotyczny parabolojdy (2). Stożek ten roskłada się 
na dwie płaszczyzny 


m PORI JE IZPRAA E 
9 Poka i JR” 
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które przechodzą przez oś x-ów i przez te dwie proste OA i OB. Te dwie 
płaszczyzny są płaszczyznami asymptotycznymi parabolojdy hiperbolicznćj 
(2); są one miejscem asymptot przekrojów równoległych do płaszczyzny YZ. 

99. RÓWNANIA OBU PARABOLOJD, ODNIESIONE DO JAKICHKOLWIEK TRZECH 
KIERUNKÓW SPRZĘŻONYCH. Równania obu tych parabolojd można przedstawić 
przez jedno równanie 


(5) g + A 22, 


pamiętając, że jeżeli parabolojda jest hiperboliczną, to parameter g jest 
ujemny 

Jeżeli przez l, m, n oznaczymy dostawy kierunkowe jakićjkolwiek pro- 
stój, natenczas równanie płaszczyzny średnicowćj powierzchni: (5), z tą pro- 
stą sprzężonćj, będzie następujące [art, 77, (21')]: 


(6) p” +zn=l czyli mqy + npz =lpq. 


Stąd widzimy, że wszystkie płaszczyzny średnicowe obu parabolojd mają tenże kie- 
runck, mianowicie kierunek ich osi (t. j. osi OX), Z tego wypada, że dwa kie- 
runki (łą, ma, na) i (łą, mą, ng) wraz z kierunkiem osi z-ów, czyli z kierunkiem 
(4 =1, m, =n, =0), przedstawiają trzy kierunki sprzężone powierzchni (3), 
jeżeli [art. 81, (23)] 


Mams | Mata _ 
(7) p 0 


Weźmy te trzy kierunki sprzężone za nowe kierunki osi «,y,ż. Aby 
równanie (5) odnićść do tych nowych osi, dość przekształcić je linijowo, pod- 
stawiając 
s= + by + be, 
y=" my + myć, 
= Nay' + Ng?’ 

Wskutek tego przekształcenia, przy uwżględnieniu związku (7), jest 
a | a (z m.) eaa Aly! + Zle! 
(++ (+) ew + y + 4d. 
A jeżeli następnie przeniesiemy początek do punktu (a, $, 4) i wyznaczymy 
spółrzędne tego punktu z warunków, aby spółczynniki przy y i z i wyraz nie- 
zależny były równe 0, to otrzymamy ostatecznie równanie 


(8) 


(9) PPSA 
gdzie 

1 Ma? | Na? l  m;? , 43 
0 > Apia TABEL E I BABIA 
(10) E TET BAE dk BARY 
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Równanie więc parabolojd, odniesione do jakichkolwiek trzech kierunków 
sprzężonych, gdy początek spółrzędnych leży na ich powierzchni, jest takie 
samo, jak równanie odniesione do kierunków głównych. Między parametrami 
Pi Q w równaniu (9), a parametrami p ig w równaniu (3) mają miejsce 
związki (10). Nadto, ponieważ lewa strona równania (9) jest wypadkiem 
przekształcenia linijowego (8) lewćj strony równania (5), przeto parametry 
P i Q mają znaki jednakie, lub różne, według tego, czy parametry p iq są 
tegoż samego znaku, czytóż znaków różnych. 


ĆWICZENIA. 


(91). Okróślić bliżój powierzchnie, przedstawione przez następujące równania 
(spółrzędne prostokątne): 
1. 82—12? —y? + try =a? 
. yz+ zr 4 ry=a?. 
a? -H y? + 2? H 2yz +- Azz + 2ry= l. 
22 +y? + 2(yz + za + ry) =a? 
2:2 — Hz? — 2y? + 10zy + 4yz + 4y + 162 + 16—0, 
z? +- Z(yz + zz + zy) + 2(z—y— 1)= 0. 
a? -+ y? + 8323 -+ Byz + zz + zy — Tr— 14y— 252z + d=0. 
8. 5y? — 2r?—2?— 4ry— byz + 8zz= 1. 
(92). Okazać, że równanie we spółrzędnych prostokątnych 
ayt? + 4y? + 922+ 12yz -+ zz + 4cy-|- Zając + 2azay + Zagyz + aqq "0 
będzie przedstawiało parabolojdę eliptyczną, walec paraboliczny, lub parabolojdę hi- 
perboliczną, według tego, czy a œ>, =, czytóż <1. 
(93). Jakie powierzchnie przedstawia poprzednie równanie, a). jeżeli 
Ban = 2ag4, 1>>=<L, iD). jeżeli 60,4 = 3a, =2axy, yy "1. 
(94). Zbadać, jakimi są powierzchnie z? +- 2y? + 2:2 — 2(1 —yjyz— 2z1 = (3 
przy rozmaitych wartościach na w. 
(95). Zbadać > powierzchnią 


"BZPREP 


styka E +i- -+= 


i okazać, że płaszczyzny spółrzędnych są do niéj styczne. 

(96). Okazać, że jeżeli w równaniu ogólnym powierzchni stopnia 2-go jest 
a, = 0, to wtedy równanie będzie przedstawiało parabolojdę obrotową wrazie, gdy 
a3 = aga Hay. Przy uwzględnieniu znaku wyższego, równaniami osi będą 
agąz 4- azą 0, (a337 + 044) Van + (as3y + 224) Van =0. 

(97). Okazać, że równanie a(y — z)? + b(z — 2)? + e(z — y)? = d2 przedsta- 
wia walec, który jest hiperbolicznym, jeżeli be -4 ca-+ab<<0. Wrazie zaś, kiedy 
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be +-ca-|-ab>0, ten walec jest eliptycznym, lub urojonym, według tego, czy 
a-+-b+-c>0, czytóż <0. Jeżeli a+b- c= 0, to przekrój główny będzie hi- 
perbolą równoboczną. 

(98). Powierzchnia 

a?r? + by? -+ c2z% — Obcyz + 2cazz — Zabzy = 1 

jest hiperbolojdą jednopowłokową, a suma kwadratów jéj osi rzeczywistych jest 
równa kwadratowi jéj osi urojonéj. 

(99). Jeżeli r jest połową któréjkolwiek osi powierzchni 

ajiz? + azy? + a332? + Zaggy z +. Zazyzz + 22y = 1, 

to okazać, że wartości na r? są pierwiastkami równania 


zt. a31012 jr xa 412023 + 423031 


=: 


a. i3 
031413 — 411023 Ta 442023 — dą2Q31 +5 aą3031 — 433012 boa 


(100). Powierzchnia, którćj równanie odniesione do osi tworzących z sobą 
kąty À, œ, v, jest az? + by? + cz = 1, będzie obrotową, jeżeli 


acosh b cos y COBY 


m— LN o>LoLo2Q>oGo>)oQoŁLM—eę a NN © 


cos À — cosu cosy cosp — cosycosĄ / cosy — cos À cos p 


(101). Równanie az? +- by? + cz3 =1 wrazie, gdy je odniesiemy do osi nie- 
prostokątnych lecz czyniących ze sobą kąty X, p, Y, może być przekształcone na 
Zm(yz + ze + xy) = 1 nieskończenie wielu sposobami, Okazać, że 


a o IE 3 
z ty tz eÀ +- cop + cosy— g> 


m? = + Z + -) = cos cosy +, cosy COSA -+ COX COS. — COSA — cosp — COBY, 


2m3 
ri = 1 — cos?À — cos?y, — cos?y -+ 20084 cos p cosy. 

Okazać nadto, że jeżeli A= =y = 60° to albo — 2a=b=c, albo a=—2b—=e, 
albotóż a=b=—2c, 

(102). Okazać, że wrazie, gdy równanie hiperbolojdy, odniesione do osi na- 
chylonych do siebie pod kątami A, p, v takimi, że A -+ p +- v=x, jest 

yzcosA + zzcosy, + zycosy = d?, 
to długość jednój z jéj osi —4d, a mimośród (e) jéj przekroju eliptycznego głó- 
wnego jest wyznaczony przez równanie 
4et __ 1—8cosÀ cosp cosy 


l1—e? ~  cos?À cosy costy 


(103). Trzy dane punkty P,, P}, P; na prostéj pozostają wciąż na trzech 
płaszczyznach wzajem do siebie prostopadłych; okazać, że 'akikolwiek punkt P na 
tćj prostćj opisuje elipsojdę. 
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(104). Znalóść miejsce punktu, którego odległość od prostój danćj jest wciąż 
równa jego odległości od płaszczyzny danćj, 

(105). Znaléść miejsce punktu, przez który można poprowadzić trzy proste, 
wzajem do siebie prostopadłe i przecinające krzywą, okróśloną przez równania s =0; 
aa? 4 by? = 

(106).  Okazać, że miejscem środków wszystkich prostych, przechodzących 
przez punkt dany i wać” dwiema danymi płaszczyznami, jest walec hiper- 
boliczny. š 
(107). Śladem Ma © a +5 P+ z=1 na płaszczyźnie XY jest elipsa 
2 2 
q -+ m= = 1, z= 0; okazać, że FRA mający tę elipsę za kierownicę, przecina 
elipsojdę jeszcze według drugićj krzywćj płaskićj, którćj płaszczyzna przecina pła- 
szczyznę XY według biegunowćj rzutu wićrzchołka stożka na płaszczyznę XY wzglę- 
dem téj elipsy, 

(108). Jeżeli (z1, yı 24), (22 Y2 22), (23; Vs) 23) 5% PPer końców P;, 

22 
Pa, Pa połów r;, rą, rz trzech średnic sprzężonych powłównchai: ati ah =l, 
to natenczas a 
aHa Hna, ptt b ya? 502, 2? Hame, 
Na F Yaza F Yaza = z121 + z223 + Zt =2qy, + Taya + Taya = 0. 

(109). Suma kwadratów rzutów trzech średnic sprzężonych powierzchni sto- 
pnia 2-go ze środkiem na jakąkolwiek prostą lub na jakąkolwiek płaszczyznę jest 
stala, 

(110). Okazać, że równanie płaszczyzny przechodzącéj przez P,, Pa, P3, wy- 
mienione w zadaniu (108), jest 


atata) + un tutu) ti atata)=L 


(111). Okazać, że jeżeli punkt P,, okréślony w zadaniu (108), jest stały, to 
prostopadła ze środka na płaszczyznę P,P.P. opisuje stożek a?r? -} by? -+ (22 — 


=(za, + yy + 22,)?. 
(112). Okazać, że walec, którego oś jest równoległą do OZ, a ślad na pła- 


szczyźnie XY jest przedstawiony przez równanie biegunowe 


Gd._ gaz za _ 26 a?sin?6 -|- 5200826) 
= V/ asin + b2cosó (1 p aa I 


a?b2 


jest miejscem kierownic wszystkich przekrojów elipsojdy przez płaszczyzny przecho- 
dzące przez oś najmnićjszą, 
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ROZDZIAŁ IX. 


O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH POWIERZCHNI 
STOPNIA 2-G0. 


PŁASZCZYZNY STYCZNE I PROSTE NORMALNE, 


100. POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Równania powierzchni stopnia 2-go 
ze środkiem, odniesione do osi głównych, można pisać w postaci 


(1) aa? + by? + czł =1, 


Dla elipsojdy wszystkie trzy spółczynniki a, b, c posiadają wartości dodatne; 
dla hiperbolojdy jednopowłokowćj jeden z tych spółczynników, c, jest uje- 
mny; dla hiperbolojdy dwupowłokowćj dwa spółczynniki, a ib, są ujemne; 
dla stożka należy na stronie prawćj tego równania napisać 0 zamiast ], ac 
uważać jako ujemne. 

Niech (x, y, z) będą spółrzędnymi punktu danego na powierzchni (1). 
Równanie zatym płaszczyzny stycznéj do powierzchni (1) w tym punkcie jest 
(art. 76) 

(2) aXz + bYy + cZe=l1. 


Równanie zaś płaszczyzny średnicowćj sprzężonćj z kierunkiem prostćj, łą- 
czącćj punkt styczności ze środkiem, jest (art. 80) 


aX + bYy + cZze =0. 


A zatym, płaszczyzna styczna do powierzchni stopnia 2-go ze środkiem jest równo- 
legła do płaszczyzny średnicowćj sprzężonćj z kierunkiem prostćj, łączącój środek po- 
wierzchni z punktem styczności. 

Jeżeli punkt (z, y, z) nie leży na powierzchni (1), wówczas równanie (2) 
przedstawia płaszczyznę biegunową tego punktu. A zatym, płaszczyzna bie- 
gunowa względem powierzchni stopnia 2-go ze środkiem jest równoległa do płaszczy- 
zmy średmicowćj sprzężonćj z kierunkiem prostćj, łączącćj środek z biegunem. 

Oznaczmy przez (u, v, w) spółrzędne płaszczyzny stycznéj (2); mamy 
wtedy 
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u =— az, v=—by, w=— cz 
Wstawiając wartości na 2, y, z, stąd wynikające, w równanie (1), otrzymujemy 
u o m. w 


(3): SWP SZĄ 


jako równanie powierzchni stopnia 2-go ze środkiem we spółrzędnych pła- 
szczyzny. 

101. Oznaczmy przez p długość normalnćj, spuszczonćj ze środka na 
płaszczyznę styczną (2), a przez l, m, n dostawy kierunkowe tćj normalnćj; 
będzie wówczas 


(4) POW, xa 
aa by cz 1 aryo e 
skąd następnie wypada 
Bow, m 
S= ER 2 
(5) W=—FEEZ 


A zatym, płaszczyzna læ + my + ne—p—=0 jest styczną do powierzchni (1), 
A, FRAU B m m) 
jeżeli r=+(2 rp -+ aE 
Weźmy pod uwagę trzy kierunki (l, m, n), (V, m, w), (U', m", n") do sie- 
bie nawzajem prostopadłe. Oznaczając przez p, p', p" długości normalnych 
ze środka do trzech płaszczyzn stycznych, owym kierunkom odpowiadają- 
cych, mamy 
2 m2 n? q2 m'2 MŁ a m2 2 
2—__ AE Les" ID — fS sA Na a aeS sia 5 
Pzokzk gi Pity tez? PRE esz Hz 
skąd 
SZA gł 
ay Lys" >. 
(6) Pptp" =r ta tT 


A zatym, suma kwadratów długości normalnych, spuszczonych ze środka powierz- 
chni stopnia 2-go na trzy płaszczyzny styczne do siebie prostopadte, jest stałą. Stąd 
zaś wynika, że miejscem punktu przecięcia się tych trzech płaszczyzn stycznych jest 
kula, przedstawiona przez równanie x£? +- y? + 2 =} + ż + L, Taksamo mo- 
żna dowićść następującego twierdzenia: suma kwadratów odwrotności trzech 
średnic powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, do siebie nawzajem prostopadłych, jest 
stałą. Jakoż, jeżeli r, 7', 7" są połowami tych średnic, a (l, m, n), (U, m, w), 
(l, m", n") ich dostawami kierunkowymi, to wtedy 


z =aż+ bm? +- cn2, jj =? + bm? -+ cn'2, Ja = al"? + bm"? + en"?, 
skąd 
1 1 1 
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102. Równania normalnćj do powierzchni (1) w punkcie (2, y, z) są 


X-z Y=y_Z— 


a dy 168 


(8) =pX X — 23+(Y—y)?2+(Z—2)7). 


Oznaczmy przez nz, ny, n: długości odcinków normalnój między punktem 
(£, y, z) a punktami (0, Y4, Z), (Xa, 0, Za), (Xs, Ya, 0), w których ta nor- 
malna przecina płaszczyzny odpowiednio YZ, ZX i XY; natenczas z ró- 
wnań (8) wypada 


1 1 1 
(9) t= =p m= 
a nadto 
(10) Yi =y (1—b) + pns, Zy=z(1—0)-+-pn,, it. d. 


103. POWIERZCHNIE BEZ ŚRODKA. — Powierzchnią stopnia 2-go bez 
środka możemy przedstawić przez równanie 
(11) by? + czł = 2g, 
jeżeli za osi spółrzędnych prostokątnych przyjmiemy trzy kierunki główne, 
wychodzące z punktu na tój powierzchni (z wićrzchołka głównego). Dla pa- 
rabolojdy eliptycznój oba spółczynniki bic są dodatne (albo oba ujemne), 
a dla parabolojdy hiperbolicznćj jeden spółczynnik b jest dodatny, a drugi 
c ujemny. 

Równanie płaszczyzny stycznćj do tój powierzchni w punkcie (2, y, z) jest 


(12) bYy + cZe =X + 2; 


że zaś równanie płaszczyzny średnicowćj, sprzężonćj z kierunkiem prostćj, 
która łączy wićrzchołek główny powierzchni z punktem styczności, jest 


(13) bYy + Ze =, 


przeto: płaszczyzna styczna do powierzchni (11) i płaszczyzna średnicowa téj po- 
wierzchni sprzężona z kierunkiem prostćj, łączącćj wićrzchołek główny powierzchni 
z punktem styczności, przecinają płaszczyznę YZ (styczną w wićrzchołku) według 
tćj samćj prostćj; albowiem dla X =0 równanie (12) przechodzi na równa- 
nie (13). 
Tożsamo twierdzenie odnosi się i do płaszczyzny biegunowćj i do pła- 
szezyzny średnicowćj, sprzężonćj z prostą, która łączy wićrzchołek z biegunem. 
Oznaczając przez w, v, w spółrzędne płaszczyzny stycznćj, miéć będziemy 
at, "m. R PRA! 7 
© 
Jeżeli wartości na a, y, z, stąd wynikające, wstawimy w równanie (11), to 
otrzymamy 
03. swa 
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jako równanie powierzchni stopnia 2-go bez środka we spółrzędnych pła- 
szczyzny. 
Nakoniec, równania normalnój do powierzchni (11) w punkcie (x, y, z) są 


(15) Y—y+-by/Ż—1v)=0), Z—z+ce(X—g)=0. 


PROSTE TWORZĄCE, 


104. POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. W rozdziale VI okazaliśmy, że 
niektóre powierzchnie stopnia 2-go można utworzyć zapomocą ruchu linii pro- 
stój; teraz okażemy, w jakich przypadkach można przez punkt na powierzchni 
stopnia 2-go poprowadzić prostą, któraby cała leżała na tćj powierzchni. Po- 
nieważ powierzchnie stopnia 2-go, mające nieskończenie wiele środków, bądź 
na prostćj, bądźtćż na płaszczyźnie, są wszystkie prostolinijowe, możemy przeto 
rozważać tylko powierzchnie stopnia 2-go ze środkiem (oprócz stożka, który 
także jest powierzchnią prostolinijową) i powierzchnie stopnia 2-go bez środka. 

Weźmy naprzód pod uwagę powierzchnią ze środkiem 

(1) aa? + by? + c2 =1. 
Niech (a, B, y) będzie punktem danym na téj powierzchni, a (7, m, n) niech 
będą dostawami kierunkowymi prostćj, przez ten punkt poprowadzonćj. Spół- 
rzędne punktu bieżącego na téj prostćj są wtedy a + lr, B+ mr, y +nr, gdzie 
r oznacza jego odległość od punktu (a, f, 7). Jeżeli ta prosta leży na po- 
wierzchni (1), wtedy przy każdćj wartości na r stanie się zadość równaniu 


a(a + Ir)? + b(B + mr)? + c(q + nr) =1; 


a zatym będzie: 

(2) al? +- bm? + en =0, 
(3) aal + bm -- cyn=0, 
(4) aa? + bR? + cj? =1. 


Ostatnie z tych równań warunkowych wyraża, że punkt (a, f, 7) leży na po- 
wierzchni (1); dwa zaś piórwsze wyznaczają dwie wartości na stosunki /:m: m. 
Rugując z równań (2) i (3) mamy 

(5) Ca + ała?) 2 + Zabaflm + ber + b?$?)m? = 0, 


skąd widzimy, że wartości na 1:m będą obie rzeczywiste lub zespolone, we- 
dług tego, czy wyrażenie 
(cay? + aa?) (bey? + bR) — abah? = abcy? 

jest ujemne, czytóż dodatne. Ponieważ jednak y? jest liczbą dodatną, więc 
obie wartości na /:m będą rzeczywiste tylko wtedy, kiedy iloczyn abe jest 
ujemny, a więc kiedy powierzchnia (1) jest hiperbolojdą jednopowłokową 
(a> 0, b>0, c<0). 

A zatym: hiperbolojda jednopowłokowa jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go 
ze środkiem (oprócz stożka), na którćj leżą linije proste; przez każdy punkt hiperbo- 
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lojdy jednopowłokowćj przechodzą dwie z prostych, na nićj leżących. Te proste 
zowią się prostymi tworzącymi. 

105. Z równań (3) wynika, że dwie proste tworzące hiperbolojdy, które 
można poprowadzić przez punkt (a, ß, y), leżą zarazem na płaszczyźnie sty- 
cznój do nićj w tym punkcie. Albowićm, jeżeli przez (x, y, z) oznaczymy 
spółrzędne punktu bieżącego na którćjkolwiek z tych dwu prostych tworzą- 


cych, mićć będziemy =, m=s—P, n=, wskutek czego, 
z równania (3), przy uwzględnieniu równania (4), otrzymujemy 
aar -+ bBy + eys =1. 


To wskazuje, że punkt (x, y, g) leży na stycznój do powierzchni (1) w punkcie 
(a, B, Y). A zatym, możnaby powiedzićć, że płaszczyzna styczna do hiperbo- 
lojdy jednopowłokowój jednocześnie przecina tę powierzchnią według dwu 
prostych, które są dwiema prostymi tworzącymi hiperbolojdy. 

Z równań (2), (3) i (4) można nadto otrzymać miejsce takiego punktu na 
hiperbolojdzie jednopowłokowćj, przez który przechodzą proste tworzące do 
siebie prostopadłe. Jakoż, oznaczając przez h:m, i im, dwa pierwiastki 
równania (5), mamy 


hla _ blo? + op) 
mm aHa) 


i podobnie znajdziemy 


Jh _ c6B rot), 
Mng a(b? + aa?) 


Stąd zaś wypada 


all _ bmm _ cnm 


mym ni, 
bR? ey ey + aa? aa? + bęż” 


czyli p =; = 

5 AP g? 5 at p2 << peee qe 
a Że lly + mMm -+ Myhą=0, przeto 

0+P+P=L pz + L, 

A zatym, miejscem owego punktu jest linija, według któréj hiperbolojda 
przecina się z kulą 223-+-y? +a=i + 5 +. L, 

Z równań (2), (8) i (4) wynika jeszcze następujące: 

(aP + bm?) (aa? + b?) — (aal + bm)? = (1 — ey) (— en) — ern, 

czyli 
(6) ab (Bl — am)? + cn? = 0. 

To równanie irównanie (3) dają wartości na stosunki dostaw kierun- 
kowych dwu prostych tworzących, przechodzących przez punkt (a, f,4), 
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l m n 
(7) +|/=2 2x / ea T aa: +b 
z RĘ> CHA F — 8— ch 


106. Proste tworzące hiperbolojdy jednopowłokowój można bespośre- 
dnio tak wyznaczyć. Równanie hiperbolojdy jednopowłokowćj, odniesione 
do osi, 


(8) stkTsEkh 


można przedstawić (przy wszelkich wartościach na 0) w postaci 
2 2 2 2 
a n= cos sint ) + (sinoz cos0 ) . 


Stąd wypada, że 


a EN Y 
(9) zg = 0086 + —sinó, ż 


=sinó — Ź cos, 
c 

jak również 
(10) ==cos6 — 5 sinó,  =sinf + > cosf 
czynią zadość równaniu hiperbolojdy. A zatym, prosta (9) i prosta (10) leżą 
na hiperbolojdzie (8). 

Zmieniając 0, otrzymamy dwa układy prostych tworzących hiperboloj- 
dy. Równania tych prostych można tak pisać: 


c—acosób _y—bsin0 _, z. 
(11) asinó  —bcosó aj 


Widzimy z nich, że proste do nich równoległe, a przechodzące przez środek, 
są tworzącymi stożka asymptotycznego hiperbolojdy. A zatym, trzy tworzące 
hiperbolojdy nie mogą się znajdować na jednój płaszczyźnie. 

Jeżeli z=0, wówczas z=acos6, y—=bsin0; a zatym 6 jest kątem mi- 
mośrodowynm (I, art. 123) punktu przecięcia się dwu prostych (11) ze śladem hi- 
perbolojdy na płaszczyźnie XY (elipsa szyjna). 

Jakikolwiek punkt hiperbolojdy (8) można przedstawić przez trzy ró- 
wnania 


(12) w=a.cosócecyę, y=b.sinOsecy, z=c.tgo; 
albowićm te wartości na <, y, z uczynią zadość równaniu (8) przy wszelkich 


wartościach na 6 i g. Równania zatym dwu tworzących, które przez ten punkt 
przechodzą, są: 


c—acosósecy _y—bsinósecy _ 2—ctgy, 
(13) a sin (6-k y) z —bcos(ó6kę9) kc 
Widzimy więc, że te tworzące przecinają elipsę szyjną hiperbolojdy w pun- 
ktach, których kąty mimośrodowe są 6-9. 
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107. Rzuty tworzących na płaszczyzny główne są stycznymi do śladów hiper- 
bolojdy na tych płaszczyznach. Jakoż, ślad hiperbolojdy na płaszczyźnie ZX ma 
za równanie 


2 ge 
==, 


aż È 
a równanie rzutu tworzących na tę samę płaszczyznę jest 
Z — c0s0 = sinQ. 
a c 
Rugując æ z tych równań, otrzymujemy równanie 
zę? PE * AA 
ga 008 07 0osósin6 + sin? =0, 


z którego wynikają na z dwie wartości równe. To wskazuje, że rzut tworzą- 
cych na ZX dotyka śladu hiperbolojdy na ZX. Taksamo rzecz się ma z rzu- 
tami tworzących na XY i YZ. 

Dwie tworzące tego samego układu nie przecinają się. Albowićm, jeżeliby 
prosta piórwszego lub drugiego układu 


0__ + r AM g 
z 0086 = - sinQ, 3 =SinQ F z 0080 
przecinała się zinną prostą także odpowiednio pićrwszego lub drugiego układu 


ZEP | A AE T E PETA. ' 
gz 50080 === sinh’, z sint y cosh, 


to byłoby 
cos6 — cos0' £ = (sin0 —sinĝ')=0 i sin0—sin6'-F Z (cos6 — cos0'), 
a przeto 
(cosb — cos6')? +, (sin 0 — sin 0')?=0, 


co możliwe tylko wtedy, kiedy 0 =0'. 
Każde dwie tworzące różnych układów przecinają się, Jakoż, aby tworząca 
piórwszego lub drugiego układu 


SA Li F<ńŃ LA 
z = 0086 -k —sinó, 5 = smni p z 0080 
przecinała się odpowiednio z tworzącą drugiego lub pićrwszego układu 


ET E LE „Łoznaczk Aoki 
z C080 F;sinł, b =sin0' -E z 0086, 
winno być dla punktu przecięcia 
0 = cos6 — cosh! + = (cin +sin6') i 0==sin0 —sin' = (cos0 + cos8'), 
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a przeto cos?0 — cos*6' + sin20 — sin26' = 0. 


Ten warunek jest dopełniony; dwie więc proste tworzące, należące do ukła- 
dów przeciwnych, przecinają się. 

Miejscem punktu przecięcia się dwu tworzących układów przeciwnych, przecho- 
dzących przez punkty elipsy szyjnćj, których kąty mimośrodowe różnią się o kąt stały 
2a, są dwa przekroje eliptyczne równoległe do płaszczyzny XY, przecinające ślady 
powierzchni na ZX i YZ w punktach, których kąty mimośrodowe są zka. Jakoż, 
równania tych dwu tworzących, należących do układów przeciwnych, są 


a b 
Z =cos(0 —a)F Ž sin(0—a), ę=sin(8 —a) + Z oos (6—a). 
W punkcie przecięcia mamy 
0=sin sina FF Z sinócosa, skąd += tga. 
Nadto 


g z 
= cosfcosa + ; os bsina = cosbseca, 


oj RI8 


ś Bo a 
= sin0cosa + z sinósina = sinóseca, skąd 


2 

ci + S= sec?a i Ž=Ł tga. 
Piérwsze równanie przedstawia walec eliptyczny, a drugie dwie płaszczyzny do 
XY równoległe — oba zatym przedstawiają żądane dwie elipsy. 

O tworzeniu hiperbolojdy jednopowłokowćj zapomocą ruchu linii pro- 
stój była mowa w art. 68. 

108. POWIERZCHNIE BEZ ŚRODKA. Oznaczmy również przez (a, f, 7) 
spółrzędne punktu danego dowolnie na powierzchni bez środka 


(14) by? + c2 = 27, 


a przez (l, m, n) dostawy kierunkowe prostéj, przez ten punkt przechodzącéj. 
Ta prosta leży na powierzchni, jeżeli 


(15) bR? + cy? =2a, 
(16) dBm + cyn=L, 
(17) bm? + cna = 0. 


Ostatnie dwa równania dadzą dwie wartości na 2:m:n, które będą rzeczywi- 
ste, jeżeli spółczynniki b i c różnią się znakami. A zatym, parabolojda hi- 
perboliczna jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go bez środka, mającą linije proste 
Jako tworzące; przez każdy punkt téj powierzchni przechodzą dwie takie proste. 
Widoczna nadto z równania (17), że jedna z dwu prostych tworzących, 
przechodzących przez jeden punkt powierzchni, jest równoległą do jednćj, 
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a druga równoległą do drugićj płaszczyzny asymptotycznćj powierzchni. Z ró- 
wnania zaś (16) wypada, że obie te proste leżą na płaszczyźnie stycznćj do 
powierzchni w punkcie (a, B, y). A zatym możnaby powiedzićć, że płaszczy- 
zna styczna do parabolojdy hiperbolicznój przecina tę powierzchnią według 
dwu prostych tworzących, przechodzących przez punkt styczności. 

109. Pisząc równanie parabolojdy hiperbolicznćj 


(18) — — = 2g 


w postaci 


EEEE A y Le) TE 
a a 
widzimy bespośrednio, że dwie proste, przedstawione przez równania 
y E y s _2/a 

Oi t- WYZATPET PEWNE W 
są dwiema prostymi tworzącymi tćj powierzchni. Zmieniając k, otrzymamy 
dwa układy prostych tworzących. 

Dwie tworzące tego samego układu nie przecinają się, a dwie tworzące ukła- 
dów różnych przecinają się. Jakoż, jeżeliby dwie proste tego samego układu 


y g k y g 2/ a 
a „= —— a Z FZ m EE — Z KL; 
V? Va Va Vz Va e 

z K y zę z za aAV dz 


Y n 
Va Kar Va Ve Va * 
przecinały się, to byłoby k—k' = 0, co nie możebne, gdyż te dwie proste są 
od siebie różne. Zmieniając zaś znaki podwójne w równaniach drugiego 
wićrsza, mićć będziemy równania prostćj należącćj do układu innego, niż pro- 
sta przedstawiona przez równania piórwszego wićrsza. Jeżeli te dwie proste 
przecinają się, wówczas jednocześnie 


Ponieważ zaś te dwa równania wyznaczają po jednćj tylko wartości na ©, y, 
i z, przeto dwie tworzące, należące do dwu różnych układów, rzeczywiście 
się przecinają. | 

Rauty tworzących na płaszczyzny główne są styczne do przekrojów głównych, 
Albowióm, wskutek (19), 


Bibl. mat.-fiz., S. IV, T, IV. 3 
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jest równaniem rzutu tworzących na płaszczyznę ZX, To równanie daje się 
sprowadzić do postaci 


4 q \: 
: + = 
ERS Im (m 2); 


stąd zaś wypada (I, art. 139), że ta prosta jest styczną do paraboli :2—— 2q7. 
Tak samo rzecz się ma z rzutami na płaszczyznę XY. 


PRZEKROJE PŁASKIE, 


110. POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Przekroje płaskie powierzchni sto- 
pnia 2-go do siebie równoległe są krzywymi stopnia 2-go homotetycznymi 
(art. 72). Chcąc zatym zbadać, według jakićj krzywój dana płaszczyzna prze- 
cina powierzchnią stopnia 2-go ze środkiem, 

(1) az? + by? +- czż =l1, 

dość wziąć pod uwagę płaszczyznę równoległą do danćj, przechodzącą przez 
środek powierzchni. Tego sposobu można użyć także wtedy, kiedy taki prze- 
krój centralny jest urojonym (co np. miejsce mićć może w hiperboloj- 
dzie dwupowłokowćj), albowićm wyrazy stopnia 2-go w równaniu tego prze- 
kroju będą takie same, jak w równaniu przekroju rzeczywistego, otrzymanego 
zapomocą pewnćj innój płaszczyzny równoległćj do danćj. 

Ażeby najprościćj otrzymać równanie przekroju centralnego, należy 
płaszczyznę tego przekroju wziąć za nową płaszczyznę XY, a ślad tój pła- 
szczyzny na dawnćj płaszczyźnie XY za nową oś z-ów, przekształcić odpo- 
wiednio równanie powierzchni, a w tym równaniu przekształconym przyjąć 
s=0. W tym celu najdogodnićj użyć wzorów Eulera (art. 57), uproszczo- 
nych przez to, że w tym przypadku jest w nich $=0. Nadto, skoro nam 
chodzi tylko o równanie przekroju, którego płaszczyzna jest nową płaszczy- 
zną XY, można odrazu we wzorach Euler'a [przed uskutecznieniem prze- 
kształcenia równania (1)] podstawić z =0. 

Jeżeli więc przez 0 oznaczymy kąt między płaszczyzną przekroju i pła- 
szczyzną XY, a przez g kąt między śladem płaszczyzny przekroju na XY 
a osią æ-ów, to podstawiając w równaniu (1) 

æ = x'cos Y —y'cosbsiny, 
(2) y = x'sinọ + y'cosh cos p, 
y = y'sin9, 
otrzymamy wprost równanie przekroju centralnego powierzchni, przedstawio- 


nćj przez owo równanie. Jeżeli równanie płaszczyzny przekroju jest dane 
w postaci 


(3) la + my + nz =0, 
gdzie l, m,n oznaczają dostawy kierunkowe normalnćj do téj płaszczyzny, 
natenczas 
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WN _VP+mż 
Wskutek tego wzory (2) przechodzą na 
ma + nly' __mny —la' 


5 aE "Z A IJ =y' / 2 m2. 
6) VEF mi” Vetmi sVe+ 
Przekształcając więc linijowo równanie (1) zapomocą wzorów (5), otrzymuje- 
my (po opuszczeniu krósek nad z i y) 


(6) (am? + b2Ja? + Zlmn (a —b)zy + [aP 4 bm?)n? + eè + m] y =P m?, 


jako równanie przekroju centralnego płaszczyzną (3). Ten zatym prze- 
krój będzie elipsą, hiperbolą lub parabolą, według tego, czy wy- 
różnik 
(7) (am? + LDJ[(a2 + bmn? + e(P + m2)?] — Bmtn? (a — b)? = 
= (P + m?) (bel? + cam? -+ abn?) 

jest dodatny, ujemny, czytóż równy 0. 

Ponieważ dla elipsojdy spółczynniki a, b, c w równaniu (1) są wszyst- 
kie dodatne, przeto wszelkie przekroje elipsojdy są elipsami. 

111. Przekrój centralny (6) będzie kołem, jeżeli 


(8) lmn (a — b) =0, 
(9) am? + bE = (al? 4+ bm?)n? + c(2* + m?)?. 
Przyjmijmy, że co do wartości bezwzględnéj a<<b <c. Wtedy, aby równa- 
niu warunkowemu (8) stało się zadość, potrzeba, aby było albo /—=0, albo 
m=0, albotóćż n=0. A zatym, płaszczyzny przekrojów centralnych kołowych 
powierzchni stopnia 2-go ze środkiem przechodzą przez osi główne tych powierzchni. 

Jeżeli =0, to z równania warunkowego (9) wypada, że 

am? = (bn* + cm?%)m?, czyli cm? -- bn3=a. 


Mamy jednak m? -+n2=1; z tych zaś dwu równań otrzymujemy 


wskutek czego, według (4), 


(10) o=(, tg05E 


Jeżeli m0, to otrzymamy taksamo /= 
a przeto 


T b— a 
(11) =z’ TEN ATY 
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Jeżeli nakoniec n=0, to I=+ zł m= |/ =, 
a przeto E 


c—a 
(12) 0=0, tgo=+ s, 


Ponieważ co do wartości bezwzględnój a <b<<e, a nadto dla elipsojdy 
spółczynniki te są wszystkie dodatne, dla hiperbolojdy jednopowłokowćj spół- 
czynnik c jest ujemny, dla hiperbolojdy zaś dwupowłokowój spółczynniki 
aib są ujemne, zatym widoczna, że płaszczyzn centralnych, dających prze- 
kroje kołowe rzeczywiste, jest w elipsojdzie tylko dwie, t. j. te, dla których 
m=0. A zatym, w elipsojdzie istnieją dwie płaszczyzny centralne, przecinajace 
te powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny przechodzą przez oś średnią (b) 
elipsojdy i czynią z płaszczyzną jéj osi największćj i średnićj (a, b) kąt 0 taki, iż 


tgó=+= 


centralne dadzą przekroje kołowe rzeczywiste,dla których /=0. A zatym, 
w hiperbolojdzie jednopowłokowćj istnieją dwie płaszczyzny centralne, przecinające 
tę powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny przechodzą przez oś większą 
z dwu osi rzeczywistych i czynią z płaszczyzną osi rzeczywistych kąt 0 taki, iż 


g=<|/ = - =+|/ =, (a>b, c<0).— Taksamo w hiperbo- 
lojdzie dwupowłokowćj te płaszczyzny centralne, dają przekroje kołowe rzeczy- 
wiste, dla których /=0. A zatym, w hiperbolojdzie dwupowłokowćj istnieją dwie 
płaszczyzny centralne, przecinające tę powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny 


przechodzą przez oś większą z dwu osi ze i czynią z płaszczyzną osi uro- 


Jonych kąt 6 taki, iż w=) = z €<, b<0, lecz —b>— 4a). 


112. Równania płaszczyzn ikiliye dających przekroje kołowe 
rzeczywiste, można otrzymać bez pomocy przekształcenia linijowego. Weźmy 
pod uwagę elipsojdę 


æ? y? g2 ~ 
a tgi t g=h 
gdzie a3>%2>c3—>0. To równanie można Poz w postaci 


SCE o(4—23)+=(2 -1)= L 10 


(++8—v)+ (EVEz r Veze + Eya). 


Z téj postaci równania elipsojdy widzimy, że na elipsojdzie znajdują się dwie 
krzywe, według których kulę æ? +- y? -+ 22 —b2=0 przecinają płaszczyzny 


Vaza Eye — diś i yoza? Vaa %2 — 0). 
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Że zaś kulę każda płaszczyzna przecina według koła, zatym te dwie płaszczy- 
zny są płaszczyznami przekroju kołowego elipsojdy. Łatwo spostrzóc, że te 
płaszczyzny są te same, co otrzymane w poprzedzającym artykule. — Taksa- 
mo można znalóść płaszczyzny przekrojów kołowych dla obu hiperbolojd. 
113. Wracając do jakichkolwiek przekrojów płaskich powierzchni (11), 
znajdźmy miejsce środków wszystkich przekrojów równoległych. Niech 


(13) le + my ++ me =p 


będzie równaniem normalnym jednój z płaszczyzn tych przekrojów równole- 
głych. Oznaczmy przez (a, f, y) środek, a przez r promień przekroju, wy- 
prowadzony w kierunku (X, , v); wartości na r wyznaczy równanie 


a(a + àr)? +- b(B + wr)? + ely + v1)3=1; 
że zaś wartości na r mają być równe liczebnie, a różnego znaku, przeto 
aad +- bBy + cqv=0; 
a nadto, ponieważ r leży na płaszczyźnie (13), 


A ++ my + cy =0. 


Te dwa równania mają miejsce dla nieskończonćj ilości wartości na A: 4:v; 
mamy zatym aa:bf:cqy=/:m:n, t.j. 
ax _ by 

(3) li kaa 
są równaniami miejsca żądanego. Łatwo spostrzóc, że równania (14) przed: 
stawiają średnicę sprzężoną z kierunkiem płaszczyzny przekroju centralnego 
lx + my | nw=0. A zatym, miejscem środków przekrojów płaskich równole- 
głych powierzchni stopnia £-go ze środkiem jest średnica téj powierzchni, sprzężoną 
z kierunkiem tych płaszczyzn, 

Z równania wyznaczającego r, 


(15) (aK + by? -+ cyyr3 = 1 — aa3—b$? — c73, 


wypada, że przekroje płaskie równoległe są krzywymi homotetycznymi; albowićm, 
jeżeli (X, w, v) jest kierunkiem innego promienia 7', to stosunek 72:7'2 jest 
niezależny od p, a więc stały dla wszelkich przekrojów równoległych. 

114. Jeżeli przekroje płaskie równoległe są przekrojami kołowymi, to 
prosta (14) przetnie powierzchnią (1) w punktach, które należy uważać za 
koła o nieskończenie małym promieniu. Te punkty zowią się punktami 
kołowymi, albo umbilikami. Ponieważ dla przekrojów kołowych 
elipsojdy mamy (art. 111) 


przeto umbiliki elipsojdy leżą na przecięciu się tćj powierzchni z prostymi 
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c—a c—a 
=Æ =I 
b— a c—a, 
NP n=|/ = 7” n= =5 


a zatym ich umbiliki leżą na ich przecięciu się z prostymi 


b— c c—b 
(17) w == ./ — q=0., 


115. Nietrudno znalóść także wielkość i kierunek osi głównych jakie- 
gokolwiek przekroju płaskiego centralnego, jak również jego pole, jeżeli tym 
przekrojem jest elipsa. Jakoż, ponieważ środek przekroju płaskiego central- 
nego jest środkiem powierzchni, przeto równanie (15), wyrażające związek 
między długością r i kierunkiem (X, p, v) promienia przekroju centralnego, 
którego płaszczyzna jest przedstawiona przez równanie læ + my +- nz = 0, 
sprowadza się do równania 


(03? + by? +- cyzjyr 1 =R2 + p? +- Y3; 


mamy zaś nadto 

(18) IX + my + ny =0. 

Z tych dwu równań rugując r, otrzymujemy 

(19) n?[(ar2—1)32 + (br? — 1)y2] + (er? — 1) (X + my)? =0. 

To równanie, dla danćj długości r, wyznacza dwie wartości na A:y. Jeżeli 

jednak dana długość ma być połową długości jednój z dwu osi, to obie warto- 

ści na A:p. są sobie równe, a przeto wtedy 

[(ar2 —1)n? + (er? — 1)2] [(br2 — 1)n? + (er? —1)m?] = (er? — 1) 2m2?, 

czyli (br2— 1) (er2— 1)02+- (er2— 1) (ar2— 1)m2+- (ar? — 1)(br? — 1)n3 = 0, albo 
2 2 

(20) mit tzaoi=" 


Równanie (20), stopnia 2-go względem 7%, wyznacza kwadraty połów osi głó- 
wnych uważanego przekroju. 

Jeżeli 2a i 28 są tymi dwiema osiami, wówczas mamy af? = 
= (bcl? + cam? + abn?)-!; a zatym, jeżeli przekrój jest eliptyczny, jego pole 
| KOREA. a TaS, 

V bel + cam? + abn?’ 

Aby jeszcze znalóść kierunki osi głównych, uważmy, że spółczynnik 
przy à? w (19), t. j. (ar?— 1)n? + (cr3—1)I2, wskutek (20), daje się przy- 
m? (er? — 1) (ar* — 1) 

br?—1 i 


(21) TA 


wićść do — Równanie zatym (19) można także tak 
pisać: 
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A 
= I 2X: — 2lmkp + 27 = PuŻ=0, 
a stąd wynika 
k._ w (= +) 
(22) ar=) = 0e =(r— 1); 


Gdy w tych równaniach podstawimy a i za r, to one wraz z równaniem (18) 
wyznaczą w zupełności kierunki obu osi głównych uważanego przekroju. 

116. POWIERZCHNIE BEZ ŚRODKA. Weźmy teraz pod uwagę obie para- 
bolojdy, w których równaniu 


(23) by? + c2 20 


zakładamy, że co do wartości bezwzględnój b<<e, przyczym c jest ujemne, 
jeżeli parabolojda jest hiperboliczną. 

Przekształciwszy równanie (23) linijowo zapomocą wzorów (5) (art. 
110), otrzymamy 


(24) [bmn + e(12 + m2)?]y? — blmnzy + bP = 2V E +m (mz + nly), 


jako równanie przekroju płaszczyzną læ + my + nz=0. Ten przekrój jest 
więc elipsą, hiperbolą lub parabolą według tego, czy wyróżnik 


[bm?n? + uP +- m2)*]b 12 — b2Żm?n? =b PE + m2) 


jest dodatny, ujemny, czytéż równy 0. 

Przekroje obu parabolojd będą zatym parabolami, jeżeli /=0, lub 
12 + m2 =1—n2—=0, t.j. jeżeli ich płaszczyzny przechodzą przez oś główną 
parabolojd, albo są do téj osi równoległe. We wszystkich zaś innych przy- 
padkach przekroje parabolojdy eliptycznćj są elipsami, a przekroje parabo- 
lojdy hiperbolicznćj hiperbolami. 

Przekroje płaskie mogą być kołami, jeżeli /mn=0 i 
bmn? + c(l2 + m2)? =bB. 

Jeżeli /=0, to spółczynnik przy æ? w równaniu s jest =0, a prze- 
krój płaski jest wtedy parabolą. 

Jeżeli m=0, wówczas mamy cl*==b; skąd kz A wskutek tego 


m=1—P =. Wskutek (4), mamy więc w tym przypadku 


(25) ę=g tgó= 


b— c 
b 


Jeżeli nakoniec w=0, to otrzymamy =^ 7? m =1—P= , 


a przeto 


c T 
(26) =+ |/ 5 z =z 


Ponieważ w parabolojdzie eliptycznój 0 <b<e, więc tylko wrazie m= 0 
przekroje kołowe są rzeczywiste. Jeżeli zaś parabolojda jest hiperboliczną, 
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wówczas, skoro 0 <b<£— e, tak wartość (25) na tgó, jakotóż wartość (26) 
na tgę będą urojone. Parabolojda zatym hiperboliczna nie posiada prze- 
krojów kołowych. 
Pisząc równanie parabolojdy eliptycznćj 
y? 


g 
7 == 
(27) ABC: 


2 
w postaci — +2(———)—— = 


(64 a— 5%: SETA V51+:)= 


widzimy bespośrednio, że na parabolojdzie znajdują się koła, według których 


płaszczyzny z=+ae Z 7 przecinają kulę æ? + y? + 22 — 2pa=0. Te 


dwie zatym płaszczyzny są płaszczyznami przekrojów kołowych parabolojdy. 
Są to oczywiście te same dwie płaszczyzny, co powyżćj poznane. 

Jeżeli (a, B, Y) są spółrzędnymi umbiliku parabolojdy eliptycznćj, to 
płaszczyzna styczna do parabolojdy w tym punkcie 


ao BLI oy 
p 


4 
jest równoległą do jednćj lub do drugićj z dwu płaszczyzn przekrojów ko- 
łowych 


kz POS 20. 
q 


A zatym jest 
——— ke 1 
(28) B=, (=£ 4 4(p—q), tudzież a= g @— 1). 


ĆWICZENIA. 


(118). Znalóść równanie stożka stycznego do powierzchni az? +|- by? 4- cz2 = 1, 
mającego wiórzchołek w punkcie danym (a, ß, 7). 

(114). Znaléść równanie walca stycznego do powierzchni az? + b y? + cz = 1, 
którego tworzące mają kierunek dany (X, w, Y). 

(115). Okazać że płaszczyznę styczną do powierzchni by? +- c22 =— 2z o kic- 


2 2 
runku danym przedstawia równanie lz- my- n=— > e + =) następnie 
© 
PLA > Ę 2 2z z? y? 2z 2? 2 2z 
Qowiéść, że trzy powierzchnie — -+ 2% — E mz, a L= ho 
4 yP atĘ= c Pf, a zi "Ra 2: a3? bą? cz? U 


dą miały spólną płaszczyznę styczną, jeżeli 
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2 2 2 
dy 3 Q3” y Q3 


4? „dą , bg? 


2 a 3 
GO GG» C3 


ZO. 


(116). Miejscem środków przekrojów powierzchni aa? -} by? -|- cz2 =1 pla- 
szczyznami stycznymi do powierzchni a2? +- By? + yz2=—=1 jest powierzchnia 


a? 2 c? 
Pe + g” + "usd + by? + c2?)2, 


(117). Okazać, że płaszczyzny styczne do stożką 
2 2 


——— 


$ y z? m" 
e—a tre A rep 


przecinają hiperbolojdę = + E 5 =l według hiperból równobocznych. 

(118). Normalna do elipsojdy w punkcie P spotyka płaszczyzny główne 
w punktach G,, Gz, Gy; okazać, że iloczyn PG; . PG, . PG jest proporcyjonalny do 
sześcianu pola przekroju centralnego płaszczyzną sprzężoną ze średnicą, przecho- 
dzącą przez punkt P. 

(119). Okazać, że z punktu danego można wyprowadzić sześć normalnych 
do powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, 

(120).  Okazać, że gdy odmierzymy r na normalnćj do elipsojdy (nawewnątrz) 
tak, aby było pr=m2?, gdzie p oznacza długość prostopadłćj ze środka na płaszczy- 
znę styczną, to miejscem punktu końcowego tego odcinka jest 

a?r? dy? 0232 


2 -———1. 


(Gm * (Ewy * (5—wj 
(121). Okazać, że miejscem prostćj przecięcia się dwu płaszczyzn stycznych 
do stożka z -+ z + = 0, do siebie prostopadłych, jest stożek (b+- c)z? -+ 
+ (e+ dy? + (a +-0):3=0. 
(122). Okazać, że miejscem punktu przecięcia się trzech płaszczyzn stycznych 
do powierzchni L+ bu, które są do siebie nawzajem prostopadłe, jest pła- 


szczyzna z= —! . 


(123). Miejscem przecięcia się trzech linij stycznych do  elipsojdy, 
g2 | A 
p H + = 1, wzajemnie do siebie prostopadłych, jest (He) (a)y 
+ (a? + 0?) =b?e? +|- c?a? 4 a2, z? 2 
(124). Dowićść, że stożek styczny do elipsojdy aż + z + z =1, mający 
ZEG 


wićrzchołek w (a, f, y), przecina płaszczyzna XY według hiperboli równobocznćj, 


a? +- 2 13 


jeżeli -= Ruta=" ETAN 
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A Okazać, że sześć normalnych z punktów (a, f, y) do elipsojdy 
ał+% s Sal leżą wszystkie na stożku 


SE 


a Y 
AASR E 2j? 
e—a teeb et 
(126). Dowiéść, że suma iloczynów dwu prostopadłych, spuszczonych z dwu 
końców każdćj z trzech średnic sprzężonych powierzchni az? -|- by? + cz =1 na 
jakąkolwiek płaszczyznę styczną, jest równa dwa razy wziętemu kwadratowi prosto- 


padłćj, spuszczonćj na płaszczyznę styczną ze środka PE 


2 
(127). Znaléść kąt między tworzącymi hiperbolojdy Z a Tih Sik 3 = 1, prze- 
chodzącymi przez punkt (a, f, y) na téj powierzchni. 
py? _ 2 —1 
43 , 


a? c? 


(128). Dowiéść, że tworzące powierzchni * przechodzące 


RZE 
przez punkt, dla którego =| 5 zg są do siebie prostopadłe. 


a? +- c 
(129). Okazać, że jeżeli dwie tworzące, wychodzące z punktu Q na hiperbo- 
2 2 2 
lojdzie = -} m — g= 1, przecinają elipsę szyjną w PiP' na końcach dwu śre- 


dnie sprzężonych, to QP? +- QP? =a? + b? +- 2e?. 

(130). Okazać, że jeżeli przez dwie tworzące tego samego układu, przecho- 
dzące przez końce osi wielkićj elipsy szyjnćj hiperbolojdy, poprowadzimy dwie pła- 
szczyzny, i jeżeli te płaszczyzny przecinają się według jakićjkolwiek trzecićj tworzą- 
cćj, to ślady tych płaszczyzn na każdćj z dwu płaszczyzn centralnych przekroju ko- 
łowego są do siebie prostopadłe. 

(131). Okazać, że jeżeli dwie tworzące hiperbolojdy są osiami spółrzędnych, 
to równanie powierzchni można sprowadzić do postaci z? + az=lyz +4 mzz + nzy. 


Ż reż 
'(132). Okazać, że kąt między dwiema ah parabolojdy s -= -= dz, 
eż ek 


ptatt 
(1 R Okazać, że prostopadłe z gk na tworzące parabolojdy 


z? y 
> leżą na stożkach E E I) artiy) +22 =0 


aż dż 
(134), Okazać, że prostopadłe z początku na tworzące hiperbolojdy 


przechodzącymi przez punkt (a, O, 'f), jest arc cos —1- 


2 By 28 2 2 2 
= e — = 1 leżą na stożku = z (? + ©)? w; ds A + 5 dech 
zł 
135). Okazać, że kąt między tworzącymi spoty — + += l, 
ę 


przechodzącymi przez punkt (z, y, z), jest arccos z te, gdzie I i hą są pier- 


wiastkami równania 


OE I 


2 a125 
(136). 'Tworzące hiperbolojdy zh + - A z=! przechodzą przez te pun- 


b? 
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kty elipsy szyjnéi, których kąty mimośrodowe są a, ß; okazać, że punkt ich przecię- 
cia się jest wyznaczony przez równania 

z y z l 


acos (a +) bsin z (a+ 5 Æ csin = (a—ĝ) A cos 5 (6—2) 


Nadto jeżeli $ jest odległością najkrótszą między dwiema tworzącymi tego samego 
układu, to 


82 PTT Tgi r e Diiia 


(137). Okazać, że jeżeli R oznacza długość połowy średnicy przekroju pła- 


1 1 1 1 
4sinż—(1—$)  sin3—(a+ B) cost —(a+-f)  cos?—(a—pß) 
2 2 + 2 sę 2 


2 TREC 
skiego powierzchni = -|- 75 -H Z —=1 płaszczyzną centralną Iz -+ my nz =0, 
a r długość połowy średnicy równoległćj przekroju tój samój powierzchni pła- 
a p? 
szczyzną równoległą lz -+ my -4+ nz—p=0, to r= R? (1 — apaya) . 
(138). Okazać że, jeżeli płaszczyzna lx |- my |-nz=p przecina powierz- 
2 2 5% 
chnią z + 5 — a = 0 według paraboli, to a?l? +- bm? — c?n3 = 0. 
(139). Jeżeli płaszczyzna centralna przekroju kołowego elipsojdy 
2 p 2 
-= SE —=l 
a? ds b2 + c? 


przecina powierzchnią (2? +- y? -+ 2%)? = a?a? +|- by? + c?2?, to suma kwadratów 
którychkolwiek dwu do siebie prostopadłych promieni krzywój omaa jest stalą. 


(140). a) Znaléść przekroje kołowe powierzchni = +5 +S —=1 i 2) 
okazać, że jeżeli przekrój téj powierzchni dad lx $ my r nz=0 jest 
hiperbolą równoboczną, to aa +- a -+ Zia, 

al bm n 


(141). Okazać, że ogniska wszystkich przekrojów ROSZ powierzchni 
foi pea (PJ 2)= (+5) 
p + z 7 led na powierzeniu |z— ż ta 
(142). Okazać, że ogniska wszystkich przekrojów KATA powierzchni 
aa? +- by? + cz» =1 leżą na powierzchni 


(£ + y? + 23) (1 — aa? — by? — cz?) [a(e—b)?y?2? +- b(a — cJ?z?a? + c(b — a)?e?y*|= 
= (aa? +-by? F cz?) |(c — b)? y?2? + (a — c)?z?32? + (b— a)? z? y? 
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ROZDZIAŁ X. 
O OGNISKĄCH POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO, 


KRZYWE OGNISKOWE, 


117. Powierzchnie stopnia 2-go posiadają tę własność, że stosunek 
kwadratu odległości punktu bieżącego na nich od ogniska przekroju główne- 
go do iloczynu dwu jego odległości od płaszczyzn, przecinających się według 
kierownicy, należącój do tego ogniska, jest stały. Jakoż, weźmy pod uwagę 
np. elipsojdę, przedstawioną przez równanie 

DY YA „BR 
(1) ai m pr 1, 
w którym aż>b2> è, i oznaczmy przez €, cz, cz mimośrody przekrojów 
głównych tój elipsojdy, odpowiednio przez płaszczyzny YZ, ZX, XY. Spół- 
rzędne ogniska przekroju przez płaszczyznę XY są (ae,, 0, 0), a zatym kwa- 
drat odległości punktu bieżącego (z, y, z) na (1) od tego ogniska jest 


2 2 
= (z — 06) + y? +- =r aee +- ae? +- u(1—5 -5 + 22 


= (e,0 —€' z — a) (e3 + e'z — a), jeżeli e = ka . 


Widzimy stąd, że kwadrat odległości punktu bieżącego (Œ, y, z) na (1) od 
ogniska przekroju płaszczyzną XY jest proporcyjonalny do iloczynu 
dwu funkcyj stopnia 1-go względem spółrzędnych tego punktu, a więc pozo- 
staje w stosunku stałym do iloczynu jego odległości od dwu płaszczyzn 


(2) 0—cz—a=0 i Gc-+ez=a=0, 

które się przecinają według prostćj 

(3) z=0 i qc—a—=0, 

t. j. według kierownicy, należącćj do ogniska przekroju (ae, 0, 0). — Podo- 
bnie rzecz się ma ze względu na ogniska przekrojów głównych płaszczy- 
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znami ZX i YZ, lecz w tych przypadkach płaszczyzny, odpowiadające pła- 
szczyznom (2), są urojone, lubo prosta ich przecięcia się jest rzeczywista. 

Ogniska przekrojów głównych powierzchni stopnia 2-go nie są jedynymi 
punktami, względem których te powierzchnie posiadają dowiedzioną dopióro- 
co własność. Aby to okazać, znajdziemy warunki, jakim spółrzędne jakie- 
gokolwiek punktu winny uczynić zadość, jeżeli kwadrat jego odległości od 
punktu bieżącego na powierzchni stopnia 2-go ma być proporcyjonalny do 
iloczynu odległości punktu bieżącego czyto od dwu płaszczyzn rzeczywistych, 
czytóż od dwu płaszczyn urojonych sprzężonych. 

118. POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Oznaczmy przez (a, ß, Y) spółrzę: 
dne punktu żądanego, a przez (a', f', 4') spółrzędne jakiegokolwiek punktu 
na prostéj, według którćj przecinają się dwie płaszczyzny; natenczas, przy 
wszelkich wartościach na (x, y, z), które czynią zadość równaniu powierzchni 
stopnia 2-go, wyrażenie (1— a)? +- (y — B)? + (z— Y)? winno być tożsamo- 
ściowe równe iloczynowi [/fa —a') + my — B) + nfz — q)] [U (z — a') + 
+ m (y—B') + n' (2—1')|, czyli równanie 
(4) @—a + (y—B)?+ (2—'1)*—[Ifz—a') + m(y—P') + n(—1')] 

[fe —a') + m (y—B') + n' (z—1')|=0 
powinno być tymże samym równaniem powierzchni stopnia 2-go. 

Weźmy naprzód pod uwagę powierzchnią ze środkiem. Niech jéj 
równanie odniesione do osi głównych będzie 

a2 2 g 

(5) T +i +i, 

gdzie A=1 dla elipsojdy i obu hiperbolojd, a A=0 dla stożka. — Aby 
równania (4) i (5) mogły być tożsamościowe, w równaniu (4) spółczynniki 
wyrazów zawierających yz, za, zy winny być równe 0. Mamy zatym trzy 
równania warunkowe: 

mn --mm=0, nl -+ni=0, Im --lUm=0, 
którym stanie się zadość jedynie przy jednym z trzech następujących założeń: 


l I 
n=0, n=0 TZ" 

(6) Lie: 
m=0, m=),—==—— 

t n l 

' U 
1=0, I=0,-=——, 

m n 


U 
a. Przy piórwszym założeniu, kładąc "=k przywiedziemy równą- 
nie (4) do A 


(0—a)? + (y — B) + (— 1)? + kPa —a')2— km (y —B)2—0. 


Porównawszy zaś je z równaniem (5), mamy 
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a?(1 + kP) =V>(1 — km?) = e, 
(7) a+kBa=0 p—kmf =0, 1 =0, 
+7 + ba — knaga=— Ao, 
skąd wypada 


2—2? b2— (2 2 b2 
z czę bz zag pt: 


kż=— 


Podstawiając te wartości w ostatnie z równań (7), otrzymujemy 


2 2 
(8) Ea a =À, 1=0, 


jako równanie miejsca punktu, którego kwadrat odległości od punktu bieżą- 
cego powierzchni (5) pozostaje w stosunku stałym do iloczynu odległości tego 
ostatniego punktu od dwu płaszczyzn. Tym miejscem jest więc krzywa sto- 
pnia 2-go na płaszczyźnie XY, którą nazwiemy krzywą ogniskową. 

Każdemu punktowi (a, ß, 0) tój krzywćj odpowiada, jako kierownica, 
prosta przecięcia się dwu płaszczyzn 


na — JP —a)1=0; 
ta prosta jest prostopadła do płaszczyzny XY i spotyka tę płaszczyznę w pun- 
kcie («, f', 0) takim, iż 
a?o. A LR 
Ez p = jA 
Rugując a, B zapomocą tych równań z równania (8), otrzymamy równanie 
walca 


(3) 


jako miejsca kierownie odpowiadających oddzielnym punktom krzywćj ogni- 
skowćj (8). Ślad tego walca na płaszczyźnie XY nazywa się krzywą kie- 
rującą, odpowiadającą krzywćj ogniskowćj (8). Łatwo spostrzóc, że 
krzywa ogniskowa (8) i krzywa kierująca (9) są biegunowo wzajemnymi 
względem przekroju głównego, na którego płaszczyźnie obie leżą, i że prosta, 
łącząca spodek którójkolwiek kierownicy z odpowiadającym jéj ogniskiem, 
jest normalną do krzywćj ogniskowćj. 

b. Przy drugim założeniu, kładąc 7 ~= k, sprowadzimy równanie 
(4) do 


aa 


moa Gas n AN y'=0 


@— a)? + (y—B)? + Ei) — kea aaner) =0. 
Z porównania tego równania z równaniem (5) wypada 
g? 42 
jako równania drugićj krzywćj ogniskowćj na płaszczyźnie ZX, i 
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aż — b? b2 — (2 
tt kd sm m=i ME, 


(11) 
jako równania odpowiednićj krzywćj kierującćj. I tu także obie krzywe są 
biegunowo wzajemnymi względem przekroju głównego płaszczyzną ZX. 

n! 


c. Przy trzecim założeniu, kładąc —=k, zamiast równania (4) 
mićć będziemy 


(z— a)? + (y—B)* + (—1)* + kimy —B)? — n(—'')?]=0, 


a porównywając je z równaniem (5), otrzymujemy 


g2 42 
(12) mgit Bogi = 450% 


jako równania trzecićj krzywój dk by tudzież 
2 A2 
(13) ES 


jako równania AU TE kierującéj. 

119. Pośród trzech krzywych ogniskowych (8), (10), (12) ż odpowiednich 
tymże krzywych kierujących jedna jest elipsą (w stożku punktem), druga hiperbolą 
(w stożku dwiema prostymi, przecinającymi się w wiórzchołku stożka), a trzecia krzy- 
wą urojoną (w stożku punktem). 

Zakładając, że co do wartości bezwzględnój a*>bż>e?, tudzież, że 
2-<0 dla hiperbolojdy jednopowłokowćj, a b2-£0 i c: <0 dla hiperbolojdy 
dwupowłokowćj, łatwo spostrzeżemy, że w elipsojdzie i w hiperbolojdzie je- 
dnopowłokowćj, elipsa ogniskowa i kierująca leżą na płaszczyźnie XY, a hi- 
perbola ogniskowa i kierująca na płaszczyźnie ZX; w hiperbolojdzie zaś dwu- 
powłokowćj rzecz się ma odwrotnie. 

W stożku (4—=0), dla którego przyjmujemy c: <0 i a2>Ł%, równania 
krzywych iere i są: 


gł 
p2+—— =) a=0, 


Ra , p2 43 
= 0, =% a=0, BT Aj = 


a2 
aż P-e a? — (* 


LA 
ptp b2— =0; = 0, z—z 


A zatym w stożku 


aż ya e 


gdzie a3>Ł2, jedyną krzywą ogniskową przedstawiają dwie proste, przecina: 
jące się w wićrzchołku; te dwie proste leżą na płaszczyźnie ZX. 

120. POWIERZCHNIA BEZ ŚRODKA. Aby otrzymać krzywe ogniskowe 
parabolojd 


(14) e + Z2, 


należy znowu uważać Po (4) i równanie (14) jako przedstawiające tę 
samę powierzchnią. Tym sposobem znajdziemy naprzód trzy układy równań 


http://rcin.org.pl 


432 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


warunkowych (6). Postępując następnie taksamo, jak w art. 118, znajdzie= 
my, że piórwszemu układowi odpowiada krzywa ogniskowa 


(15). E—0—9(20—0=0, 1=0, 
a drugiemu krzywa ogniskowa 
(16) 3 + (p—9)(2a—p)=0, B=. 


Trzeci układ równań warunkowych jest niemożebny; albowićm, ponieważ ró- 
wnanie (14) nie zawićra w sobie æ?, więc porównanie równania (14) z równa- 
niem (4), dla 1=7/—=0, prowadziłoby do niedorzeczności. 

A zatym: krzywymi ogniskowymi obu parabolojd są dwie parabole, z których 
jedna leży na płaszczyźnie XY, a druga na płaszczyźnie ZX; wićrzchołki obu są 
ogniskami odpowiednich przekrojów głównych. 

Krzywą kierującą, odpowiadającą paraboli ogniskowćj (15), jest także 
parabola 
(17) p= (2a +g), T=0. 

R=PY 

'Ta parabola i parabola (15) są widocznie także biegunowo wzajemnymi 
względem paraboli y= 2px, ż=0 odpowiedniego przekroju głównego. Tak- 
samo rzecz się ma z drugą parabolą ogniskową i odpowiadającą jój krzywą 
kierującą. Nietrudno okazać, że ogniskowe walca eliptycznego i hiperbo- 
licznego są dwiema prostymi, na których leżą ogniska przekrojów głównych, 
a ogniskowe walca parabolicznego są dwiema prostymi, z których jedna leży 
w odległości nieskończonćj, a druga przechodzi przez ogniska przekrojów 
głównych. 


POWIERZCHNIE STOPNIA 2-60 SPÓŁOGNISKOWE. 
121. Dwie powierzchnie stopnia 2-go, mające krzywe ogniskowe spólne, 
zowiemy powierzchniami stopnia 2-go spółogniskowymi. Rozważymy 
tylko powierzchnie ze środkiem. Niech 


Po y? gł 

(1) a +ytqa=h 
. æ? 2 g2 

(2) m tfa +a =l 


będą równaniami osiowymi dwu powierzchni stopnia 2-go ze środkiem. Te 
dwie powierzchnie będą miały krzywe ogniskowe spólne, a więc będą spóło- 
gniskowymi, jeżeli 

g'3— !2— b — 02, d3 — g2— (2— aÊ? i a2—52—=a2— b, 
lub jeżeli 
(3) d2— a=b? —b =d? — e, 
t. j. jeżeli kierunki ich osi głównych razem się z sobą schodzą, a kwadraty 
tych osi różnią się o wielkość stałą. Stąd wypada, że równanie 
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æ? y? g2 4 

(4) Ey E A E 
gdy w nim na k będziemy nadawali wszelkie wartości rzeczywiste, przedstawi 
wszelkie możliwe powierzchnie stopnia 2-go, spółogniskowe z powierzchnią (1). 

Kładąc w równaniu (1) a3 — 43 =f2, a3 — c° —42, otrzymujemy równanie 
(5) za t ap + m=qi=l 
które, gdy w nim, pozostawiając f? i 4? niezmiennymi, będziemy nadawali 
na a coraz inne wartości, przedstawiać będzie coraz inną powierzchnią sto- 
pnia 2-go tego samego układu spółogniskowego. W tym równaniu 2a nazy- 
wamy osią pióćrwszorzędną. 

Przez punkt dowolnie dany można poprowadzić trzy powierzchnie spółogniskowe 
g powierzchnią daną, z których jedna jest elipsojdą, druga hiperbolojdą jednopowło- 
kową, a trzecia hiperbolojdą dwupowłokową. Jakoż, jeżeli powierzchnia (4) ma 
przechodzić przez punkt (Å, ń, 6), to k będzie pierwiastkiem równania 

ia v ARE < 

z=ztboitaci 5 a 
(k = a?)(k— U)(k — e2)+-$2(k — U2)(k — c2)-+-q2(k— e) (k — a?) --(2(R— a?)(k — 12) =0. 
Załóżmy, że co do wartości bezwzględnój a? >b3>c?, przyczym albo c?, albo 
b? i cż mogą być dodatne lub ujemne. Natenczas, jeżeli w lewój stronie tego 
równania za k podstawimy a?, ba, c, — œ, to znaki wypadku podstawienia 
będą odpowiednio + — + — . Napisane więc równanie sto- 
pnia 3-go względem k ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste, co dowodzi, 
że przez punkt ($, n, ¢) przechodzą trzy powierzchnie spółogniskowe z po- 
wierzchnią (1). Nadto, ilości a: —k, b+—k, c2 —k będą miały, odpowiednio 
trzem wartościom na k, następujące znaki 


dla e>œk :+,+,-+, 
p B>kK>CE: +, — 
» a2> k>bB: +- ,—, —, 
A zatym pierwiastkowi najmniejszemu odpowiada elipsojda, średniemu hiper- 
belojda jednopowłokowa, a największemu hiperbolojda dwupowłokowa. 
Stąd także wypada, że dwie elipsojdy spółogniskowe, jak również dwie 
hiperbolojdy spółogniskowe, czyto obie jednopowłokowe, czytóćż obie dwupo- 
włokowe, nie mogą się z sobą przecinać. 
Jeżeli trzy powierzchnie spółogniskowe przechodzą przez ten sam punkt, to nor- 
malne do tych powierzchni w tym punkcie są po dwie do siebie prostopadłe. Jakoż, 
odjąwszy od siebie dwa równania: 
ę2 n ta 
aż % + pa = 1, 
ga n? t2 E3 

A a ALEE T ES A K a A 


Bibl. mat,-fiz., S, IV, T. IV. 28 
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otrzymamy 
g2 nê t2 


PIE S] + aLi) trao 


a zatym, jeżeli (7, m, n) i (V, m'n') są dostawami kierunkowymi normalnych 
w ($, 7, ©) do dwu powierzchni spółogniskowych (1) i (4), to 


IU -- mm! + nn' =0. 


Pomiędzy powierzchniami spółogniskowymi, przedstawionymi przez ró- 
wnanie (4), znajdują się dwie, osobliwie dla nas ważne. Jeżeli ° >œ >> 0, 
to natenczas, gdy k od 0 stopniowo wzrasta, powierzchnia, przy przejściu k 
przez wartość c?, przejdzie z elipsojdy na hiperbolojdę jednopowłokową, 
a przy przejściu k przez wartość b? przejdzie z hiperbolojdy jednopowłoko- 
wéj na hiperbolojdę dwupowłokową. 

Jeżeli k=c?, to z =0 i powierzchnią spółogniskową należy uważać 
jako parę płaszczyzn schodzących się z XY. Sciślćj rzecz biorąc, jest ona 
wtedy granicą coraz więcćj spłaszczającćj się elipsojdy lub hiperbolojdy je- 
dnopowłokowćj, według tego czy k, dążąc do c?, jest wciąż mniejsze, czytóż 
wciąż większe od c?. Rozgraniczeniem zaś obu jest elipsa 


x? 
a? as c? 


y? 
taamh s—=(, 


którąśmy poznali (art. 119) jako elipsę ogniskową. — Podobnie, dla k=%?, 
mamy y?=0, t.j. spółogniskowa może być uważana jako para płaszczyzn 
schodzących się z płaszczyzną ZX, będących granicą coraz więcćj spłaszcza- 
jącćj się hiperbolojdy aaopywiokowej lub dwupowłokowćj, według tego, 
czy k, dążąc do b?, jest wciąż <<b?, czytóż >b*. Rozgraniczeniem obu jest 
hiperbola 

g2 g2 


AE paa 1, y=0, 


którąśmy poznali jako hiperbolę ogniskową. 

Te dwie krzywe ogniskowe są spólne wszystkim powierzchniom spóło- 
gniskowym (4). Łatwo spostrzćc, że hiperbola ogniskowa przechodzi przęz 
umbiliki elipsojd układu spółogniskowego (4), dla których mamy (art. 114) 

g? + g2 ED. 
WRA GC 


122. Niech =; SĘ s +3=1 będzie równaniem osiowym elipsojdy. 


Kładąc a? — b? = pe aż —c*—=q%, możemy, jeżeli a? > > c, f*<4?, to 
równanie tak pisać: 
BE dą He 


(5) - Sta Ra U E edt 
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Oznaczmy przez a' i a" połowy osi pićrwszorzędnój hiperbolojd jedno- i dwu- 
powłokowćj spółogniskowych, przechodzących przez punkt ($, 4, Ę) na elipsoj- 
dzie (5); natenczas 


= nè {2 
z =s; 
ata =P b gams 
Ponieważ także 
Ę N „a=. 
aż ' a? — gł $ r Em a, 


zatym odejmując te dwa równania od siebie, mićć będziemy 


Les czy 
ża t EPEA * GOP" 
lub 
2 22 
a* + Aa? +- E a 0, 
Jeżeli pierwiastki tego równania, Mpa 2-go względem a? nazmiemy 
202,2 27/2,!!2 2,12 „a 
a'? i a"? to aa" — È = » skąd RaZ AE =a maA Ozna- 


czając przez b' ib", œ ic" połowy osi drugorzędnćj lub odpowiednio trze- 
ciorzędnéj hiperbolojd jedno- i dwupowłokowéj, przechodzących przez punkt 
($, n, ©) na elipsojdzie (5), znajdziemy taksamo 


YU"? m" c2020'2 


T=wzótv=qj | *=Gza(c=h' 
A zatym, jeżeli (a',V',c') i (a',b',c') są połowami osi hiperbolojd jedno- i dwu- 
powłokowćj, spółogniskowych z elipsojdą, któréj połowami osi są (a, b, c), i jeżeli 
owe hiperbolojdy przechodzą przez punkt ($, q, 6) na tój elipsojdzie, to 

a?w?a'? b25'25'2 ŁAŁ 

Ter EAT Pie ZEEREŻY Ro dni A 
(6) £ - (aż— 12) (a: — e) = 0 — (0 — e—a) s e—a (e0) 
Stąd widzimy, że jeżeli o punkcie na elipsojdzie wiemy, na którćj z óśmiu 
części, na jakie płaszczyzny przez jéj osi przechodzące roskładają tę powierz- 
chnią, on się znajduje, to możemy wyznaczyć położenie tego punktu zapomocą 
osi hiperbolojd spółogniskowych, przez ten punkt przechodzących. 

Osi pićrwszorzędne obu hiperbolojd spółogniskowych, przechodzących 
przez jakikolwiek punkt elipsojdy, sorig się spółrzędnymi elipty- 
onya tego punktu. Ponieważ b*=a'?*—f2, b"? =a"? — R? cz=a%—1%, 
c':=a'>—4, przeto, zamiast (6), można pisać 


12 „ira 1 "nz 2fg!2 — s2y(q!12 — y2 
Oe Aat i pE, pt) 

a? —b?)(a? — c?) (b3 — c2)(b3 — aż) " (E — aż)(c* — b?) 
t.j. spółrzędne punktu na elipsojdzie można wyrazić zawsze przez spółrzę* 
dne eliptyczne tego punktu. 


http://rcin.org.pl 


436 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


Równania dwu krzywych przecięcia się obu hiperbolojd spółognisko- 
wych z elipsojdą we spółrzędnych eliptycznych są odpowiednio: a' lub a'= 
stałćj. 

123. Jeżeli trzy powierzchnie spółogniskowe przechodzą przez punkt Pi jeżeli 
jedne z nich przetniemy płaszczyzną centralną, równoległą do płaszczyzny stycznój 
do nićj w P, natenczas osi tego przekroju będą równoległe do normalnych w P do 
dwu pozostałych powierzchni spółogniskowych. Nadto, jeżeli 2a, 2a, 2a" są długo- 
ściami osi pićrwszorzędnych tych powierzchni, to kwadraty połów osi przekroju będą 
m g2 y? g2 ; 
r e a 
przedstawiają trzy powierzchnie spółogniskowe, przechodzące przez punkt 
P (6, r, £), gdy na k nadamy dwie wartości k' i k", okréślone przez równanie 
stopnia 2-go 


r 2107 2 
a?—a!? i a? — a'?. — Jakoż, niech A: + GE -} 


g2 TÈ t2 
a*(a? — k) t b2(b2 — k) T (2 — k) 
Jeżeli (2, m, n), (V, m, n!) i (l', m", n") są dostawami kierunkowymi normal- 
nych w P do tych trzech powierzchni spółogniskowych, to 


R dB PR (ŁÓW zi "0.1 

qi m Cn (ARN  (ż—k)m (ERM 

= e R E A 

(a2—EU" (2—k')m — (e -— k" )n" 

Te równania, łącznie z poprzednim, dają 
ar bm? owi. 
DEPT PEk GAR" 
a?— k' l b>—k' m! c>— K n a?— k" gı b2— k" m" e-k" n" 


0. 


0, i 


.—= = ——— '—1———:——Z 


SWO e aae ma P> W A aA "BB m © mn 
Podług artykułu 1l5:go k' i k" są kwadratami połów osi przekroju pła- 
szczyzną le + my + ns =0, równoległą do płaszczyzny stycznój w P, 
a (U, m, w) i (U, m", n") są dostawami kierunkowymi tychże osi. Nadto, po- 
nieważ a? —k' =a'? i a: —k' =a"?, przeto kk =a*— a", k'=a—a'*, 

Jeżeli a! i a" są połowami osi pićrwszorzędnych odpowiednio hiperbo- 
lojdy jedno- i dwupowłokowćj, to a' œa", a więc a?— a? < a?— a"'?. 

124. Osi główne stożka stycznego do danćj powierzchni stopnia 2-go są 
normalnymi do trzech powierzchni z daną spółogniskowych, przechodzących przez 


2 2 2 
wićrzchołek tego stożka. Jakoż, niech c; + a + = = 1 będzie daną powierz- 
chnią stopnia 2-go, a ($, N, ¢) wierzchołkiem stożka stycznego. Pisząc ug za 
Ze LA +5- 1, jako równanie tego stożka, odniesione do wićrzchołka 
jako początku, otrzymamy 
g? » R fx p gay 
w(z + += — (38.15 =0, 


aa " b2 ' e c 
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Środek (£o Yo :9) przekroju tego stożka płaszczyzną læ-}-my+nz=p wy- 
znaczają równania (art. 113) 


U9%5 — $v —%óT1_ Uoo — 09 __ tło — (Wo ljv Se 
ła =" módz ne  lĘ--mq-+nt "+ mq+nt 
2 2 2 
gdzie v=% 0 + 4%, Niech następnie atętp=l będzie ró- 


wnaniem CAE R; pierwotnych osi powierzchni spółogniskowéj z daną, 
przechodzącćj przez punkt ($, 7, ¢) i mającéj w tym punkcie płaszczyznę sty- 
czną le -|- my + nz —p==0. Mamy wówczas 
p=l$+mq-+-nt, tudzież p =la? qnp=mf2, tp = ny. 
Wskutek tego, powyższe równania dają 
lv mv nv 
oto =T 7 =0% Molo =" (8*—19), tozo= ry (i — o); 
a że aż—a?= Ah b= Yy? — (> =k, przeto 
wine, 
i m «a 
A zatym, środki wszelkich przekrojów stożka stycznego do danćj powierz- 
chni, równoległych do płaszczyzny stycznój do jakićjkolwiek powierzchni spół- 
ogniskowćj, przechodzącćj przez wiórzchołek stożka, leżą na normalnój do tój 


powierzchni; normalne więc w tym wićrzchołku do trzech powierzchni spół- 
* ogniskowych z daną są kierunkami osi głównych stożka stycznego. 


2 2 2 
125. Stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go = + A + Gi =1 Jeż 


obrotowy, jeżeli jego wićrzchołek ($, q, ©) leży na jednćj z krzywych ogniskowych tój 
powierzchni, J Ge stożek odj do tćj powierzchni ma za równanie 


kpt —1) — (ah T+ ima) =0 


gdzie u, ma takie samo znaczenie, jak w artykule poprzedzającym. W tym 
równaniu spółczynniki wyrazów zawićrających 227, y?, 2%, yz, za, wy, są odpo- 
wiednio 


u 2 2 te 
m= a a ama e maA 
(2) 
US x "GA 289 
da = baca” a gaga” a= — gaga” 


Jeżeli ten stożek jest obrotowy, to (art. 66) 


(6) Gir Crs — Garda _ Gaai — Gaza __ GząGyą — Gas | 
23 KETI aiz 


Atoli, wskutek («), mamy 
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a u a u, a; u, 
ii e =p da — Ta = zk da3 Go = th 
Równaniom ($) stanie się zadość: jeżeli a? =V=e*, t. j. jeżeli dana po- 
wierzchnia stopnia 2-go jest kulą, albo jeżeli u =0, t. j. jeżeli punkt ($, 4, 6) 
leży na danćj powierzchni, w którymto przypadku stożek styczny jest właści- 
wie płaszczyzną styczną do danćj powierzchni w punkcie ($, 7, £). Jeżeli zaś 
ani pićrwszy, ani drugi z przypadków wymienionych nie ma miejsca, to tylko 
wtedy, równaniom (p) możemy uczynić zadość kiedy dwa ze spółczynników 
Ay, dzą, Ay, przyrównamy do 0, a trzeci przyjmiemy za różny od 0. 
Jeżeli przyjmiemy a, ay =0, a, £0, a przeto $=0, to stożek sty- 
czny będzie obrotowym wrazie, gdy (art. 66) (a23 — a, ,) (033 — 044) — 04% =0, 


a więc, gdy 
a2 — b? g? — Gs > WE e 
Gw ag "o daż "ga) bież = 


Po wykonaniu działań i uproszczeń, wci jako miejsce wićrzchołka 
stożka stycznego obrotowego (ponieważ w, jest różne od zera): 


nè oi io. 
Bostaog=" = 
Założenia a3 = dag I dzą =z, dają odpowiednio 
© ça : 
pat! jąc part N=0, 1 
ę2 T 


e pap + pah R=V, 

Widzimy zatym, że stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go jest obroto- 
wym wrazie, gdy jego wićrzchołek leży na którćjkolwiek z krzywych ognisko- 
wych tój powiórzchni, 

Łatwo zrozumićć, że stożek obrotowy styczny do elipsojdy będzie tylko 
wtedy rzeczywisty, jeżeli jego wićrzchołek leży na téj części hiperboli ogni- 
skowćj, która się znajduje zewnątrz elipsojdy. Dla hiperbolojdy jednopowło- 
kowćj ten wićrzchołek może leżéć bądź na elipsie, bądźtóż na hiperboli ogni- 
skowój; albowićm piórwsza z tych krzywych leży całkiem zewnątrz, a druga 
całkiem wewnątrz hiperbolojdy. Nakoniec dla hiperbolojdy dwupowłokowćj 
miejscem wiórzchołka stożka stycznego obrotowego rzeczywistego jest elipsa 
ogniskowa, która zarazem przecina powierzchnią w punktach kołowych. 

Nietrudno dowióść, że każda styczna do krzywój ogniskowćj jest osią 
stożka obrotowego stycznego, którego wićrzchołek razem się schodzi z pun- 
ktem styczności tćj stycznćj. 

Badania, przeprowadzone w tym artykule, dają się łatwo rosciągnąć na 
obie parabolojdy. 
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ĆWICZENIA. 


(143). Znalóść równania krzywych ogniskowych powierzchni 
2x? + By? + 42 =9. 


(144). Okazać, że jeżeli ogniska przekrojów głównych dwu parabolojd scho- 
dzą się z sobą razem, to i krzywe ogniskowe obu również razem się z sobą schodzą. 

(145). Dla każdego przekroju płaskiego powierzchni stopnia 2-go, normal- 
nego do jéj krzywćj ogniskowćj w jakimkolwiek punkcie, ów punkt jest ogniskiem. 

(146). Na płaszczyźnie przekroju płaskiego, prostopadłej do płaszczyzny 
krzywćj ogniskowćj, leżą dwie kierownice; okazać, że suma lub różnica odległości 
jakiegokolwiek punktu na przekroju od dwu odpowiednich ognisk jest stałą. 

(147). Jeżeli stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go ma wiórzchołek na 
którójkolwiek kierownicy, to płaszczyzna biegunowa wiórzchołka przechodzi przez 
odpowiednio ognisko i jest prostopadłą do prostćj, łączącćj to ognisko z wićrzchoł- 
kiem stożka. 

(148). Ogniska szeregu przekrojów równoległych elipsojdy, prostopadłych do 
płaszczyzny którójkolwiek z krzywych ogniskowych, leżą na elipsie, stycznćj do od- 
powiednićj krzywćj ogniskowćj. 

(149). Znaleść równania spółogniskowych z powierzchnią 21*+-3y7+-4:*=9, 
przechodzących przez punkt (1, 1, 1). 

(150). Okazać, że równanie elipsojdy Eha która przechodzi przez 


2 
punkt (a, 0,7) na hiperboli ogniskowéj elipsojdy “3 PE zp 55i, jest 


a? (a? — c?jy? 33 M s ER) , 

(151). Jeżeli poprowadzimy dwie płaszczyzny styczne do dwu spółognisko- 
wych, do siebie równoległe, to różnica kwadratów ich odległości od spólnego środka 
jest stalą. 

(152). Biegun danéj płaszczyzny względem szeregu spółogniskowych leży na 
pewnéj prostéj, prostopadłéj do téj płaszczyzny; ta prosta jest normalną w punkcie 
styczności do tćj spółogniskowćj, do któréj dana płaszczyzna jest styczną. 

(163). Dwa pusky (z, y, 2) i (2!, y', 2!), leżące odpowiednio na elipsojdach 


2 2 a2 y'? ra 
+Ęł+5=1i i E mtz=l, zowią się odpowiednimi, jeżeli 
a f tdi Sy 
-= P =i = R Owóż, okazać, że jeżeli P, QQ są dwoma punktami na je- 
€ c 


dnéj elipsojdzie, a P', Q' punktami odpowiednimi na drugićj elipsojdzie, to PQ' = P'Q. 

(154). Cięciwę, łączącą punkt na jednéj z krzywych ogniskowych z punktem 
na drugićj krzywój ogniskowćj tćj samćj powierzchni stopnia 2-go, nazywamy cię- 
ciwą dwuogniskową tćj powierzchni, Okazać, że jeżeli A jest długością cię- 
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W. 
ciwy dwuogniskowćj parabolojdy A BS -=z i jeżeli ta cięciwa czyni kąty ß iy 


odpowiednio z osią yiz, to z= + ET 

(155). Przez stałą prostą są przesunięte płaszczyzny styczne do każdój z sze- 
regu powierzchni spółogniskowych; okazać, że normalne w punktach styczności utwo- 
rzą parabolojdę hiperboliczną. 

(156). Jeżeli pewna płaszczyzna dana jest styczną do powierzchni stopnia 
2-go, którćj oś piórwszorzędna jest — 2a, w punkcie ($, 7, Ç), to część normalnój 
N w tym punkcie do tój powierzchni, zawarta między daną płaszczyzną i płaszczy- 
zną biegunową punktu (£, , ©) względem spółogniskowćj, którćj oś piórwszorzędna 


- „AC: 
RZE; gdzie p oznacza odległość spólnego środka 


= 2a, wyrazi się przez N = 


obu powierzchni od danéj płaszczyzny. 

(157). Znaléść równanie stożka stycznego do danćj powierzchni stopnia 2-go, 
odniesione do normalnych do trzech powierzchni spółogniskowych, przechodzących 
przez wiórzchołek, jako do osi, 

(158), Okazać, że można przez dany punkt poprowadzić trzy powierzchnie 
stopnia 2-go bez środka, spółogniskowe do danćj powierzchni stopnia 2-go bez środka, 
iże tymi będą: jedna parabolojda hiperboliczna, a dwie parabolojdy eliptyczne. 
Okazać także, że trzy normalne do tych trzech spółogniskowych w punkcie spólnym 
są po dwie do siebie prostopadłe, 

(159). Trzy spółogniskowe parabolojdy przecinają się w S; stożek, mający 
wićrzchołek w S, jest styczny do czwartćj parabolojdy spółogniskowćj. Znalóść ró- 
wnanie tego stożka, odniesione do normalnych w S do trzech spółogniskowych, 
jako do osi, 

(160). Znalóść miejsce punktu na szeregu spółogniskowych elipsojd, odpowie- 
dniego danemu punktowi na danćj elipsojdzie, 
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ROZDZIAŁ XI, 


RÓWNANIA POWIERZCHNI STOPNIA 2-60 WE SPÓŁRZĘ- 
DNYCH CZWOROŚCIENNYCH, 


126. Oznaczmy przez (24, 23, «,, X4) spółrzędne czworościenne prosto- 
padłe punktu bieżącego, a przez (h,, ha, hy, h4) odległości wićrzchołków A,, 
A, Az, A4 czworościanu odniesienia od ścian czworościanu tym wićrzchoł- 
kom przeciwległych. Mamy wtedy związek 71 + 72 4. 73 p 74 — 1, zapo- 

h n h h 
mocą którego można każde niejednorodne równanie algiebraiczne między 
spółrzędnymi czworościennymi punktu uczynić jednorodnym.  Dlategotćż, 
używając spółrzędnych czworościennych, możemy przyjąć, że równania w tych 
spółrzędnych są jednorodne. 


Równanie więc ogólne powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych czwo- 
rościennych punktu ma postać 


(1) FSZQay2,? + da8? + Ozzy? + Agata? + Lagyll3Cą + Lazy CZT, + 20440473 + 
+ 04044 + artt H agatat = 0. 


Jeżeli ta powierzchnia przechodzi przez wiérzchołek, np. A,, czworo- 
ścianu odniesienia, to jéj równaniu staje się zadość przy a, = ħ, 
dą =% =, =0, a zatym jest wtedy a,,=0. Podobnie rzecz się ma, gdy 
powierzchnia przechodzi przez którykolwiek inny wićrzchołek; a zatym, ró- 
wnanie powierzchni stopnia 2-go, opisanćj na czworościanie odniesienia, jest kształtu: 


(2) JSZazyTaly + Agla, + Oz Tyt ++ M4 Ty Ty + ALL, + ATT, =). 


Jeżeli powierzchnia /=0 jest prostolinijową i na nićj leży jedna z kra- 
wędzi, np. A,A., czworościanu odniesienia, natenczas jéj równaniu staje się 
zadość przy %, =x,=0, niezależnie od wartości na 2, i 24, a więc jest wtedy 
Qyy 20, ją =0 i aa =0. Podobnie rzecz się ma, jeżeli na powierzchni leży 
jakakolwiek inna krawędź tego czworościanu; a zatym, równanie powierzchni 
stopnia 2-go, na którćj leżą cztćry boki czworoboku skośnego A,AAZA4, t. j. 
całćry krawędzi A4Aa, AzAg, AGA4, AGA, czworościanu odniesienia, jest kształtu: 
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(3) SE la Lal F Azt 0. 

W to równanie wchodzi jedna tylko ilość nieoznaczona az, :@z4; to wskazuje, 
że istnieje tylko jedna powierzchnia stopnia 2-go, przechodząca przez punkt dany, na 
którćj leży dany czworobok skośny. 

Zważmy jeszcze, że do powierzchni /=0 jest styczną np. krawędź 
A,A3, jeżeli, po podstawieniu w równaniu powierzchni az = «4 =0, wypadek 
podstawienia 

yy? + 20L | laata” 
będzie kwadratem zupełnym, czyli jeżeli 
t112 — h 20. 
Podobnie rzecz się ma z innymi krawędziami. 

127. Oznaczmy przez (x, wa, T'a, L'a) i (14, V'a, L'a, 2'4) spółrzędne 
czworościenne dwu punktów dowolnie danych P' i P", Dla spółrzędnych 
punktu P, który odległość punktów P' i P" dzieli w stosunku p:A, mamy 
(4) Tı h Tą — T3 RZE T; £ 

Ady yw, AT H eal Aa Fer'a Av, pa 
Jeżeli ten punkt jednocześnie leży na powierzchni (1), wówczas 
(5) NJ! H Aaa S H aSa + Was + S'a) He =0, 
gdzie f' i f' są wartościami funkcyi f odpowiednio w punktach P' i P", 
a J'i, J'a J'a J'a wartościami w punkcie P' połów pochodnych cząstkowych 
funkcyi f, odpowiednio względem %;, 24, £3; Xas 

Przeprowadzając taksamo rozbiór równania (5), jak poprzednio równania 
analogicznego w rozdziale VII, znajdziemy, że równanie 


(6) Lafi + Taf + Taf 3 + 047/420 


przedstawia płaszczyznę biegunową punktu P' względem powierz- 
chni f=0, tudzież, że równanie 
(7) SÍ — (0yf' 4 + Taf ą + La'a + 04/4) = 0 
przedstawia stożek styczny do powierzchni /f=0 z punktu P'. 

Jeżeli punkt P' leży na powierzchni /=0, a więc // =0, to równanie 
(7) sprowadza się do równania (6), które w tym razie przedstawia płaszczy- 
znę styczną do powierzchni /=0 w punkcie P'. 

128. Oznaczmy przez (x0, %9, 240, 14%) spółrzędne środka P° po- 
wierzchni f=0. Ponieważ płaszczyzna biegunowa środka jest płaszczyzną 
w nieskończoności, przeto dwa równania 


JE: 


z których pićrwsze przedstawia płaszczyznę AEST punktu P', a drugie 
płaszczyznę w nieskończoności, dają dla wyznaczenia spółrzędnych środka 
związki 


WJ F Lafa + BS + 0/4 =0 i = ga lz za + e p 
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x 
SPE n2? F aa? + Ma2? + 04404 = a” 
1 


` % 
J2 E Aa 2? -H aaa? + lagta? F aat =a 
(8) 


4 
HR Zayty F dagt + dga? + Agaa = —-> 
FPE a2 + aT + Aat? H Agt? = y "z 
4 


Oznaczmy przez A wyróżnik A =X Œ ay, 22033044 funkcyi f, a przez A;, A», 
A, A, wartości, które ten wyróżnik przyjmie, jeżeli w nim zamiast elemen- 
tów pićrwszćj, drugićj, trzecićj i czwartćj kolumny weźmiemy odpowiednio 
Y YE BE SR PEC : > H 
AA AA Natenczas, rozwiązując powyższe równania (8), otrzymamy 


doti _ 509 1% 1 


(9) = =t =i 
A, 4; 4, 8 X 15 GRACJA 


ly 


Oznaczając nakoniec przez A, ilość dołączoną do elementu ai wyróżnika 
A, łatwo spostrzeżemy, że 


AS Au, Anti Aati Ais 


(10) 
A= Aa T -Aati Aa ©, -Aav i t. d., 
a przeto 
(11), nA +a AF -A + AS t+ O KRHA h P 
3 
„BE oå dn ç Ax odu 
TS kk, KR. | R zaj hąhą Sr hsh, 


Fl 
KOTELGTE) s iai s 77 7 
Ta 


I 
| 


dą  @22 3 An ; A24 re | 
łą | 
Uzi 3 dzą 3 033.3 3t ; r 
t3 


1 | 
Agi ; Asz 3| aa > ag a 77 | 

Si 
E R E ON 
h, SGL SA; 7 | 


Srodek powierzchni f=0 znajdzie się w nieskończoności, a więc po- 
wierzchnia będzie jedną z dwu parabolojd, jeżeli wyrażenie (11) jest 
równe 0, a wyrażenia (10) Ay, Az, Az, A, nie są =0. Jeżeli zaś wy- 
rażenie (11) i wyrażenia (10) są jednocześnie 0, to ilość środków będzie 
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nieskończenie wielka, a więc powierzchnia będzie albo walcem, albo ukła- 
dem dwu płaszczyzn. 

129. Stożek styczny do powierzchni f= 0, mający swój wićrzchołek 
w środku téj powierzchni, nazwaliśmy stożkiem asymptotycznym. 
Równanie stożka asymptotycznego powierzchni /=0 jest więc 


— (20 + Bafa? + Bafa? + 1/40) = 


lub, ponieważ, wskutek wzorów (8) i (9), 


A 
Pzaft +2 + wf + a= ———— 
x: tętaTętiR" 
af + fe +ajP+afp=n=— 5, 
Aa ryz dat zy Aa tga 
1 1 1 1 
(12) (jA +iydat Ast A)f—A=0. 


Jeżeli A—=0, a wyrażenie (11) nie jest równe 0, to równanie (12) spro- 
wadza się do f=0, co wskazuje, że wtedy powierzchnia f=0 sama będzie 
stożkiem. A zatym: jeżeli wyróżnik funkcyi f jest równy 0, a powierzchnia 
J =0Q posiada środek, to ta powierzchnia jest stożkiem, 

130. Dajmy, że równanie (6) przedstawia płaszczyznę styczną do po- 
wierzchni f=0 w punkcie P' i oznaczmy przez g, w, ug, u, spółrzędne 
PYT lajk téj płaszczyzny stycznćj, Ponieważ równanie (6) 


i równanie SF! na t+ s? + Ta -+ 7, =0 powinny przedstawiać tę samę 
1 2 3 
płaszczyznę, przeto jest 
xu zu c Au 
Papy a a A 


w 4 Uaa! 

5 2 ya sę i 4 

4 

ści P' leży na téj 1888 ana Rugując T'i, T'a Va 4 i % z tych 

pięciu równań, otrzymujemy równanie stopnia 2-go względem ti, tg; 44, 14, 

czyli równanie powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych czworościennych 
płaszczyzny: 


=0, albowiém punkt styczno- 


a nadto mamy SL Lui) + 


(13) F= Cn » Gua > h3 3 its 7, =0 
Uz 
A21 ; A22 3 dog 3 dzą ; E 
t2 
Ug 
Aar ; dzą » A33 3 Mas ; z 
3 


Ug 
Qar ; laz 3 ąz 3 lsty Ę 
t4 
dy tz. Uz ih 


SA de T RA 
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lub, rozwinąwszy Wei 


(17) —E= Ais zb Aj a Mea 5+ Auts S+ ŻA jj ję + 2Aa jay 
ni U2U4 Ugg 
F An „ką a ark k + ZA T h FAAS kk, =0. 


W przypadku, kiedy A=0, należy tak postąpić, jakeśmy postąpili w arty- 
kule 85. 

Do powierzchni F=0 będzie styczną ściana czworościanu odniesienia, 
przeciwległa wićrzchołkowi np. Ay, jeżeli równaniu F=0 uczynią zadość 
wartości u, =ħ u= u =u4 =0, a więc jeżeli A,,=0. A zatym, 

Ugllą 


09) Anpi + Anię tAn  Ausjępy + Aaejją tAn = 


hąhą hah, 


jest równaniem ogólnym we spółrzędnych płaszczyzny téj powierzchni, do którćj są 
stycznymi ściany czworościanu odniesienia, czyli powierzchni wpisanćj w czworościan 
odniesienia. 

Na powierzchni F=0 leży np. krawędź A,A}, jeżeli jéj równaniu sta- 
nie się zadość, niezależnie od wartości na wu, i w, przez podstawienie 
Wg =u4 =0, a więc jeżeli Aj, Aja "Apa=0. A zatym, równanie powiere- 
chni stopnia 2-go we spółrzędnych płaszczyzny, na którćj leży czworobok skośny 
A,AzA3JA4, jest kształtu: 


Uzt Urug 
hs h, + An Tah, hą =0. 
W to równanie wchodzi tylko jedna stała nieoznaczona Az, i Ax, co wska- 
zuje, że powierzchnią stopnia 2-go w zupełności wyznacza czworobok skośny, na nićj 
leżący, i jedna płaszczyzna do nićj styczna, 

Powierzchnia (15) jest hiperbolojdą jednopowłokową lub parabolojdą 
hiperboliczną, według tego, czy suma 


As | Am 
hyhy © Pah 
jest różną od 0, czytóż równą 0. 


(15) Ag > 


RÓWNANIA POWIERZCHNI STOPNIA 2-60, ODNIESIONE DO CZWOROŚCIANU 
Z SOBĄ SAMYM SPRZĘŻONEGO. 


131. Zapomocą przekształcenia linijowego można nieskończenie wielu 
sposobami rozłożyć funkcyją jednorodną stopnia 2-go między cztórema zmien- 
nymi na sumę cztórech kwadratów, przyczym ilość kwadratów dodatnych, 
ujemnych i równych zeru będzie zawsze tażsama. Ponieważ przekształceniu 
linijowemu równania powierzchni odpowiada odniesienie tego równania do 
innego czworościanu, zatym przez stosowne dobranie nowego czworościanu 
odniesienia, można zawsze równanie powierzchni stopnia 2-go przywićść do 
postaci 
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(1) fJ2d42,* + datą? + Aat? + 040,3 = , 


gdzie œi, æa, 0, 24 są ilościami stałymi, dodatnymi, ujemnymi, lub częścio- 
wo =0. 

Czworościan odniesienia, odpowiadający równaniu (1), jest czworościa- 
nem z sobą samym sprzężonym względem powierzchni /—= 90, t.j. takim, że 
każda jego ściana jest płaszczyzną biegunową przeciwległego wićrzchołka. 
Jakoż, jeżeli w równaniu płaszczyzny biegunowćj 


CZy H 0202 H Aga! 03 H 40 04 O 
punktu (T'i, 4, L'a, ©',), zamiast spółrzędnych tego punktu, weźmiemy spól- 
rzędne wićrzchołków A,, Az, Az, A, czworościanu odniesienia, to otrzyma- 
my odpowiednio równania 
©, =0, Da =0, tz =0, t= 0, 

które są równaniami ścian czworościanu, przeciwległych tym wiérzchołkom. 

Oznaczając przez A wyróżnik równania (1) mamy A = d%3%%4. A za- 
tym, jeżeli równanie f= 0 nie przedstawia stożka (lub w szczególności walca, 
albo dwu płaszczyzn), to wtedy żaden ze spółczynników œ, da, s, 24 nie 
może być równy 0. Przy tym założeniu, zważając, że A ,=4%0%4, 
Az 20404404, Ag = 040a; Ag = A4, gdy tymczasem, dla 1Zk, Ax =0, 
mićć będziemy (art. 130) 


(2) F =R? + Bata? + Pota” + Bat? =0, 
gdzie 
(3) R=1:ah?, B1: a, Bha =l: dh, Bi =1: a, 


jako równanie powierzchni (1) we spółrzędnych płaszczyzny, odniesione do 
czworościanu z sobą samym sprzężonego. 

Jeżeli (2,9, L3, 240, 24%) są spółrzędnymi środka powierzchni (1) lub 
(2), natenczas zA 128), uwzględniając oznaczenia (3), miéć będziemy 


(4) = == = 
Ei = fala A= Bala | Br + Pa + Ba +Pa 

Powierzchnia zatym (1) lub (2) (jeżeli A 0) będzie powierzchnią ze środ- 
kiem, lub powierzchnią bez środka, według tego, czy suma spółczynników 
w równaniu (2), t. j. Pı + Pa + B + Pa jest różną od 0, lub równą 0. Jeżeli 
Pi + Pa + Pa + Pa nie jest 0, można zawsze przyjąć, że fą +- fa + f + B= + 1; 
albowićóm, w przeciwnym razie, dość równanie (2) podzielić przez 
Br + Pa + Pa ++ P+, a wtedy suma nowych spółczynników równania stanie się 
równą +1. 

132. Przyjmijmy naprzód, że f + fa + fa +4 ==1; równanie (2), 
a więc i (1), przedstawia wtedy albo elipsojdę, albo jednę z dwu hiperbolojd, 
co zależy od znaków spółczynników fy, Pa, Pa, Bá 

a. Jeżeli tylko jeden z tych cztćrech spółczynników jest dodatny, a trzy 
inne są ujemne, to równanie przedstawia elipsojdę. Jakoż, niech będzie 
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fa =D, fa =— b, ją =— b, ,=— 24%. Równanie powierzchni we spół- 
rzędnych płaszczyzny jest teraz 
(5) F =b,2u, 2 — bt? — bath? — bga? = 0, 
a we spółrzędnych punktu 
a, 2 2 
© Eran AE E eT 
przyczym bł— b — by? — 643 =+-1. — Ponieważ f(zy, Tą, ©”, 24) = 


=b, —b;? — b— b= + 1, gdy tymczasem 
1 1 1 
(hy, 0, 0, 0) =z f(O, ha, 0, 0)=—77 FCO, 0, hs, 0)=—77 
1 2 3 1 
/(0, 0, 0, AAE T 


zatym, rozumując taksamo, jak w art. 170 części I, znajdziemy, że środek 
i wiórzchołek A, leżą wtedy z téj saméj strony, gdy tymczasem wićrzchołki 
As, A,, A, leżą po stronie przeciwnćj téj powierzchni. Połączmy środek 
Po z punktem P'(x,, L'a, S'a, 2'4), dowolnie obranym na ścianie AzA5A,. 
Ponieważ a/, =0, przeto dla spółrzędnych punktu bieżącego P na prostćj 
PoP' mamy 

AJ GASI. M ARA. ZEE NL: EŃ, 
dej ALP HeLa ALP Ha Amy ya 
a zatym, jeżeli ten punkt jest punktem przecięcia się prostéj P°P' z powierz- 
chnią (6), to 


JA x., ae + iá K F pt'z, Aa ++ sad iah 
2 d E a 

MEELI zp ręku T) e Gzięs + BE T GEE, rasy) =". 
To równanie daje zawsze dwie wartości rzeczywiste na A:p, co wskazuje, że 
każda prosta przechodząca przez środek powierzchni, przedstawionćj przez 
równanie (6) lub (5), przecina ją w dwu punktach rzeczywistych. Ta więc 
powierzchnia jest elipsojdą. 

b. Jeżeli dwa ze spółczynników f,, Pa, fa, P+ są dodatne, a dwa ujemne, 
to powierzchnia (2), a więc i (1), jest hiperbolojdą jednopowłokową. Połóż- 


my bowióm fy=by?, fa =b4?, Bs =— b3, ,==— 94%; natenczas równania (2) 
i (1) [wskutek (3)] przywiodą się odpowiednio do 
(7) F= Ś a F bata —by?ug? —byu4* =0 i 
za Ma” śe. 0% 23 
(8) SE Rz FE E — Wał = 


przyczym b? +- b +- b2 +b, = 1. — Ostatnie równanie można tak pisać: 


u (Fr 4 HAYS. 5: 
ża byłą z x) były alga A PORI z) = za 
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Stąd bespośrednio widzimy, że powierzchnia, przez to równanie przedsta- 
wiona, jest prostolinijową, a więc, jako posiadająca Środek, jest hiperbolojdą 
jednopowłokową. 

c. Jeżeli trzy spółczynniki równania (2) są dodatne, a tylko jeden jest 
ujemny, to równanie przedstawia hiperbolojdę dwupowłokową. Jakoż, po- 
łożywszy p, =2,?, fa =b4?, Pa =2,2, p, = — b,?, mićć będziemy, jako równanie 
powierzchni, 


(9) F = b44? + batla? + batta? — bpt = 0, 
lub odpowiednio [we spółrzędnych punktu, wskutek (3)] 

= A? Tą? La? m? 
lii TE DERE * kz * DRE DRET 


przyczym ,? -|- bą* + b?—b,?=1. — Postępując taksamo, jak w przypadku 
pićrwszym, znajdziemy, że wiórzchołki A,, Az, A, czworościanu odniesienia 
wraz ze środkiem PO leżą z tój samój strony, a wićrzchołek A, leży po prze- 
ciwnćj stronie powierzchni, a następnie, że prosta, łącząca punkt P° z pun- 
ktem P', dowolnie obranym na płaszczyźnie A,AzA;, nie przetnie powierz- 
chni (10), jeżeli ten punkt P' leży w nieskończoności, t. j. gdy prosta P9P' 
jest do płaszczyzny A,A>A4 równoległa. To wskazuje, że powierzchnia, 
przedstawiona przez równanie (9) lub (10), jest hiperkolojdą dwupowłokową, 
gdyż nie każda prosta, przechodząca przez jéj środek, przecina ją w punktach 
rzeczywistych. 

133. Przyjmijmy teraz, że suma spółczynników w równaniu (2) jest 0, 
t. je Br ++ Ba + Ba + 4 =20. W tym przypadku równanie (2), a więc i (1) [je- 
żeli żadne a nie jest 0, a przeto żadne ß nie jest o], przedstawia jednę z dwu 
parabolojd. Ponieważ te cztóry spółczynniki nie mogą być tego samego zna- 
ku, można zatym zrobić tylko dwa przypuszczenia. 

a. Jeżeli trzy spółczynniki są jednakowego znaku, a czwarty spółczyn- 
nik jest przeciwnego znaku, np. jeżeli p, =2?, fa =242, Bab, ,=——4,2, 
gdzie bi, bas ba, b, oznaczają liczby rzeczywiste, to w tym przypadku równa- 
nia (2) i (1) sprowadzają się do 


(11) F=hb?u,? + batta? -+ bą?1u52 — bu = i 
- M 002? a? a zo 
8 ike * uz t ik pna T 


przyczym 2,* + ba? + b? —b42 = 0, — Stąd wypada odpowiednio, dla u, =0 
i Tą si, 

D,2u, 2 4 527,2 RSE z Tą? ABB 

1 24 -|- ą Na + batig s=(. 1 ama t aha T zz = 0: 


A zatym przez wiórzchołek A, nie można przesunąć płaszczyzny stycznćj 
rzeczywistćj do uważanćj powierzchni, anitóż ściana A,A-A; (0, =0) nie 
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przecina tćj powierzchni w punktach rzeczywistych. A. ponieważ parabolojdę 
hiperboliczną, jako powierzchnią prostolinijową, każda płaszczyzna przecina 
w punktach rzeczywistych i do nićj można przesunąć przez każdy punkt pła- 
szczyznę styczną rzeczywistą, zatym równania (11) i (12) przedstawiają para- 
bolojdę eliptyczną. 

b. Jeżeli dwa spółczynniki są dodatne, a dwa ujemne, np. f,=2?, 
Ba =b, y —b?, 4, =—b4?, to w tym przypadku równania (2) i (1) spro- 
wadzają się do postaci 


(1 3) F = bzu? -|- bat? — btta? ż- Dą?u4? = i 


2 2 2 2 
(14) f= Tı Tą T3 Tą 


= b baha Dha baha? =Y; 


przyczym b? +- bą? — b? — b? = 0, — Te równania przedstawiają widocznie 
powierzchnią prostolinijową; ta więc powierzchnia jest parabolojdą hiperbo- 
liczną. 

Powyższe kryteryja nie zależą od położenia czworościanu odniesienia 
z sobą samym sprzężonego, jak to wynika z twierdzenia, podanego w arty- 
kule 74 części I. 


CZWOROŚCIANY BIEGUNOWO WZAJEMNE WZGLĘDEM POWIERZCHNI 
STOPNIA 2-GO, 


134, Dwa czworościany zowiemy z sobą sprzężonymi, lub bie- 
gunowo wzajemnymi względem powierzchni stopnia 2-go, jeżeli ściany 
jednego z nich są płaszczyznami biegunowymi odpowiednich wićrzchołków 
drugiego. 

Weźmy jeden z czworościanów za czworościan odniesienia A; AzA3A4, 
i niech 


(1) SE? + a22? F laga? + 044004? + Zaz CąTCy + agtw, + ZAy9C4C2 +- 
+ 204044 F 2a LT, + Rly Lt = 0 


będzie równaniem powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do tego czworo- 
ścianu. 
Ponieważ 


(2) 1=0, A=), A=, A=0 


są odpowiednio równaniami płaszczyzn biegunowych wiórzchołków A,, Az, 
Aj, A, czworościanu odniesienia względem powierzchni (1), to równania te 
przedstawiają odpowiednio ściany B,B,B,, B;B,B,, B,B,B,, B,B;B, czworo- 
ścianu B,B+B;B, biegunowo wzajemnego z czworościanem A,A„A„A,. Dla 
spółrzędnych wićrzchołków B,, Ba, B,, Ba, jako punktów przecięcia się trzech 
odpowiednich płaszczyzn (2), mamy odpowiednio: 

Bibl. mat.-fiz., 8.1V, T. IV. 29 
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hu; JpER 1 gREB. SR: 
Au Ap Tie zy” 
M _ a _ Ta _ m, 
» RZA 
du Aa An Ay. 
W Tz Ls __ Tą 


Au Au As Ay 
gdzie, jak zawsze, Ag oznaczają ilości dołączone do odpowiednich elementów 
a; w wyróżniku A funkcyi f. 

Wiedząc to, możemy dowićść następującego twierdzenia: proste, łączące 
odpowiednie wićrechołki dwu czworościanów biegunowo wzajemnych względem po- 
wierzchni stopnia 2-go, jak również proste przecięcia się dwu odpowiednich ścian 
tychże czworościanów należą do tego samego układu tworzących hiperbolojdy jedno- 
powłokowćj. 

Weźmy naprzód pod uwagę układ cztćrech pićrwszych prostych A,B,, 
A,B, A,B, i A4B,; ich równania są widocznie 
M_M_ M; M_ hh, 

Ap Aj Ay Az Az Az 

E 0a _ Da; M _ Tą _ Ga 
Ay Ag Ag An Ag As 
Otrzymamy zaś warunek, aby jakakolwiek prosta 

(5) Kąty + Kąt + gta + Nta =0, Wy + Kala H Kaw + 404, > 0 
przecinała piórwszą z tych prostych, jeżeli wyrugujemy 2, z dwu ostatnich 
równań, a zamiast z, «z, 74 podstawimy ilości, do tych spółrzędnych propor- 
cyjonalne, A, Aj. A,,. Kładąc, dla skrócenia, %4%': — %ą% =ha, znajdzie- 
my tym sposobem 


(4) 


Aida + Aiad + Arkus 20. 
Taksamo, jako warunki, aby prosta (5) przecinała trzy pozostałe z prostych 
(4), znajdziemy : 

Azda + Ass + Aaa = 0, 

Aga + Asoka + Aada =0, 

Asida a Agha F Asada =0. 


Ponieważ Aa = Au, gdy tymczasem A, =— hy, zatym suma tych cztćrech 
równań warunkowych jest tożsamościowo równa 0. To dowodzi, że prosta, 
która przecina trzy z tych prostych (4), przetnie także czwartą z nich. Te 
więc cztćry proste są tworzącymi tego samego układu hiperbolojdy jednopo- 
włokowćj (porównaj art. 68). — Aby przeto otrzymać równanie tćj hiperbo- 
lojdy, dość wyrazić, że prosta (5) przecina trzy piórwsze proste (4). W tym 
celu sprowadzimy naprzód równania (5) do innćj postaci. Oznaczając przez 
(4, B'a L'a, 4) spółrzędne punktu danego na prostćj (5), mamy: 
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L'i H a'a + alg | y= 0, yw, + Wal | Wz y H 40, =0. 
Te równania w połączeniu z równaniami (5) dają: 
hy (040) 4—T40') H Ra (20/4 — 0402) +. ha (230), — T4%';) =0, 
W (4'4 —24qt€';) + R(E L'a — La'a) H K'a, — 1405) =0, 
a stąd wypadają równania następujące 
DyWą— La'i _ Tal — 040 Baly — La'a 1 
sę hai w di2 
Aby ta prosta przecinała trzy pićrwsze proste (4), winno być: 
RA — Ant, = Asty Ay ż 
Aas Ma 
Aąytz — Anis __ A2, — Ay T; 
Mao" e 
Aast — AaLi __ Aata — Agat, 3 
Kas xi ha 
Pomnożywszy te równania przez siebie, wyrugujemy ilości Xp, ħi; Ma i otrzy: 
mamy żądane równanie w postaci 
(A133 — A124) (Azs — A2321) (Aat — Ag 74) = 
= (A1423 — A1324) (At, — Aa 4) (A422 — Aga) 
lub, wykonawszy mnożenie i podzieliwszy przez 24, 
(6) (ApAg — Az, A2,) (Asz, 24 + Ajat) + (Ap Ay — AA). 
(Azi 224 + Aaęt20,) + (Agr As — Ap As) (A122 ++ Aat 77) 20. 
Weźmy teraz pod uwagę drugi układ prostych, t.j. proste, według któ- 
rych przecinają się odpowiednie ściany obu czworościanów; równania tych 
prostych są odpowiednio 
0 =0, aT + Mats + 01404 =0, 
0 "0,  QayTy + Oggy + dy, 0, 
Ty =0; 31X, + Aaa + lgt, 0, 
T4 =0, AuTi + Aata + lt =0. 
Warunki zaś, aby jakakolwiek prosta 
Kąty F Kada | Kala + Hle =0, WT HRL H Nata | W ty 0 
przecinała każdą z tych eztórech prostych są: 
iads + Mahia + Migh =0, andis + aahit + Maihi =0, 
d Gzykgą + azzkyy + Mashia 20,  ąskąa +. ąaha + dashi = 0: 
Ponieważ ax = aw, gdy tymczasem Ài =— hy, przeto te cztóry równania 
warunkowe, dodane do siebie, dają wypadek tożsamościowo równy 0. To do- 
wodzi, że prosta, która przecina trzy z tych prostych (7), przetnie także 
czwartą z nich. Proste (7) są więc tworzącymi tego samego układu hiper< 
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bolojdy jednopowłokowćj, którój równanie jest, jak to łatwo znalóść, nastę- 
pujące: 
(8) QyyQ4z044£4? ++ Malalt? F A23lg1 03423? + A14llo4lg4 4? F 
-+ (4304-04 9034) (A132223 440,74) (Anal + 3044) (a313 L1 + A242814) + 
+ (aą30y4 + l1 024) (0,20, L2 + A342324) 0. 
135. Twierdzenie Pascala (I, art. 162), odnoszące się do krzywych 
stopnia 2-g0, można tak wypowiedzićć: »boki trójkąta przecinają krzywą sto- 
pnia 2-go w sześciu punktach, leżących po dwa na trzech prostych, któreto 
proste przecinają boki przeciwległe trójkąta w trzech punktach, leżących na 
jednćj prostéj«. Chasles udowodnił następujące twierdzenie analogiczne 
w przestrzeni: krawędzi czworościanu przecinają powierzchnią stopnia 2-go w dwu- 
nastu punktach, przez które można przesunąć cztćry płaszczyzny, z których każda 
przechodzi przez trzy punkty, położone na krawędziach, wychodzących z tego samego 
wićrzchołka; proste przecięcia się każdéj z tych płaszczyzn ze ścianą przeciwległą 
czworościanu są tworzącymi tego samego układu pewnćj hiperbolojdy jednopowłokowćj. 
Jakoż, jeżeli 


1 1 1 
2432234 03? | 24? — (c + 2) zzz (am p >) LaVi — (ax e jan- 


1 1 1 
— | au t 1) Lily — (an Hr za Vąc4 — (os $ ryz, =0 
lig z4 34 


jest równaniem powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do tego czworościanu, 
to, skoro krawędzi A, Az, A,Az, A,A4,... czworościanu przecinają tę po- 
wierzchnią w punktach, dla których mamy odpowiednio 
Li = Qt I ta = Mti; Tj "Myy I ty = Ugi; Ly =h I =li t, d., 
równania tych płaszczyzn można przywićść do postaci: 

Dy "gt + AygiCy + hatis 

Tą =Qgy Ty > dg + ATi, 

Lg = Gy + Aala F dg4T4, 

La = lV F Aiala F lagts. 
Przecięcia więc tych płaszczyzn odpowiednio z płaszczyznami 2, =0, z4=0, 
wz =0, 24 =0, według drugićj części poprzedzającego artykułu, są tworzą- 
cymi tego samego układu pewnój hiperbolojdy. 


ĆWICZENIA. 


(161).  Okazać, że płaszczyzny, które dzielą dwie proste A,A, i A,A, w tym 
samym stosunku, obwodzą parabolojdę hiperboliczną, na któréj leżą te dwie proste. 

(162). Okazać, że środki hiperbolojd jednopowłokowych, na których leży 
dany czworobok skośny, znajdują się na prostćj, łączącój środki przekątnych tego 
czworoboku, 
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(164). Znalóść równanie kuli, opisanćj na czworościanie odniesienia, a nastę- 
pnie warunki, aby równanie ogólne AŻ kulę. 


(164). Wyznaczyć warunek, aby prosta -! 72 — 78 pyła styczną do po- 
wierzchni P Pa Pa 

azzzzty + agytzty + a1at1Ta + Aatata + dzęTaty + Asrar =, 
a następnie dowiéść, že ay4zy + az4z + a313 = O jest równaniem płaszczyzny sty- 
cznój do powierzchni w wićrzchołku A;. 

(165). Okazać, że równanie powierzchni stopnia 2-go, do którćj są styczne 
ściany czworościanu odniesienia, można tak pisać: lqra,* + mrpr + npqzą? + 
+ imna? + (Ip— mq — ne)(lzyzą + pzta) + (mg — nr — Ip)(mzązą + q242,) + 
+ (nr — Ip — mg)(nzyt, + rriz) =0. Okazać, że ta powierzchnią będzie prosto- 
linijową, jeżeli 

Bp? + m?q? + n?r? > Zmnqr + Znlrp + Zlmpq; 
tudzież, że jeżeli Ip='mq—=nr, to proste, łączące punkty styczności z przeciwle- 
głymi wićrzchołkami, przetną się w jednym punkcie, 

(166), Czworościan jest z sobą samym sprzężony względem danćj kuli: do- 
wióść, że każda jego krawędź jest prostopadła do kierunku krawędzi przeciwległej 
i że wszystkie trzy kąty płaskie przy jednym z wićrzchołków są rozwarte, 

(167). Każda krawędź czworościanu jest równa krawędzi przeciwległćj: oka- 


2 2 
zać, że średnica kuli opisanćj jest a = T aa ts” ——, gdzie sy, są, są SĄ trze- 


ma krawędziami ograniczającymi jednę ścianę. 
(168). Powierzchnia stopnia 2-go jest opisana na czworościanie Ay AzAzA4, 
a płaszczyzny styczne do niéj w Ay, Aj, Az, A, ograniczają drugi czworościan 
B,B,B;B,: okazać że, jeżeli proste A4B, i A,B, przecinają się, to i proste AB 
i A,B, również się przecinają. 
(169). Okazać, że powierzchnia 
AgQyTyz3 F Azdytzty + AyQątyZ2 F Qy047y24 F GadąT274 + agaąztyzą = 0 
nie może być prostolinijową i że będzie parabolojdą eliptyczną, jeżeli 
1 1 1 1 v,/'1 1 1 12 
i wag aan a Ea dach! 
(170). Okazać, że powierzchnia 


Iiązy + mząży + nay tą ++ ltt + M 'tązą -H n'zya4 = 0 
będzie walcem, jeżeli: 
U(m + n = l) + mm'(n + 1— m) + nn'(l +- m— n)=2lmn, 
L(m! tn —1) ++ mm (n +1—m') + nn'(1 4 m —n') =2lm'n' 
l'm +n — t) + mm (n +l —m) + nn'(t' +- m—n') =2l'mn', 
lln! +n l) + mm'(n +! —m') + n't +- m —n) =21m'n, 
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ROZDZIAŁ XII. 
O UKŁADACH POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO, 


MIEJSCE GIEOMETRYCZNE PUNKTU I OBWIEDNIA PŁASZCZYZN STYCZNYCH, 
SPÓLNYCH DWU POWIERZCHNIOM STOPNIA 2-GO. 


136. Przystępujemy do badania własności powierzchni stopnia 2-go, 
wynikających z wzajemnćj od siebie zależności tychże powierzchni. Ażeby 
rzecz należycie przedstawić, wyłożymy uprzednio niektóre wiadomości z teoryi 
ogólnćj powierzchni algiebraicznych. 

Weźmy pod uwagę jakiekolwiek dwie powierzchnie algiebraiczne. Miej- 
sce punktów spólnych tym dwu powierzchniom jest pewną liniją krzywą, którą 
nazwaliśmy (art. 12) linijną podwójnie krzywą, a którąby można 
także nazwać krzywą w przestrzeni, albo krzywą skośną. Jeżeli 
krzywą skośną, którą płaszczyzna dowolna przecina w n punktach, nazwiemy 
liniją krzywą skośną stopnia n-go, to natenczas krzywa przecięcia 
się dwu powierzchni algiebraicznych odpowiednio rzędu m-go i n-go, t. j. takich, któ- 
rych równania we spółrzędnych punktu są algiebraiczne i odpowiednio stopnia m-go 
in-go, jest krzywą skośną stopnia mn-go. Albowićm, jeżeli do równań dwu 
danych powierzchni, które pospołu wzięte przedstawiają krzywą przecięcia się 
tych powierzchni, dołączymy równanie dowolnćj płaszczyzny, to te trzy ró- 
wnania, będąc odpowiednio stopnia m-go, n-go i 1-go, dadzą mn układów 
wartości na spółrzędne, czyniących zadość jednocześnie wszystkim trzem ró» 
wnaniom, a to dowodzi, że płaszczyzna dowolna przecina owę krzywą — 
wogóle mówiąc — w mn punktach. 

Krzywa skośna danego stopnia może być krzywą przecięcia się dwu 
powierzchni rozmaitych rzędów, byle iloczyn tych rzędów był równy sto- 
pniowi krzywćj; oczywiście, że jeżeli ten stopień jest liczbą pićrwszą, krzywa 
może być tylko krzywą przecięcia się płaszczyzny z powierzchnią takiego, jak 
jéj stopień, rzędu. Stąd krzywą skośną stopnia mn-go, która jest prze- 
cięciem się dwu powierzchni odpowiednio rzędu m-go i n-go, dla odróżnie- 
nia od innych krzywych tego samego stopnia, nazywamy nadto liniją ro- 
dzaju 1-go, 
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Obwiednia płaszczyzn stycznych, spólnych dwu powierzchniom krzy- 
wym, jest znowu pewną powierzchnią, którą nazwaliśmy (art. 67) powierzchnią 
rozwijalną, a to dlatego, że można ją (bez rozdarcia lub sfałdowania) rozwi- 
nąć na płaszczyźnie. Jeżeli tę powierzchnią rozwijalną, do którćj można 
przez punkt dowolny poprowadzić n płaszczyzn stycznych (rzeczywistych 
lub urojonych) nazwiemy powierzchnią rozwijalną stopnia n-go, 
to natenczas taksamo, jak poprzednio, można okazać, że obwiednia płaszczyzn 
stycznych, spólnych dwu powierzchniom algiebraicznym odpowiednio klasy m-téj 
i n-tój, t. j. takim, których równania we spółrzędnych płaszczyzny są algiebraiczne, 
odpowiednio stopnia m-go i n-go, jest powierzchnią rozwijalną stopnia mm-go. Tę 
powierzchnią nazwiemy nadto powierzchnią rozwijalną rodzaju 1-go, 
wrazie, gdy ona jest obwiednią dwu powierzchni, z których jedna jest rzędu 
m-go, a druga rzędu n-go, a to dla odróżnienia jéj od innych powierzchni roz- 
wijalnych tegoż stopnia, będących obwiedniami dwu innych powierzchni, ma- 
jących rzędy, których iloczyn jest mn. 

137. Ilość spółczynników stałych w równaniu ogólnym powierzchni 
rzędu n-go lub klasy n-tój jest równa ilości waryjacyj z w elementów po 4, 
t. j. liczbie 

4.5...(4+n—1) _ (n+1)(w + 2)(n +3), 

CEL = 1.2.3 
Atoli, jeżeli chodzi o ilość stałych rozporządzalnych ze względu na ilość wa- 
runków, jakim taką powierzchnią poddać można, to liczbę powyższą należy 
zmniejszyć o jedność; gdyż ogólność równania nie zmniejszy się, jeżeli obie 
jego strony podzielimy przez jeden ze spółczynników. A zatym ilość stałych 
w równaniu ogólnym powierzchni rzędu n-go lub klasy n-tój, którymi można 
dowolnie rozporządzić, jest 


(n + 1) (n + 2)(n +3) _,_ 
ED A a WANE A 


Stąd czytamy, że powierzchnią rzędu »-go lub klasy n-téj zupełnie wyzna- 
czymy zapomocą q(n) od siebie niezależnych równań stopnia 1-go między 
spółczynnikami, piórwszą np. przez (x) punktów a drugą przez (n) pła- 
szczyzn stycznych, dowolnie danych. 

Przez ę(n) —1 punktów danych, można poprowadzić nieskończenie wiele po- 
wierzchni rzędu n-go, mających spólną krzywą przecięcia. Albowićm, zapomocą 
p(n) — 1 równań warunkowych, orzekających, że dane punkty leżą na powierz- 
chni rzędu n-go, można z równania ogólnego téj powierzchni wyrugować wszyst- 
kie spółczynniki, oprócz dwu, i równanie przywićść do postaci (I, art. 198) 

Afi + ya 20, 
gdzie /,i fa są dwiema funkcyjami spółrzędnych stopnia m-go, zupełnie 
wyznaczonymi, a stosunek A:y. jest nieoznaczony. Wszystkie te powierz- 
chnie rzędu n-go, które przez q(n—1 punktów dowolnie danych mo- 
żna poprowadzić, mają spólną krzywą przecięcia, mianowicie krzy- 
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wą, według którćj przecinają się dwie powierzchnie /,=0 i f=0 rzędu 
n-go, zupełnie wyznaczone. — Stąd bespośrednio wynika, że krzywą skośną 
stopnia n* rodzaju 1-go w zupełności wyznacza g(n) —1 punktów dowolnie danych, 
przez które ta krzywa ma przechodzić. Tak np. krzywą skośną stopnia 4-go, 
a rodzaju 1l-go, wyznacza osiem punktów dowolnie danych; albowićm 
v(2)—1=8. 

Podobnie można udowodnić twierdzenie analogiczne: istnieje nieskończe- 
nie wiele powierzchni klasy n-tój, do których w(n) — 1 dowolnie danych płaszczyzn 
Jest stycznych, mających tę samę powierzchnią rozwijalną jako spólną obwiednią. — 
Stąd zaś wypada, że powierzchnią rozwijalną stopnia n? rodzaju 1-go w zupełno- 
ści wyznacza o(n) —1 płaszczyzn dowolnie danych, które do téj powierzchni mają 
być styczne. Tak np. powierzchnią rozwijalną stopnia 4-go, a rodzaju 1-go, 
wyznacza osiem płaszczyzn stycznych dowolnie danych. 

138. Przechodząc do powierzchni stopnia 2-go, weźmy pod uwagę na- 
przód krzywą przecięcia się dwu takich powierzchni. Niech 


(1) fEqut? +... + Ż0z50504=0 i g=by2,?+-... + Zdbzytza, =0 


będą ich równaniami jednorodnymi, które wzięte pospołu przedstawiają krzy- 
wą przecięcia. Jest ona krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju 1-go, a osiem 
punktów ją wyznacza. 

W szczególnych przypadkach ta krzywa jest układem dwu krzywych 
stopni niższych. Z tych przypadków rozbierzemy dwa najważniejsze. 

a. Dajmy naprzód, że obie powierzchnie (1) mają spólną tworzącą D. 
Płaszczyzna dowolna E, przechodząca przez D, przecina nadto każdą z tych 
dwu powierzchni według drugićj tworzącćj, należącćj do innego układu two- 
rzących, a punkt przecięcia się P dwu takich drugich tworzących jest pun- 
ktem spólnym obu powierzchniom. Jeżeli płaszczyzna E obraca się około 
tworzącój D, to punkt P, pozostając wciąż punktem spólnym obu powierz- 
chniom, opisze pewną krzywą C, obu powierzchniom spólną. A zatym, w tym 
przypadku linija przecięcia się dwu danych powierzchni f=0 i g=0, ma- 
jących spólną tworzącą, składa się z tój tworzącćj i z krzywćj ©, która jest 
krzywą stopnia 3-go, gdyż tworząca spólna jest stopnia 1-go. 

Krzywa C przecina wszystkie tworzące obu powierzchni, należące do tegoż 
układu, co tworząca spólna D, w dwu punktach, a tworzące układu przeciwnego 
tylko w jednym punkcie. Albowićm jakakolwiek tworząca powierzchni /=0 
przecina powierzchnią g=0 w dwu punktach, z których żaden albo tylko 
jeden leży na D, według tego, czy ta tworząca należy do tego samego, co D, 
lubtóż do innego układu. Ze zaś te punkty, które nie leżą na D, leżą na C, 
przeto twierdzenie jest dowiedzione. 

Krzywa O przecina tworzącą spólną D w dwu punktach, Albowićm pła- 
szczyzna E, przechodząca przez spólną tworzącą D, przecina krzywą stopnia 
3-go © w trzech punktach; jeden z tych punktów P leży na przecięciu się dwu 
drugich tworzących, według których płaszczyzna E przecina obie powierz- 
chnie; dwa zatym pozostałe punkty leżą na D. 
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b. Załóżmy powtóre, że z óśmiu punktów, wyznaczających liniją prze- 
cięcia dwu powierzchni (1), pięć punktów leży na jednćj płaszczyźnie E. Po- 
nieważ pięć punktów dowolnie danych na płaszczyźnie wyznacza tylko jednę 
krzywą stopnia 2-go, a płaszczyzna Æ przecina obie powierzchnie f=0 
i g==0, każdą więc według krzywćj stopnia 2-go, przechodzącój przez owe 
pięć punktów, przeto płaszczyzna E przecinają obie powierzchnie według 
tćj samćj krzywćj. Weźmy płaszczyznę E za ścianę 2, =0 czworościanu od- 
niesienia i podstawmy w równaniach (1) 24=0. Otrzymane wypadki będą na- 
tenczas równaniami krzywych, według których płaszczyzna 2, =0 przecina 
dwie powierzchnie (1); a że te równania przedstawiają jednę krzywą, więc 

Gir _ daa __ dzą __ das _ da 


— = Z z 2 m Z 

bis bz bas ba ba ba ” 

a przeto 

(2) f- 49 = 24 |2(a4 -4 bi4)t, + X(t — 2 br4)t2 t+ (tss — Abg) + (04 — 4by)tal. 


Widzimy z tego, że punkty spólne dwu powierzchni /=0 i g=0, jeżeli nie 
leżą na płaszczyźnie «, =0, leżą na płaszczyźnie 
2(aq4 — 4 bi4)ti + 2(a94 — bas) + (09, — kdys)tz + (044 — Aby) 20. 

A zatym: jeżeli pięć punktów krzywćj przecięcia się dwu powierzchni stopnia 2-go 
leży na jednćj płaszczyźnie, to ta krzywa składa się z dwu krzywych płaskich sto- 
pnia 2-go. ; 

Ze wzoru (2) widzimy nadto, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go f=0 
i g= 0 przecinają się według dwu krzywych płaskich stopnia 2-go, leżących na pła- 
szczyznach E=0 i E' =0, to natenczas, przy pewnój wartości na czynnik stały %, 


(3) /f—x9=E.E, 


t. j. wyrażenie f—xg jest iloczynem dwu czynników stopnia 1-go. 
139. Niech 


(4) F=Ayu,? + ... -|- 2A yth =0 i G=B a? + ... + 2Bz4ttzti3 == f) 


będą równaniami jednorodnymi dwu powierzchni stopnia 2-go we spółrzę- 
dnych płaszczyzny. Wartości na (t, tą, u, t4), czyniące zadość jednocześnie 
obu równaniom, są spółrzędnymi płaszczyzny stycznćj spólnćj obu powierz- 
chniom. Ciąg nieprzerwany tych płaszczyzn stycznych obwodzi powierz- 
chnią rowijalną stopnia 4-go rodzaju l-go. Proste, według których przeci- 
nają się każde dwie płaszczyzny sąsiednie styczne, są tworzącymi tćj powierz- 
chni, a ciąg punktów, w których przecinają się każde dwie tworzące sąsie- 
dnie, jest jój krawędzią zwrotu. Należy zauważyć, że na każdój płaszczyźnie 
stycznéj, przechodzącćj przez dwie tworzące sąsiednie, leżą trzy po sobie na- 
stępujące punkty krawędzi zwrotu. 

Podobnie, jak każda powierzchnia rozwijalna posiada krzywą skośną 
jako krawędź zwrotu, tak nawzajem każdą krzywą skośną można uważać jako 
krawędź pewnćj powierzchni rozwijalnćj, którą można utworzyć w sposób na- 
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stępujący. Weźmy na danćj krzywćj skośnćj trzy po sobie następujące 
punkty P, P' P". Styczna do tćj krzywćj w P przechodzi przez P i P', 
a styczna do krzywćj w P' przechodzi przez P' i P", a zatym płaszczyzna, 
przesunięta przez te dwie sąsiednie styczne do krzywćj, przechodzi przez 
trzy sąsiednie punkty tójże krzywćj. Tę płaszczyznę zowiemy płaszczy- 
zną ściśle styczną do krzywćj w punkcie P. Obwiednia płaszczyzn 
ściśle stycznych do krzywćj, odpowiadających każdemu jéj punktowi, jest 
żądaną powierzchnią rozwijalną, która daną krzywą ma za krawędź zwrotu. 

Powierzchnia rozwijana spólma dwu powierzchniom stopnia 2-go dotyka każ- 
déj z tych powierzchni wzdłuż krzywćj skośnćj stopnia 4-go rodzaju 1-go. Jakoż, 
jeżeli f=aq,2,? +... + Zazącztę =0 jest równaniem we spółrzędnych punktu 
pićrwszćj z powierzchni (4), to spółrzędne płaszczyzny stycznćj do téj po- 
wierzchni w punkcie (tv, 1, 2'3, 2'4) będą 


Wy hf, Ua=tfy =h U=2Af4 


a zatym, jeżeli ta płaszczyzna ma być styczną także do drugićj powierzchni 
(4), to winno być także G'i /'a, J'a» /'4)-=50. To równanie jest stopnia 2-go 
względem (z, 2'3, Z'a, 4). A więc miejsce gieometryczne punktów styczno- 
ści płaszczyzn, stycznych jednocześnie do obu powierzchni (4), z piórwszą 
z tych powierzchni jest liniją przecięcia się téj powierzchni z powierzchnią 
stopnia 2-go Gi Jo Ja /4)=0, t.j. pewną krzywą skośną stopnia 4-go 
rodzaju 1-go. Taksamo rzecz się ma co do drugićj powierzchni. 

Podobnie można dowićść twierdzenia analogicznego : płaszczyzny, dotyka- 
jące powierzchni stopnia 2-go wzdłuż krzywćj skośnćj stopnia 4-go rodzaju 1-90, 
dotykają jeszcze drugićj powierzchni stopnia 2-go. Jakoż, spółrzędne punktu sty- 
czności płaszczyzny (wy, wy, w, w,) np. z pićrwszą z powierzchni (4) są 


my =RE'y, Ta=RF'y, sy =4F', 04 =4F',, 


gdzie F',, F', F',, F', są wartościami dla u, =W... połów pochodnych czą- 
stkowych funkcyi F, wziętych odpowiednio względem t, ta, g, wą. Jeżeli ten 
punkt leży na linii przecięcia się obu powierzchni (4) i jeżeli g=ly,x,? +... 
-H 2bz4tzcy =0 jest równaniem we spółrzędnych punktu drugićj z nich, na- 
tenczas także g(F",, F',, F'z, F',)=0, t. j. owa płaszczyzna styczna do F=0 
w punkcie jéj przecięcia się z G=0 jest zarazem styczną do drugićj powierz- 
chni stopnia 2-go, g(F;, Fa, Fa, F+4)=0. 

Powierzchnia rozwijalna, spólna dwu powierzchniom (4) jest w zupełności 
wyznaczona przez osiem płaszczyzn dowolnych, stycznych do obu powierzchni. 
Jeżeli pięć z tych płaszczyzn przechodzi przez jeden punkt, to można łatwo 
okazać, że wówczas ta powierzchnia roskłada się na dwa stożki styczne sto- 
pnia 2-go, spólne obu danym powierzchniom. — Pięć bowićm płaszczyzn sty- 
cznych, wychodzących z jednego punktu, wyznacza w zupełności stożek sty- 
czny stopnia 2-go, mający ten punkt za wićrzchołek. A zatym, jeżeli pięć pła- 
szczyzn stycznych, spólnych obu powierzchniom (4), przechodzi przez jeden 
punkt, to stożek styczny z tego punktu do jednćj powierzchni jest stycznym 
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i do drugićj. Weźmy ten punkt za wićrzchołek u, =0 czworościanu odnie- 
sienia, i podstawmy w równaniach (4) u4=0; otrzymane wypadki powinny 
być wtedy tożsamościowe (art. 85), a zatym 

Au As_As An Anh inL 

By By Bsa Ba By Ba 
Wskutek tego mamy: 
(5) F=—xG=w[2(A,,— 2B,) u, + 2(A2; — 4B24) u2 + 2(A34 — 4B34) 44 + 

+ (Asa — By) 44]. 

Widzimy z tego, że płaszczyzny styczne, spólne obu powierzchniom (4), jeżeli 
nie przechodzą przez punkt u4=0, przechodzą przez punkt 
2(A 14 —2B;4) u, + 2(A, — AB) tą + 2(Ax, — 4B3;) ug + (Ass — By) 4 =0. 


A zatym: jeżeli pięć płaszczyzn stycznych, spólnych dwu powierzchniom stopnia 
2-go, przechodzi przez jeden punkt, to natenczas powierzchnia rozwijalna spólna tym 
powierzchniom roskłada się na dwa stożki stopnia 2-go, styczne do obu powierzchni. 
Ze wzoru (5) widzimy nadto, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go F=0 
i G=0 są wpisane w dwa stożki stopnia 2-go, którego wierzchołkami są punkty 
P=0 i P'=0, natenczas przy pewnćj wartości na stałą %, mićć będziemy 


(6) F—xG= PP 
t. j. lewa strona téj tożsamości jest iloczynem dwu czynników stopnia 1-go. 


LĄ 


PEK I SZEREG POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 


140. Zbiór powierzchni stopnia 2-go, przechodzących przez tę samę 
krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju l-go, nazwiemy pękiem  powierz- 
chni stopnia 2-go, a owę krzywą węzłem tego pęku. Zbiór zaś powierz- 
chni stopnia 2-go, mających tę samę powierzchnią rozwijalną stopnia 4-go 
rodzaju 1-go jako spólną obwiednią, nazwiemy szeregiem powierzchni 
stopnia 2-go, a tę powierzchnią rozwijalną podstawą tego szeregu. 

Jeżeli 


(1) f=? +... + 2Żagyty0,=0 i (2) JEbuat? +... + bgt, =0 

są równaniami we spółrzędnych punktu dwu powierzchni stopnia 2-go, to 
równanie 

(3) f+ANg = (ay ŁAD) t? + +1. + (az + Aba) 2t =0, 

z parametrem nieoznaczonym X, będzie przedstawiało wszelkie powierzchnie 
pęku, mającego jako węzeł tę krzywą, według którćj przecinają się dwie po- 
wierzchnie /=0i g—=0. — Podobnie, jeżeli 

(1) F=A),u,2 +... + ZAzęttzuy 0 i (2) G=Bqyu? +... + 2Bzytgu, = 0 
są równaniami we spółrzędnych płaszczyzny dwu powierzchni stopnia 2-go, 
to równanie 


http://rcin.org.pl 


460 GIEOMETRYJA ANALITYCZSA W PRZESTRZENI. 


(37) F + AG=(A,, +B)? +... + 2(Ax, + ABa) titi =0, 


z parametrem nieoznaczonym X, będzie przedstawiało wszelkie powierzchnie 
szeregu, mającego jako podstawę tę powierzchnią rozwijalną, która obwodzi 
obie powierzchnie F=0 i G=0. 

Z równania (3) czytamy, że przez każdy punkt nie leżący na węźle prze- 
chodzi pewna powierzchnia pęku. Albowićm na wyznaczenie powierzchni 
pęku, przechodzącój przez punkt dowolny (2, ty, L'a, 2'4), mamy f' +- Ay =0, 


skąd wypada na A wartość oznaczona i skończona 1=—H gdyż z założe- 


nia nie jest ani f'=0, ani g'= 0. — Taksamo z równania (3') wypada, że 
każda płaszczyzna, która nie jest styczną do podstawy szeregu, jest styczną 
do jednćj z powierzchni szeregu. 

Ponieważ punktom, spólnym dwu powierzchniom stopnia 2-go, odpo- 
wiadają, jako płaszczyzny biegunowe, płaszczyzny styczne spólne tym dwu 
powierzchniom stopnia 2-go, które są biegunowo wzajemnymi z poprzednimi 
dwiema powierzchniami, więc, stosując zasadę dwoistości, można z twierdzeń, 
odnoszących się do pęku powierzchni stopnia 2-go, wyprowadzić bespośrednio 
twierdzenia, odnoszące się do szeregu takichże powierzchni. Dlategotóż 
w dalszym ciągu zajmować się będziemy jedynie wyprowadzaniem własności 
pęku, a co do szeregu, to będziemy mogli ograniczyć się wysłowieniem twier- 
dzeń analogicznych. 

141. Równanie płaszczyzny biegunowćj punktu P'(x, z, wy, 2'4) 
względem powierzchni /++Xg9—=0 jest 


(4) (aJi Taf 2 + Tzf'3 + La'a) + AD + 29'a + Tag's + ©40'4) = 0, 


gdzie J's J'as... i g'i J'a»... Są Wartościami w punkcie P' połów pochodnych 
cząstkowych funkcyj f ig, wziętych odpowiednio względem 24, 23,... 

Z tego wypada, że płaszczyzny biegunowe tego samego punktu (P') 
względem wszelkich powierzchni pęku (f+ hg=0) przechodzą przez prostą 
stałą, a mianowicie przez prostą, według którćj z sobą się przecinają pła- 
szczyzny biegunowe tegoż punktu względem obu powierzchni /=0 i g=0), 
wyznaczających węzeł pęku. A zatym: płaszczyzny biegunowe tego samego pun- 
ktu względem wszelkich powierzchni stopnia 2-go jednego peku tworzą pęk płaszczyzn; 
pęki płaszczyzn biegunowych, odpowiadające rozmaitym punktom są pękami jedno- 
króślmymi; a w tych pękach płaszczyznami odpowiednimi są płaszczyzny biegunowe 
względem tój samćj powierzchni pęku. Odpowiednio: bieguny tój samćj płaszczy- 
zny względem wszelkich powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu, tworzą szereg pro- 
stolinijowy punktów; szeregi prostolinijowe biegunów, odpowiadające rozmaitym pła- 
szczyznom, są szeregami punktów jednokrćślnymi, a w tych szeregach punktami od- 
powiednimi są bieguny względem tój samćj powierzchni szeregu. — Ponieważ środek 
powierzchni stopnia 2-go jest biegunem płaszczyzny w nieskończoności, zatym 
możemy jeszcze dodać: środki powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu leżą na 
linii prostćj, 
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Według prostćj, biegunowo wzajemnój z prostą P'P" względem po- 
wierzchni f+ Ag=0, przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P' iP" 
względem téj powierzchni. Te dwie płaszczyzny są odpowiednimi w tych 
dwu pękach płaszczyzn biegunowych, które względem pęku powierzchni 
f-++hg=0 odpowiadają punktom P'iP". A ponieważ proste, według któ- 
rych przecinają się odpowiednie płaszczyzny dwu pęków płaszczyzn jedno- 
króślnych, są widocznie (art. 22) układem tworzących powierzchni stopnia 
2-go, przeto: biegunowo wzajemne téj samćj prostćj D względem powierzchni stopnia 
2-go jednego peku są jednym układem tworzących pewnéj powierzchni stopnia 2-90; 
tworzące układu drugiego tój powierzchni są osiami pęków płaszczyzn biegunowych 
różnych punktów prostćj D względem powierzchni pęku. Odpowiednio: biegunowo 
wzajemne tój samćj prostćój D względem powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu są 
jednym układem tworzących pewnćj powierzchni stopnia 2-go; tworzące układu 
drugiego tój powierzcfhi są podstawami szeregów prostolinijowych biegunów różnych 
płaszczyzn, przechodzących przez prostą D, względem powierzchni szeregu. 

Biegun płaszczyzny P'P"P'" względem powierzchni /-+-49—=0 jest 
punktem, w którym przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P', P", 
P" względem tćj powierzchni. Oznaczmy, dla i=1, 2, 3, przez e, i e®, 
płaszczyzny biegunowe punktu P© odpowiednio względem /=0 i g=0, 
a przez E© płaszczyznę biegunową tegoż punktu względem f+Ag=0; na- 
tenczas miéć będziemy 


E'=e, +d =0, E'=e', +A", =0, E"=e", tAd" 
Rugując A z tych trzech równań, otrzymujemy: 
e'4€'ą Sr ee 0, ee", — e" 20, é" e" — e" e", =0. 


Każde z tych trzech równań wynika z dwu pozostałych. Piérwsze dwa z nich, 
uważane pospołu, przedstawiają krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju 1-go, 
która widocznie roskłada się na prostą, przedstawioną przez równania 
e, 20, e =0, i na pewną krzywą stopnia 3-go. Ponieważ punkty prostćj 
e =e4—=0 nie są punktami powierzchni, przedstawionćj przez trzecie ró- 
wnanie, t. j. przez równanie e'e''ą—e'4€'=0, przeto: miejscem bieguna 
płaszczyzny stałój względem powierzchni stopnia 2-go jednego pęku jest pewna 
krzywa skośna stopnia 3-go. Odpowiednio: obwiednią płaszczyzny biegunowćj pun- 
ktu stałego względem powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu jest pewna powierz- 
chnia rozżwijalna, która jest biegunowo wzajemną z krzywą stopnia 3-g0. — 
Ponieważ środek powierzchni stopnia 2-go jest biegunem płaszczyzny 
w nieskończoności, przeto z pierwszego z tych twierdzeń wypada jeszcze, 
że środki powierzchni stopnia 2-go jednego pęku leżą na pewnćj krzywćj skośnćj 
stopnia 3-go. 

142. Powierzchnia f+ g= 0. będzie stożkiem rzędu 2-go, jeżeli wy- 
różnik funkcyi f +-hg jest równy 0, a więc, jeżeli parametr A jest pierwia- 
stkiem równanią stopnia 4-g0 ; 
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(5) Mir + Ady ; Gqa + Àb ; tia b Ady , yy + Ady, |= 0. 
a1 + Abay ; Aaz + Aban ; zg + Abas , Qag + Abas 
s1 + Abasi > Aaa + Àbaz , Aas + Abas , Qaa + Aby 
Qar + Abs ; Asz + Absa ; Osa F Abas , ss + Abas 


A zatym: między powierzchniami stopnia 2-go jednego peku znajdują się cztéry 
stożki rzędu 2-go, czyli: przez krzywą przecięcia się dwu powierachni stopnia 2-go 
można przesunąć cztóry stożki rzędu 2-go. — Ponieważ stożkowi rzędu 2-go, t. j. 
powierzchni utworzonćj przez prostą, obracającą się około punktu stałego 
(wićrzchołka) i wciąż przecinającą stałą krzywą stopnia 2-go (kierownicę), 
odpowiada, jako biegunowo wzajemna, powierzchnia granicowa stopnia 2-go, 
t. j. powierzchnia płaska utworzona przez prostą, która, poruszając się wciąż 
na stałéj płaszczyźnie, obwodzi na tój płaszczyźnie krzywą stopnia 2-go, 
przeto twierdzeniem, odpowiadającym poprzedzającemu %vedług zasady dwo- 
istości, będzie następujące: w szeregu powierzchni stopnia 2-go znajdują się cztóry 
powierzchnie granicowe stopnia 2-go, czyli, obwiednia płaszczyzn stycznych, spólnych 
dwu powierzchniom stopnia 2-go, obwodzi zarazem cztéry powierzchnie gramicowe 
stopnia £-go. 

Spółrzędne wićrzchołków każdego z cztórech stożków rzędu 2-go, nale- 
żących do pęku / ++ Ag=0, czynią zadość równaniom 


(6) ń+ŁAn=0, fatig Z0, fa ŁA3S=0, fe +g =0, 


w których X oznacza pierwiastek odpowiedni równania (5). 

Postępując taksamo, jakeśmy w przypadku analogicznym postąpili 
w artykule 175 części I-ćj, można okazać, że wićrzchołki tych cztórech stoż- 
ków są po dwa harmonicznie sprzężone względem każdćj powierzchni pęku. 
A zatym: wićrzchołki cztórech stożków rzędu 2-go, należących do jednego pęku po- 
wierzchni stopnia 2-go, są wićrzchołkami czworościanu z sobą samym sprzężonego 
(art. 131) względem każdćj z tych powierzchni. Odpowiednio: płaszczyzny cztć- 
rech powierzchni gramicowych stopnia £2-go, należących do jednego szeregu powiere- 
chni stopnia 2-go, są ścianami czworościanu z sobą samym sprzężonego względem 
każdćj z tych powierzchni, — Albo, innymi słowy: powierzchnie stopnia 2-go je- 
dnego pęku lub jednego szeregu mają spólny czworościan z sobą samym sprzężony, któ- 
rego wićrzchołki lub ściany są odpowiednio wiórzchołkami lub płaszczyznami cztórech 
stożków lub powierzchni granicowych stopnia 2-go, należących do tego pęku lub szeregu. 

143. Oznaczmy: przez A wyróżnik funkcyi fZQyt4? +... + ZazytąC4; 
przez B wyróżnik funkcyi g=by2,? +-... + Zbzyczty; przez Ay, Ag, Az i A; 
te wartości, które przyjmie wyróżnik A, gdy w nim zamiast elementów ko- 
lumny 1-szćj, lub 2-6j, lub 3-ćj, lub nakoniec 4-6j podstawimy odpowiednie ele- 
menty jednoimiennych kolumn wyróżnika B; nawzajem, przez Bı, Ba, Bs i B, 
wartości, które przyjmie wyróżnik B, gdy w nim taksamo zamiast elementów 
1-6j, lub 2-ćj, lub 3-6j, lub nakoniec 4-6j kolumny podstawimy odpowiednie 
elementy jednoimiennych kolumn wyróżnika A; i jeszcze przez Ag, Ası; Aq2; 
Ain Az As, lub odpowiednio przez By, By, By, By, By, Bia Wartości, 


http://rcin.org.pl 


UKŻŁADYĘPOWIERZCHNI STOPNIA DRUGIEGO. — 144, 463 


które przyjmie wyróżnik A, lub B, gdy w nim zamiast elementów kolumn, 
odpowiadających wskaźnikom, podstawimy odpowiednie elementy jednoimien- 
nych kolumn wyróżnika B, lub A. 

Rozwinąwszy wyznacznik (5) i uporządkowawszy jego wyrażenie we- 
dług potęg niewiadomćj A, otrzymamy równanie 
(5) A + 00 + DR? ON - BAŁ=0, 
gdzie 
(6) 8=A,+-A,+A,+A, ©' =B, +B, +B, +- By, 

" P=AztAqstAnFAnPAxFA: Z BatB tB + Bas Ba, t- Bun. 
Wartości na A, przy których równanie f+ àg=0 przedstawia stożek rzędu 
2-go, nie zależą wcale od układu spółrzędnych, w których są wyrażone równa- 
nia f=0ig=0. Stąd wynika, że spółczynniki ©, ® i ©' są taksamo jak 
A i B niezmiennikami względem wszelkiego przekształcenia linijowego. Te 
trzy spółczynniki, zawierając w sobie spółczynniki obu funkcyj fig, nazy- 
wają się niezmiennikami spólnymi tych wielomianów, albotćż niezmien- 
nikami pęku /+-h9=0. 

Wiadomo, że wyróżniki A i B wrazie, gdy są równe 0, wyrażają iż po- 
wierzchnie f=0 i g=0 są stożkami rzędu 2-go (walcami, lub układem dwu 
płaszczyzn); taksamo niezmienniki spólne pęku wrazie, gdy one przywodzą 
się do 0, wyrażają pewne własności pęku, niezależne od układu spółrzędnych. 

144. Aby znalóść znaczenia gieometryczne równań 0—=0, 8'=0, 
b—=0, weźmy jakikolwiek czworościan z sobą samym sprzężony względem 
powierzchni f=0 za czworościan odniesienia. Równanie tćj powierzchni 
będzie wtedy kształtu: 


SENT? + Tą? + t +-040,3 = 0; 
a zatym O =b, aag H baaada ly F bagata F bsa gd. 
Stąd widzimy, że @=0 dla by, =b = bss =b = 0, t.j. wtedy, kiedy rô- 
wnanie powierzchni g= 0 jest kształtu 
JE bastata + bgy, + bral lą + byla + day Tą, + bs42a t4 =0, 
a więc wtedy, kiedy powierzchnia g=0 jest opisana na tym czworościanie 


odniesienia. Przy tym samym założeniu co do czworościanu odniesienia, 
mamy 


8 =a,B,, + By + Bss + 1,By, 
gdzie B,,, B22, Bzz, Ba, są ilościami dołączonymi odpowiednio do elementów 
byy, Daas dą, baa wyróżnika B. Stąd widzimy, że również © =0, jeżeli 
B,=By=By=By—=0, t. j. wtedy, kiedy równanie powierzchni g=0 
we spółrzędnych płaszczyzny jest kształtu: 
G= Batti + Bartata + Batta + Byt, + Bzytau, + Bogt =0, 

czyli wtedy, kiedy powierzchnia g=0 jest wpisana w czworościan odniesie- 
nia. — Przyjąwszy, że czworościan odniesienia jest z sobą samym sprzężony 


http://rcin.org.pl 


464 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


względem powierzchni g=0, znajdziemy taksamo, że 80, jeżeli powierz- 
chnia f=0 jest wpisaną w ten czworościan, a 8'—0, jeżeli powierzchnia 
J=0 jest opisana na tym czworościanie. — A zatym: jeżeli powierzchnia f =0 
lub g=0 jest wpisana w czworościan z sobą samym sprzężony względem powierz- 
chni g=0 lub odpowiednio f=0, albo, jeżeli powierzchnia g=0 lub f=0 jest 
opisana na czworościanie z sobą samym sprzężonym względem powierzchni f==0 
lub g=0, wówczas odpowiednio 8=0 lub 86'=0. Zauważyć należy, że te 
dwie własności niezmienników © i 6' tak są z sobą związane, iż istnienie któ- 
rójkolwiek jednój z nich prowadzi za sobą istnienie drugićj. 

Jeżeli jeszcze czworościan z sobą samym sprzężony względem jędnój 
z powierzchni f=0 i g=0, np. względem pićrwszćj, przyjmujemy za czwo- 
rościan odniesienia, to 


P =m (bibs — bia?) + 404, (bazbas — b24?) + Crta (basbas — bz) + 
F 41ta (baabas — bag?) + Aata (baabir — bar?) + Aata (bi ibaa — bia?) 
Będzie zatym ®=0, jeżeli 


bąąbgg — ba? == basbii — b, = biba — ba? = birba — bia? = baaba — ba? = 
= bygbss — 0343 = 0, 


t. j. jeżeli do powierzchni g=0 każda krawędź tego czworościanu odniesie- 
nia jest styczną (art. 126), — Gdybyśmy podobnie za czworościan odnićsie- 
nia przyjęli czworościan z sobą samym sprzężony względem g=0, to znale- 
źlibyśmy taksamo, że %=0, jeżeli do powierzchni /=0 jest styczną każda 
krawędź tego czworościanu. — A zatym: jeżeli każda krawędź czworościanu 
e sobą samym sprzężonego względem jednćj z dwu powierzchni f=0 i g=0 jest 
styczną do drugićj z nich, to wówczas ®© =0. 

145. Nie mogąc się wdawać w rozbiór szczegółowy równania wyróżni- 
kowego (5), gdyż to przekraczałoby znacznie zakres niniejszćj pracy, wypro- 
wadzimy jeszcze tylko własności kilku szczególnych pęków powierzchni sto- 
pnia 2-go. 

Załóżmy naprzód, że jedna z powierzchni /=0 i g=0, wyznaczających 
węzeł pęku, roskłada się na dwie płaszczyzny; dajmy np., że g=E,E;. Równa- 
nie pęku zamienia się wtedy na 


(8) f+XE,E, =0 


i przedstawia wszelkie powierzchnie stopnia 2-go, które przechodzą przez 
dwie krzywe stopnia 2-go, według których powierzchnią /=0 przecinają 
dwie płaszczyzny E,=0i Ez =0. Węzeł więc pęku roskłada się w tym 
przypadku na dwie krzywe płaskie stopnia 2-go, i dlatego pęk (8) zowiemy 
pękiem o dwu węzłach płaskich. 

Oznaczmy przez E—=0 równanie płaszczyzny biegunowćj punktu 
(0, L'a V's, @'4) względem f/—=0, a przez E' i E', wypadki podstawienia tych 
spółrzędnych w E, i E}; wtedy równanie płaszczyzny biegunowćj tego punktu 
względem (8) będzie 
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E+4(E,E, + E„E,)=0, 

a to równanie przywodzi się do E=0, jeżeli jest E'+=0 i E„=0. A zatym: 
jakikolwiek punkt na prostćj, według którćj przecinają się płaszczyzny E, =0 
i By =0 obu węzłów peku f+ AE, E, =0, posiada tę samę płaszczyznę biegunową 
względem wszelkich powierzchni tego peku. Stąd zaś wypada, w przypadku szczegól- 
nym, że powierzchnie peku dwuwęzłowego f+ XE,E  =0 mają płaszczyzny sty- 
czne spólne w tych dwu punktach, w których powierzchnią f=0 przecina prosta 
E, =E, =0, czyli, że wszystkie powierzchnie tego pęku są do siebie styczne w dwu 
tych samych punktach, 

Nawzajem, jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go są do siebie styczne w dwu 
punktach, to krzywa ich przecięcia się roskłada się na dwie krzywe płaskie. Albo- 
wiém, jeżeli przez oba punkty styczności i przez jakikolwiek trzeci punkt 
na przecięciu się tych dwu powierzchni przesuniemy płaszczyznę, to ta pła- 
szczyzna przetnie obie powierzchnie według dwu krzywych stopnia 2-go, 
które, jako mające trzy punkty i dwie styczne w dwu z tych punktów spólne, 
są właściwie tążsamą jedną krzywą. 

Podobnie można okazać, że wszystkie powierzchnie pęku dwuwęzłowego 
/+XE,E,=0 mają jako spólną obwiednią, dwa stożki stopnia 2-go. Jakoż, bie- 
gunowe wzajemne tych powierzchni stopnia 2-go, które są do siebie styczne 
w dwu punktach, są także powierzchniami stopnia 2-go podwójnie się doty- 
kającymi, a dwu płaszczyznom przecięcia się pióćrwszych, odpowiadają, jako 
biegunowo wzajemne, dwa stożki styczne do drugich powierzchni. 

Weźmy pod uwagę trzy powierzchnie stopnia 2-go, 


/+EE,=0, /+EE,=0, /+ EE; =0. 
Oprócz krzywćj płaskićj /=0, E=0, spólnćj wszystkim trzem, mają każde 
dwie z tych powierzchni jeszcze drugą krzywą płaską spólną. Równania pła- 
szezyzn, na których te krzywe leżą, są odpowiednio: 

E.—E =0, E,.—E, =0 i EE; =0, 
a suma tych równań jest tożsamościowo równa 0. A zatym: jeżeli trzy po- 
wierzchnie stopnia 2-go mają jednę krzywą płaską spólną, wtedy każde dwie z tych 
powierzchni mają także drugą krzywą płaską spólną, a płaszczyzny, na których leżą 
owe trzy drugie krzywe, przechodzą przez jednę prostą. 

Jeżeli płaszczyzny Ey=0 i Ea =0 razem się schodzą z płaszczyzną 
E—=0, wówczas równanie (8) zamienia się na 
(9) /f+AXAE3=0 
i przedstawia wszelkie powierzchnie stopnia 2-go, styczne do f=0 wzdłuż 
krzywćj płaskićj f=0, E=0. 

Łatwo spostrzóc, że dwie powierzchnie stopnia 2-go, styczne do siebie w trzech 
punktach, dotykają się wzdłuż krzywćj płaskićj, Albowićm, płaszczyzna, wyzna- 
czona przez te trzy punkty, przecina obie powierzchnie według dwu krzywych 
stopnia 2-go, które, mająctrzy punkty i styczne w tych punktach spólne, przed- 
stawiają jednę krzywą. 

Bibl. mat.-fz. S. IV, T.IV, 
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Weźmy pod uwagę dwie powierzchnie stopnia 2-go 

J+B=0 i /+E*=0, 
które dotykają powierzchni f=0 odpowiednio wzdłuż krzywych f=0, 
E, =0 i f=0, E, =0. Te dwie powierzchnie przecinają się według dwu 
krzywych płaskich, a równania tych krzywych są widocznie 

E,—E.=0 i E, +E,=0. 
A zatym: jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go dotykają trzecićj wzdłuż krzywych 
płaskich, natenczas one przecinają się z sobą według dwu krzywych płaskich, których 
płaszczyzny przechodzą przez prostą przecięcia się płaszczyzn pićrwszych dwu krzy- 
wych i są z nimi harmonicznie sprzężone. 

146. Szczególnym przypadkiem pęku powierzchni stopnia 2-go o dwu 
węzłach płaskich jest układ powierzchni stopnia 2-go homotetycznych, 
t.j. taki, w którym płaszczyzna jednego węzła jest nieskończenie odległą. 
Według tego okróślenia, jeżeli /—=0 jest równaniem powierzchni stopnia 
2-go, to równanie 
(10) f+E=0 
będzie przedstawiało powierzchnią homotetyczną z /=0. A zatym w równa- 
niach dwu powierzchni stopnia 2-go homotetycznych jedynie spółczynniki wy- 
razów stopnia l-go względem spółrzędnych i wyrazów, od nich niezale- 
żnych, są różne od siebie. Stąd wynika, podobnie, jak w teoryi krzywych 
stopnia 2-go homotetycznych, istnienie środka podobieństwa, równoległość kierun- 
ków głównych, proporcyjonalność osi głównych i t. d. w dwu powierzchniach sto- 
pnia 2-go homotetycznych. 

Wszystkie kule są powierzchniami stopnia 2-go homotetycznymi i dla- 
tego można je uważać jako mające przekrój płaski spólny w nieskończoności; 
ten przekrój jest widocznie kołem urojonym. Przekrój zatym płaski powierz- 
chni stopnia 2-go będzie kołem, jeżeli krzywa przekroju przechodzi przez te 
dwa punkty, w których jego płaszczyzna przecina owo koło w nieskoń- 
czoności. 

Z tój uwagi można otrzymać ilość rozwiązań zagadnienia, mającego na 
celu wynalezienie przekrojów kołowych powierzchni stopnia 2-go. Jakoż, 
skoro przekrój powierzchni stopnia 2-go płaszczyzną w nieskończoności 
przechodzi przez cztóry punkty na kole urojonym w nieskończoności, to sześć 
prostych, łączących każde dwa z tych cztórech punktów, będą takimi, iż pła- 
szczyzny, przechodzące przez którąkolwiek z nich, przetną powierzchnią we- 
dług kół. A więc, istnieje sześć szeregów płaszczyzn równoległych, które przeci- 
nają powierzchnią stopnia 2-go według kół. Punkty styczności płaszczyzn sty- 
cznych do powierzchni, które można przesunąć przez którąkolwiek z tych 
sześciu prostych, będą umbilikami. A zatym, powierzchnia stopnia 2-go posia- 
da dwanaście umbilików, z których tylko cztóry są punktami rzeczywistymi. 

Powierzchnią obrotową można uważać jako dotykającą kuli w dwu 
punktach; albowićm np. równanie 
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można tak pisać: 
a? 
(a? +y? + 22— 17) + [(5-1)8 = (—n)] =0. 


Przeto w powierzchniach obrotowych istnieje tylko jeden szereg przekrojów kołowych; 
płaszczyzny tych przekrojów przechodzą przez prostą, która łączy punkty sty- 


czności przekroju kuli i powierzchni obrotowćj płaszczyzną w nieskończo- 
ności, 


SIEĆ I SMUGA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 


147. Załóżmy, że z (n) punktów potrzebnych na wyznaczenie powierz- 
chni rzędu n-go (art. 137), tylko g(n) —2 punktów jest danych dowolnie. 
Ponieważ zapomocą równań warunkowych, wyrażających, że te punkty znaj- 
dują się na powierzchni rzędu n-go, można wyrugować z równania ogólnego 
tćj powierzchni wszystkie spółczynniki, oprócz trzech, które pozostaną nieo- 
znaczone, i to równanie przywićść do postaci 


(11) Af + pg + vh=0, 


gdzie f, g, h są funkcyjami oznaczonymi stopnia n-go, a A, p, v są liczbami 
stałymi, których stosunki A:p:v są nieoznaczone, przeto widocznie powierz- 
chnie rzędu n-go, które przechodzą przez ę(n)— 2 punktów dowolnie danych, prze- 
chodzą nadto przez n*—ę(n) 4-2 innych punktów, przez tamte wyznaczonych. 
Albowióm one przejść winny przez n* punktów, w których przecinają się trzy 
oznaczone powierzchnie rzędu n-go, f=0, g=0 i h=0. Stąd wynika, że 
wszystkie powierzchnie stopnia 2-go, które przechodzą przez siedem punktów 
dowolnie danych, przechodzą jeszcze przez punkt ósmy, przez tamte wyznaczo- 
ny. — Taksamo można okazać, że do powierzchni klasy n-tćj, do którćj jest do- 
wolmie danych ę(n) — 2 płaszczyzn stycznych, jest jeszcze n? — g(n) + 2 płaszczyzn 
stycznych, przez tamte wyznaczonych, a w szczególności, że do powierzchni sto- 
pnia 2-go, do któréj siedem danych płaszczyzn jest stycznych, jest jeszcze 
styczną ósma płaszczyzna, przez tamte wyznaczona. 

148. Zbiór powierzchni stopnia 2-go, które przechodzą przez punkty 
spólne lub do których są stycznymi płaszczyzny styczne, spólne trzem po- 
wierzchniom stopnia 2-go, nazywamy siecią lub odpowiednio smugą 
tych powierzchni. Jeżeli f=0, g=0, h=0 są równaniami we spółrzędnych 
punktu lub płaszczyzny trzech powierzchni stopnia 2-go, to równanie 


(12) f+hg + ph=0, 


z dwoma parametrami nieoznaczonymi X i p, będzie równaniem każdćj po- 
wierzchni sieci lub odpowiednio smugi. 

Łatwo spostrzóc, że przez dwa punkty dowolnie dane, byle niespólne 
powierzchniom f= 0, g=0 i h=0, przechodzi tylko jedna powierzchnia sieci. 
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Taksamo istnieje tylko jedna powierzchnia smugi, do którćj są stycznymi dwie 
dowolnie dane płaszczyzny, nie będące płaszczyznami stycznymi, spólnymi po- 
wierzchniom f=0, g=0 i h=0. 

Oznaczmy przez E=0, EF =0 i E'"=0 płaszczyzny biegunowe tego 
samego punktu odpowiednio względem powierzchni /= 0, g=0 i h=0; na- 
tenczas 

E+AE +pE'=0 


będzie równaniem płaszczyzny biegunowćj tegoż punktu względem którćjkol- 
wiek powierzchni sieci (12); ta płaszczyzna przechodzi przez punkt stały 
E=0, EE =0, E"=0. A zatym: płaszczyzny biegunowe tego samego punktu 
względem wszelkich powierzchni stopnia 2-go jednćj sieci przechodzą przez punkt 
stały. Odpowiednio: bieguny téj saméj płaszczyzny względem wszelkich powierz- 
chni stopnia 2-go jednój smugi leżą na plaszczyźnie stałćj, — Na tym twierdzeniu 
Hesse oparł sposób króślenia powierzchni stopnia 2-go, przechodzącćj przez 
pziewięć punktów danych. 


ĆWICZENIA. 


(171). Okazać, że linija prosta jest jedyną liniją stopnia 1-go. 

(172). Okazać, że jedyną krzywą właściwą stopnia 2-go może być tylko prze- 
cięcie stożkowe, t. j, krzywa płaska stopnia 2-go. 

(173). Okazać, że żadna linija prosta nie może krzywćj stopnia n-go, niepła- 
skićj, przecinać w więcój jak w (n— 1) punktach, 

(174). Okazać, że krzywa stopnia 3-go jest albo płaską rzędu 3-go, albo czę- 
ściowym przecięciem się dwu powierzchni stopnia 2-go, mających prostą spólną. 

(175). Wićrzchołki dwu czworościanów, z których każdy jest z sobą samym 
sprzężonych względem tćj samój powierzchni stopnia 2-go, tworzą układ óśmiu pun- 
któw ; okazać, że powierzchnie stopnia 2-go, przechodzące przez siedem z tych pun- 
któw, przechodzą i przez ósmy punkt, 

(176). Jeżeli na kuli opiszemy czworościan z sobą samym sprzężony wzglę- 
dem danćj powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, to długość stycznój do lo tój kuli, 
wyprowadzonćj ze środka powierzchni danćj, będzie stałą, 

(177). Okazać, że środek aja PZA w czworościan z 708 wy sprzę- 
żony względem hiperbolojdy — RE Żak $=, dla któréj -3 +5 4 z70% 
znajduje się na powierzchni tćj rA 

(178). Okazać, że miejsce środków kul, opisanych na czworościanie z sobą 
samym sprzężonym ATK parabolojdy, jest płaszczyzną. 

(179). Okazać, że jeżeli do jednćj z dwu kul jest styczną krawędź czworo- 
ścianu z sobą samym sprzężonego względem drugićj kuli, to suma kwadratów pro- 
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mieni tych kul jest równa kwadratowi odległości ich środków, pomnożonemu 

2 
przez z-* 

(180). Okazać, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go f=0 ig—=0 są 
do siebie styczne, to wyróżnik funkcyi f+ Ag ma dwa pierwiastki równe; znalóść 
stąd warunek, aby dwie kule były styczne do siebie, 

(181). Okazać, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go są do siebie styczne, 
to punkt styczności jest punktem podwójnym krzywćj ich przecięcia się, 

(182). Znalóść warunek, aby dwie powierzchnie stopnia 2-go były takimi, 
żeby w jednę z nich można było wpisać czworościan, któregoby dwie pary Poem»: 
głych krawędzi znajdowały się na drugićj z nich, IT PTAA 

(183). Stosunek osi głównych dwu elipsojd spółśrodkowych i iza rA 
jest l:n, przy n>>1; z jakiegokolwiek punktu na elipsojdzie zewnętrznój wypro- 
wadźmy stożek styczny do wewnętrznćj; okazać, że płaszczyzna przecięcia się tego 
stożka z elipsojdą zewnętrzną jest styczną do innćj elipsojdy homotetycznćj, miano- 
wicie do téj, dla którćj stosunek jéj osi do osi elipsojdy wewnętrznćj jest (n? — 2): 2. 

(184). pani by jej panktu przecięcia się PARĄ sfosnfh! a RA po 


rrbof 


wierzchni =; 2 zł am: Z= 1 w końcach trzech średnic przekona. 
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ROZDZIAŁ XIII. 


ZARYS TEORYI OGÓLNEJ POWIERZCHNI ALGIEBRAICZNYCH 
RZĘDU n-GO. 


149. W tym zarysie teoryi ogólnćj powierzchni algiebraicznych ogra- 
niczymy się jedynie tymi własnościami, do których wyprowadzenia, oprócz 
rachunku algiebraicznego, wystarczają te wiadomości z rachunku różniczko- 
wego, które podaliśmy w rozdziale XIV części I. 

Okazaliśmy już w rozdziale poprzedzającym, że 


ę(n)= m+ DOŁA + 3) 


—1 

punktów lub płaszczyzn stycznych dowolnie danych wyznacza w zupełności 
powierzchnią algiebraiczną rzędu n-go, lub odpowiednio klasy n-tój, Jeżeli 
jest tylko g(n) — 1 punktów (lub płaszczyzn stycznych) dowolnie danych, to 
natenczas istnieje nieskończenie wiele powierzchni rzędu n-go (klasy n-tój), 
które przechodzą przez te punkty (są styczne do tych płaszczyzn), a te 
wszystkie powierzchnie przecinają się według tój samój krzywćj stopnia n-go 
rodzaju 1-go (są wpisane w tę samę powierzchnią rozwijalną stopnia n-go 
rodzaju 1-go). Zbiór tych powierzchni nazwaliśmy pękiem (lub odpowie- 
dnio szeregiem). 

Jeżeli zaś tylko q(n)—2 punktów (lub płaszczyzn stycznych) jest do- 
wolnie danych, natenczas istnieje nieskończenie wiele powierzchni rzędu n-go 
(klasy n-tćj), które przechodzą przez te punkty (są styczne do tych pła- 
szczyzn), a te wszystkie powierzchnie przecinają się nadto w 1*— q(n) + 2 
innych punktach (mają jeszcze n* — g(n) +2 innych płaszczyzn stycznych 
spólnych), przez tamte w zupełności wyznaczonych (art. 147). Zbiór tych 
powierzchni nazwaliśmy siecią (lub odpowiednio smugą). 

Łatwo spostrzćc, że powierzchnie jednój sieci t. j. powierzchnie, przed- 
stawione przez równania 


Af + vo +vb=0 
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gdzie f, 9, % są funkcyjami oznaczonymi stopnia n-go względem spółrzędnych 
punktu, a stosunki A:y:v są nieoznaczone, przechodzące przez ten sam 
punkt, niespólny powierzchniom f/=0, ę=0iy=0, tworzą pęk. Podobnie 
powierzchnie jednój smugi, styczne do tćj samćj płaszczyzny, ale nie jednój 
z tych, które smugę wyznaczają, lub są przez tamte wyznaczone, tworzą 
szereg. 


STYCZNE I NORMALNE. 


150. Linija prosta przecina powierzchnią rzędu n-go w n punktach, 
rzeczywistych lub urojonych. Jeżeli conajmnićj dwa z tych punktów schodzą 
się razem w jednym punkcie, to wówczas mówimy, że prosta jest styczną 
do powierzchni w tym punkcie, zwanym jéj punktem styczności. Stąd 
wynika, że styczna do powierzchni rzędu n-go przecina tę powierzchnią, prócz 
w punkcie styczności, jeszcze co najwięcój w n — 2 punktach. 

Niech 


a) Sæ, y, 2)=0 
będzie równaniem powierzchni rzędu n-go we spółrzędnych prostokątnych 
punktu. Wyprowadźmy z punktu dowolnie danego p(x, y, z) prostą, którćj 
dostawy kierunkowe są (X, w yY).  Oznaczając przez (X, Y, Z) spółrzędne 
punktu bieżącego P na tćj prostćj i kładąc pP =r, mamy 
(2) X=cr+hbh Y=y+u Z=z+-vr. 
Jeżeli punkt P jest zarazem punktem powierzchni (1), wówczas 

feàr, y+ er, z+ yr) =0, 


lub, rozwinąwszy stronę lewą zapomocą wzoru Taylor’a (I, art. 203), 
r r2 r3 r” 

(3) f+ qr A+ gS tgs Stt AV=0, 

gdzie, dla m=1, 2,...,n, 


(4) Anf ZE Xiyóyt, 


BUT D 
a tu znak sumy rosciąga się na wszelkie wartości całkowite i dodatne liczb 
i,j, k, byle było i +j + k=m. 
Prosta (2), t. j. 
X—eg PIR a: R Z— 
(6) À m y 


będzie styczną w p do powierzchni (1), jeżeli dwie spośród n wartości na r, 
wyznaczonych przez równanie (3), są sobie równe; a więc, jeżeli 


(6) fd, mz (0) AfsAZ+e yty = 
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Pićrwsze równanie oznacza, że punkt p leży na powierzchni (1), a drugie 
wyraża związek między dostawami kierunkowymi stycznćj. Ponieważ na wy- 
znaczenie trzech dostaw kierunkowych (A, p, v) mamy tylko jedno równanie 
(7) (oprócz X” + p? ++ v3=1), zatym widoczna, że powierzchnia w każdym 
punkcie p posiada nieskończenie wiele stycznych. Te wszystkie styczne leżą 
wszakże na tćj samćj płaszczyźnie, mianowicie na tćj, którćj równanie, wyni- 
kające wskutek A A p, Y z równań (5) i (7), jest 


(8) o 2) + (1— = (Z—-g=0. 


Płaszczyzna (8) jest płaszczyzną s Aey ną do powierzchni (1) w pun- 
kcie p(z, y, z), a ten punkt jest jéj punktem styczności. 

Prosta, przechodząca przez punkt p na powierzchni i prostopadła do 
płaszczyzny stycznój w tym punkcie, zowie się normalną do powierzchni: 
Równania zatym normalnćj do powierzchni (1) w punkcie p(x, y, 2) są: 


X<—c kg RJ 


(3) af T EAA AS; 
dx dy əz 


151. Pośród stycznych do powierzchni f=0 w punkcie p (æ, y, z) 
istnieją dwie, które z powierzchnią mają w p trzy punkty spólne. Jakoż, 
jeżeli do równania warunkowego (7) dołączymy równanie 


f =i f f Lf af 
2f—=)23_— RSE — = 
(10) A?f=A zaa Fay * zs + atr ri 2vÀ Sza T 2At sza = 
wówczas równanie (3) AM miało trzy pierwiastki równe 0. Te dwie sty- 
czne zowią się stycznymi głównymi do powierzchni /=0 w punkcie 
p, i widocznie są one tymi dwiema prostymi, przez punkt p przechodzącymi, 
według MER stożek stopnia sę 


(11) (X ssh CETA e fyz S ay- OCZ 


+ WMCH XX —z)(Y =ð, 


-53, SK 
mający wiórzchołek w tym punkcie p, przecina płaszczyzna styczna (8). — 
Weźmy punkt styczności p za początek spółrzędnych, a płaszczyznę styczną 
w tym punkcie za płaszczyznę XY. Równanie powierzchni /==0 przywie- 
dzie się wtedy do postaci: 

(12)  z+an? + any? + a- Łazgy Z + agt +- Zayąty +-...= 

gdzie opuszczone wyrazy są stopnia wyższego niż 2-gi. Ponieważ 


2 a 82 
Day a Caii E) A E 


n S- Er dr 
ayaa m Hees zag leites y ate 
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przeto otrzymamy równanie dwu stycznych głównych w punkcie p, gdy w ró- 
2 
wnaniu (11) za kz, podstawimy tylkoco napisane wartości, a następnie 


przyjmiemy z=y=z=0 i Z=0. Tym sposobem znajdziemy 
7 x* -+ 24a XY + aay = 0. 


Te dwie styczne są urojone, rzeczywiste różne, lubtéż rzeczywiste schodzące 
się z sobą razem, według tego, Czy ay,daa — 4&2 œ> 0, czy <0, czytóż =0. 

Punkt p powierzchni zowie się, odpowiednio temu, punktem eli- 
ptycznym, hiperbolicznym, lub parabolicznym. Te nazwy po- 
chodzą stąd, że, jak to pićrwszy zauważył Dupin, płaszczyzna, równoległa do 
płaszczyzny stycznćj, a nieskończenie jéj bliska, przecina powierzchnią /=0 
(gdy przyjmiemy pod uwagę jedynie punkty nieskończenie bliskie punktu p), 
odpowiednio według elipsy, hiperboli, lub paraboli. 

Stycznym głównym można nadać inne znaczenie w sposób następujący. 
Płaszczyzna styczna do powierzchni /=0 w punkcie p przecina tę powierz- 
chnią według pewnćj krzywój, dla którój punkt p jest punktem podwójnym; 
albowićm każda prosta, leżąca na płaszczyźnie stycznój a przechodząca przez 
punkt p, przecina tę krzywą w n punktach, z których dwa schodzą się z sobą 
razem w punkcie p. Wskutek tego, dwie styczne główne do powierzchni 
w p są dwiema stycznymi do tój krzywój w tym właśnie punkcie podwójnym. 
Będzie on punktem odosobnionym, punktem węzłowym, lub punktem zwrotu, 
według tego, czy dwie styczne główne są urojone, czy rzeczywiste różne, czy- 
tóż rzeczywiste razem się z sobą schodzące, 

Jeżeli powierzchnia f—=0 jest stopnia 2-go, to krzywa przecięcia się 
będzie krzywą stopnia 2-go; a że na téj krzywój znajduje się punkt podwój- 
ny, więc jedynymi możebnymi linijami przecięcia będą albo nieskończenie mała 
elipsa, jak np. w elipsojdzie, albo dwie proste, które się przecinają lub razem 
się z sobą schodzą, jak np. odpowiednio w hiperbolojdzie jednopowłokowćj 
lub w walcu, 

Łatwo spostrzóc, że jakakolwiek płaszczyzna, przechodząca przez jednę 
z dwu stycznych głównych, przecina powierzchnią według linii krzywćj, która 
w punkcie styczności ma punkt przegięcia; albowićm ta styczna przechodzi 
przez trzy sąsiednie punkty tćj krzywćj. Stąd tóż styczne główne zowią się 
także stycznymi przegięcia. 

152. Okazaliśmy w poprzedzającym artykule, że płaszczyzna styczna 
do powierzchni f=0 przecina tę powierzchnią według krzywćj, mającćj 
w punkcie styczności punkt podwójny. Stąd wynika, że nawzajem, każda 
płaszczyzna, która powierzchnią przecina według krzywój z punktem podwój 
nym, winna być uważana za płaszczyznę styczną do powierzchni, mającą 
w punkcie podwójnym punkt styczności, Jeżeli ta krzywa przecięcia ma dwa, 
trzy,... punkty podwójne, to płaszczyzna przecięcia będzie płaszczyzną 
styczną podwójną, potrójną, it.d. Ponieważ do równania pła- 
szczyzny wchodzą trzy stałe niezależne, przeto zawsze można tak wyznaczyć 
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płaszczyznę, aby ona czyniła zadość trzem warunkom. Stąd wynika wogóle, 
że istnieje ilość skończona płaszczyzn stycznych potrójnych, t. j. takich, które 
powierzchnią /=0 przecinają według krzywój z trzema punktami podwój- 
nymi. 

Płaszczyzną styczną osobliwą nazywamy taką płaszczyznę, 
która nie jest do powierzchni styczną w skończonćj ilości punktów, ale do- 
„tyka jéj wzdłuż całćj linii krzywćj albo prostćj. Przykładem takićj płaszczy- 
zny stycznćj jest płaszczyzna styczna stożka, walca i wogóle wszelkićj po- 
wierzchni rozwijalnój; liniją styczności jest w tym przypadku two- 
rząca powierzchni rozwijalnćj. 

Jeżeli płaszczyzna styczna jest osobliwą, wtedy każda prosta na niej le- 
żąca i przecinająca liniją styczności, ma z tą liniją w punkcie przecięcia dwa 
punkty spólne (bo ta linija jest miejscem punktów podwójnych przekroju po- 
wierzchni płaszczyzną styczną), a każda prosta do linii styczności styczna, 
jako zejście się dwu stycznych w punkcie podwójnym, ma z tą liniją w pun- 
kcie styczności cztćry punkty spólne. Łatwo spostrzćc, że ta styczna jest zej- 
ściem się dwu stycznych głównych do powierzchni. Chcąc więc znalóść wa- 
runek, aby płaszczyzna styczna była osobliwą, trzeba wyrazić, że w każdym 
punkcie istniejące dwie styczne główne do powierzchni schodzą się razem 
w jednę prostą, przechodzącą przez owe cztćry punkty razem się z sobą scho- 
dzące. 

Dostawy kierunkowe stycznych głównych są wyznaczone przez równa- 
nia (7) i (10). Ponieważ te dwie styczne razem się z sobą schodzą, przeto, 
dla skrócenia, oznaczywszy 


fa A af əf. Pf Pf Lf 
pe 


p ya a Ega fa= zyz” fa E zzz” 


32 
Ja = = fa = = ca fa Zf = = za fa =f1= rer zzz” 


ję Zz 


na wyznaczenie dostaw kierunkowych téj jednćj stycznój mamy 
fad + fiat Hfi fak + Soat + Sa fad +Saat HSY 
(13) fi fa fa 
fd + fa + fay 20, 

gdyż wtedy płaszczyzna (8) dotyka stożka (11). Warunkiem, aby te równa- 
nia miały miejsce jednocześnie, jest 

fu » Ja » Fa s J4 | 50, 
(14) s fa » aa s fas Ja 

Jar + aa , Jaa , Js 

> IS T J Ei 2 f 3 3) 0 

a warunek, aby ta styczna przechodziła przez owe cztéry punkty razem się 
z sobą schodzące, sprowadza się do tego, aby wartości na A:4:v, wyznaczone 
przez równanie (13), uczyniły zadość równaniu 
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= 3! Bf AE HERAN E R 
Wtedy bowiém równanie (3) będzie miało cztéry piérwiastki = 0. 
Warunki, pod jakimi płaszczyzna styczna jest osobliwą, można jeszcze 
tak znalóść. Niech lz + my + nz= p będzie płaszczyzną styczną do po- 
wierzchni f=0. Porównanie tego równania z równaniem (8) daje 


h _fh_ fs TYŁ sf, 

ł m mn p 
Te równania, razem z równaniem /—=0, dają spółrzędne punktu styczności, 
tudzież związek, między l, m, n i p. Wynajdziemy więc warunki istnienia 
płaszczyzny stycznéj osobliwćj, uważając, że punkt styczności, wyznaczony 
przez te równania, może być jakimkolwiek punktem linii krzywćj, t.j. że 
jego spółrzędne są wtedy nieoznaczone. 


PUNKTY WIELOKROTNE, 


153. Jeżeli w punkcie p na powierzchni /=0 przywodzą się do zera 
pochodne fi, fa i fs, natenczas równanie (3) (art. 150) mićć będzie dwa pier- 
wiastki =0 przy wszelkich wartościach na A, p, v; to wskazuje, że wtedy 
każda prosta przechodząca przez punkt p mićć będzie z powierzchnią f= 0 
w punkcie p dwa punkty spólne, razem się z sobą schodzące, czyli, że punkt 
p będzie punktem podwójnym powierzchni /—=0. 

Pomiędzy prostymi, przechodzącymi przez punkt podwójny powierzchni 
znajdują się takie, które z powierzchnią mają jeszcze trzeci punkt spólny, 
razem się schodzący z punktem podwójnym. Albowićm, jeżeli, wcelu wyzna- 
czenia A, p, Y, przyjmiemy 
(10) ASES M + Sap? + fa? + 2f tY + 2/9198 + Zak u = 0, 
to natenczas każda prosta tego kierunku będzie miała trzy punkty spólne 
z powierzchnią, schodzące się razem, gdyż równanie (3) będzie wtedy miało 
trzy pierwiastki =0. 

Te szczególne proste nazwiemy stycznymi w punkcie podwój- 
nym do powierzchni; a ich miejscem jest stożek rzędu 2-go, którego równa- 
nie wypada wskutek wyrugowania À, p, v z równań (5) i (10), a więc jest 


1) K<23+/fz2(Y — y) +/fa(Z— 2)? + 2/3(Y —y)(Z — 2) + 

+ 2/,(Z—25) (Ż— 2) + 2/„(X_ — x) (Y —y)=0. 
Ten stożek, mający wićrzchołek w punkcie p, nazwiemy stożkiem sty- 
cznym w punkcie podwójnym p(z,y z) do powierzchni f=0. Po- 
śród tworzących stożka stycznego (11) jest jednak sześć takich, które mają 
z powierzchnią f/=0 cztćry punkty spólne, schodzące się razem w punkcie 
podwójnym; są to te tworzące, których dostawy kierunkowe jednocześnie 
czynią zadość równaniu (10) i równaniu 

Af=0, 
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Jeżeli nietylko pićrwsze pochodne funkcyi f, ale nadto wszystkie pocho- 
dne cząstkowe tćj funkcyi aż do rzędu (m— 1)-go, włącznie, przy m <n, przy- 
wodzą się do zera w punkcie p, to natenczas punkt p będzie m-krotnym, 
gdyż każda prosta, przechodząca przez taki punkt, ma z powierzchnią m pun- 
któw, razem się z sobą schodzących. Te jednak z prostych, przechodzących 
przez taki punkt m-krotny, których dostawy kierunkowe czynią zadość równaniu 

ARF=0, 
mióć będą m +1 punktów, razem się z sobą schodzących, spólnych z po- 
wierzchnią. Nazwawszy te ostatnie proste stycznymi w punkcie 
m-krotnym, łatwo spostrzeżemy, że ich miejscem jest także stożek, mający 
wiórzchołek w punkcie m-krotnym, który się zowie stożkiem stycznym 
w punkcie m-krotnym. Jego równanie jest widocznie stopnia m-go 
względem spółrzędnych punktu. 

154. Weźmy pod uwagę stożek styczny (11) do powierzchni /=0 
w punkcie podwójnym p(z, y, z). Prostopadłe do płaszczyzn stycznych tego 
stożka, wystawione w wićrzchołku p, są tworzącymi nowego stożka, który 
nazwiemy stożkiem normalnym powierzchni w jćj punkcie podwój- 
nym p. 

Równanie tego stożka normalnego znajdziemy w taki sposób. Równanie 
płaszczyzny stycznój do stożka stycznego (1P) jest 


AH YAX- a) Hadt pHs) y) Hiat apta- = 0; 
a zatym, jeżeli 
Kc _Y<y_ Z— 
EAT T A 
są równaniami normalnéj do téj płaszczyzny w p (Œ, y, z), to 
fad Ffit HAY _ Sad + fat + Say faid fa HS, 
X i p z3 y 
a nadto AN ++ pp! -+ w =0. 
Rugując A, p, v z tych równań, otrzymamy 


fu + fia s fa > N |=0, 
Ía s a > fa > W 
fa s has fa, Y 
N w, O| 


wskutek czego 
(16) F=| fu , fa » fu ,X—z|=0 
fa +» Ja + Ja » Yi 
fu , Ja , fa , Z—zż 
X—r,Yy,—z, 0 
będzie równaniem żądanego stożka normalnego. 


http://rcin.org.pl 


POWIERZCHNIE ALGIEBRAICZNE RZĘDU -G0. — 155. 477 


Stożek styczny (11) przejdzie na dwie płaszczyzny styczne, jeżeli wy- 

różnik lewéj strony równania (11) jest równy 0, t, j. jeżeli 
(17) R=|fu ; fa» fa | =0. 

Í: 21 » Í 22 3) Í: 23 

Pais faas fa 
Wtedy stożek normalny przejdzie na dwie płaszczyzny, razem się z sobą scho- 
dzące. Jakoż, oznaczmy przez Ry ilość dołączoną do elementu fi wyzna- 
cznika R, a do elementów piórwszćj kolumny wyznacznika (16), pomnożonych 


przez Ry,, dodajmy elementy drugićj i trzecićj kolumny, pomnożone odpowie- 
dnio przez Ry i R. Ponieważ R—=0, przeto 


Rf "UE Rynf12 SB Rafis = 0, 
tudzież Rifa + Rifa + Rifa =0, Rifai + Byafaa + Rys f33 20. 
Wskutek tego 


ag RaKa) +R aY —y) + R,(Z —2)] fias fis , M—z2), 
faa Jas , Y —y 
Ja + fas , Z—z 


lub, uporządkowawszy wyznacznik po prawćj według elementów ostatniéj ko- 
lumny, 


F=— p R(X) + Ry(Y 9 + RaZ =P. 


A zatym, stożek normalny w punkcie podwójnym przechodzi w tym razie na 
dwie płaszczyzny, razem się schodzące. Równanie tćj płaszczyzny jest 


(18) R(X — 2) + Ry(Y —y) + Ry(Z—2)=0. 
ASYMPTOTY, 


155. Asymptotą powierzchni jest prosta, która, pozostając sama 
w odległości skończonćj, przecina powierzchnią conajmnićj w dwu punktach 
w nieskończoności. Płaszczyzną asymptotyczną jest płaszczyzna 
styczna, którćj punkt styczności leży w nieskończoności, gdy ona znajduje się 
w odległości skończonćj. Powierzchnią asymptotyczną jest obwie- 
dnia płaszczyzn asymptotycznych do danćj powierzchni. 

Aby lepićj wyrozumićć te okróślenia, weźmy pod uwagę jakąkolwiek 
płaszczyznę styczną do powierzchni, i przyjmijmy, że jéj punkt styczności od- 
dala się do nieskończoności. Ponieważ płaszczyzna w nieskończoności prze- 
cina powierzchnią według linii krzywćj, rzeczywistćj lub urojonćj, więc wido- 
cznie istnieje nieskończenie wiele kierunków — mówiąc wogólności —, w któ- 
rych ten punkt styczności można uważać jako oddalający się do nieskończo- 
ności. Każdemu z tych kierunków odpowiada pewna płaszczyzna asympto- 
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tyczna, a każda taka płaszczyzna jest miejscem odpowiednich asymptot, do 
siebie równoległych, gdyż każda z nich przechodzi przez tenże punkt styczno- 
ści w nieskończoności. 

Ponieważ na każdćj płaszczyźnie stycznéj w punkcie pojedyńczym po- 
wierzchni znajdują się dwie styczne główne, przechodzące przez trzy po sobie 
następujące punkty powierzchni, więc tóż i na każdćj płaszczyźnie asympto- 
tycznćj istnieją dwie asymptoty główne, które przechodzą przez trzy punkty 
w nieskończoności. Skoro następnie jakakolwiek płaszczyzna przechodząca 
przez jednę ze stycznych głównych przecina powierzchnią według krzywćj, 
dla którćj punkt styczności jest punktem przegięcia, przeto także krzywa, 
według którćj płaszczyzna, przechodząca przez jednę z asymptot głównych, 
przecina powierzchnią, posiada punkt przegięcia w nieskończoności. 

Jeżeli przekrój powierzchni płaszczyzną nieskończenie odległą posiada 
punkt podwójny, wówczas, zamiast odpowiednićj płaszczyzny asymptotycznćj, 
mićć będziemy walec asymptotyczny stopnia 2-go (czyli stożek, którego wićrz- 
chołek leży w nieskończoności). Każda tworząca tego walca jest asymptotą. 
Pomiędzy tymi asymptotami jest sześć takich, które przecinają powierzchnią 
w cztćrech punktach w nieskończoności. Przekrój powierzchni jakąkolwiek 
płaszczyzną równoległą do tworzących walca ma punkt podwójny, a przekrój 
powierzchni płaszczyzną styczną do walca ma punkt zwrotu w nieskoń- 
czoności, 

156. Aby znalóść asymptoty danćj powierzchni, postąpimy nieco od- 
miennie, niż w art. 211 części I. Niech (x, y, z) będą spółrzędnymi jakie- 
gokolwiek punktu na asymptocie, a 

X Y—y Z—z 
(19) EN S b (=24) 


równaniami tój asymptoty. Dla punktów, w których ta asymptota przecina 
powierzchnią f=0, mamy 
fa + Ar, y+ ur, z + vr)=0 

Rozwińmy stronę lewą zapomocą wzoru Taylor'a według potęg i iloczynów 
liczb w, y, z, uważanych za przyrostki, Jeżeli przez fn, fa fa-—2:::. Ozna- 
czymy zbiór wyrazów funkcyi f odpowiednio stopnia m-go, (n— 1)-go, 
(n — 2)-go,..., t. j. jeżeli 

SEfat fimi frat. + fi + Jo 
ì jeżeli przez gn, Pn_4; Pn—a:-.., Pi Oznaczymy wypadki podstawienia A, p, v 
odpowiednio za z, y, z w tych funkcyjach jednorodnych fa, fa—4s fa—2::11 fw 
to miéć będziemy 


1 
(20) r"g, +1- (Den + Pn—1) + 7972 (ar D?6, + Dę, + + 7-2) +... 20, 
gdzie, dla m=1, 2,...,p, przy Ì £p<a, 


! gm 24 IEC ; 
(21) DĄ, ZS GTW ay zt, 2 ++ k=m, 3.0 d. 
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Równanie (20) ma dwa pierwiastki nieskończenie wielkie, jeżeli 

(22) Pa=0 i Dpat Pa = 0. 

Piérwsze z tych równań wskazuje, że wszystkie asymptoty są równoległe do 
tworzących stożka 

(23) PAP TRYKÓŻ 


a według drugiego z tych równań (22) wszystkie asymptoty, równoległe do ja- 
kićjkolwiek tworzącćj stożka (23), leżą na płaszczyźnie 
99, dn 
24 æ -- +z 
która jest płaszczyzną asymptotyczną, równoległą do płaszczyzny stycznéj 
do stożka (23) wzdłuż owćj tworzącćj. 
Dla asymptot głównych jest nadto 


DOn 
dv 


+ Pa- 20, 


1 
(25) gr D*9a + Deni + Pa- = 0, 


t. j. asymptoty główne są linijami przecięcia powierzchni stopnia 2-go (25) 
z płaszczyzną (24). 

Nie mogąc się tu wdawać w bliższy rozbiór rozmaitych przypadków 
szczególnych, odsyłamy czytelnika w tym względzie do prac p. Painvin'a 
(Journal f. d. reine u. angewandte Mathematik, tom LXV). Zwracamy tu tylko 
uwagę na to, że znajdziemy wyrażenia analityczne warunków, aby pła- 
szczyzna asymptotyczna (24) była osobliwą, z rozważania, iż równaniu 
Don + n—1 =0 stanie się wtedy zadość niezależnie od wartości na A, p, v, 
gdyż jakakolwiek prosta na płaszczyźnie wyznaczonćj przez to równanie 
przecina powierzchnią w dwu punktach nieskończenie odległych; tudzież, że 
powierzchnia asymptotyczna, będąc obwiednią płaszczyzn asymptotycznych, 
jest powierzchnią rozwijalną, dotykającą danćj powierzchni wzdłuż przekroju 
tćjże płaszczyzną w nieskończoności. 


BIEGUNOWE. 


157. Aby zręcznićj przedstawić badania, które jeszcze zamierzamy 
przeprowadzić, użyjemy spółrzędnych jednorodnych. 
Niech więc 


(1) JX, X», X, X) =0 

będzie równaniem we spółrzędnych jednorodnych punktu na powierzchni 
rzędu n-go. Oznaczmy przez (2,, La, La, L4) i (2'i, L'a, L'a, 2'4) spółrzędne 
dwu punktów dowolnie danych p i p'. Wtedy znajdziemy punkty, w których 


prosta pp! przecina powierzchnią (1), podstawiając w równaniu (1) za X4, 
Xa... odpowiednio Ax; + pry; ALa + pa'a,... Wynik podstawienia, 


(2) SAri + pay, Axt pany Asg ydy At, + pa) =0, 
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będzie równaniem stopnia n-go względem X:u, którego pierwiastki wyzna- 
czają stosunek odcinków, na jakie odległość między punktami pi p! dzielą 
punkty przecięcia się prostćj pp! z powierzchnią (1). Jeżeli jedna z warto- 
ści na A:v wypadnie =0, to odpowiedni punkt przecięcia zejdzie się razem 
z punktem p', a jeżeli jedna z wartości na A: wypadnie oo, to odpowiedni 
punkt przecięcia zejdzie się razem z punktem p. 

Rozwińmy piérwszą stronę równania (2) zapomocą wzoru Taylor'a, 
uważając hay, hay, hay, kz, za wartości początkowe, a pe, pry, pg, pzy 
za przyrostki cztćrech zmiennych; mićć będziemy: 


(3) Af + WIA + T AAAS 4... 4 WA f=0, 
gdzie f= f(2,, tą, Tą, 24), zaś, dla m=1, 2,...,n 

m! amf 
(9 A= SGGTETI wow, d, 1 17 at> 


a sumowanie rosciąga na wszystkie wartości dodatne i całkowite liczb í, j, 
k, l, których suma i+ j- k--1—=m. 
Uważmy, że wszczególności 
e CA 
TA 4 
a każde A'™f otrzymamy, ra A'f midig do potęgi m-téj, a potym za 


GEX G) (GZ) (Z z); gdzie i--j+-k--l=m, podstawimy 


EREE tak iż symbolicznie można pisać 
1 2 


(6) saa (a, 2 +02 +aT+a z) 
Rozwińmy teraz lewą stronę równania (2) zapomocą wzoru Taylor'a, lecz 


przyjmując, że pe, pa, paz, pa, są wartościami początkowymi, a Às, 
Kay, Kaz, Aæ, oznaczają przyrostki zmiennych. Otrzymamy wtedy: 


1 1 
(0) WP HAAS HRAS HHE Af =, 
gdzie znowu f/=f(x, z, ©, «',), a dla m=1, 2,...n, 
E zy az tory ibs Hd piki, 


ilj! k!l! Ix arh aaa" 
lub symbolicznie: 


' 1” 27 a ze ef ay” 
(8') wf z(% 35, +2 TARŃSZYA F%5% : 
Porównanie równań (3) i (7), które są tymi samymi, daje: 
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(5) A ii e ="; E C dla E EREE 
a jas wanęości 
(10) HSP, 7 —AIJZ A 4 ————A72f= FA, it.d. 


TESS] aI 

158. Jeżeli SKORE w JANKA ye przyrównamy do 0, to otrzy= 
mamy szereg równań 

F= Af=00, SYF=0,..:, AAE 

które, gdy w nich spółrzędne punktu p! będziemy uważali jako dane, a spół- 
riędne punktu p jako bieżące, przedstawiają powierzchnie odpowiednio 
riędu n-go, (n— 1)-go, (n—2)-go,..., (n—m)-go,.... Piórwsza z tych po- 
wierzchni jest powierzchnią daną (1), a po nićj następujące zowią się po- 
wierzchniami biegunowymi punktu danego p' względem powierz- 
cini /=0 i odpowiednio A'/f=0 jest pićrwszą powierzchnią biegunową, 
A*7=0 drugą powierzchnią biegunową it. d. Wogóle, równanie m-tój po- 
wierzchni biegunowćj punktu p' względem /=0 jest A'*f—=0, a więc ta po- 
wierzchnia jest rzędu (n— m)-go. 

Ponieważ widocznie 

AHF = A't (A' P), 

t.j. ponieważ ten sam wypadek otrzymamy, czy na f uskutecznimy wprost 
działanie oznaczone przez symbol A+, czytóż naprzód na / uskutecznimy 
działanie oznaczone przez symbol A", a potym dopióro na otrzymanym wy- 
pudku działanie oznaczone przez symbol A'*, przeto (k+ 0-ta powierzchnia 
begunowa punktu p' względem /—0, jest k-tą powierzchnią biegunową tego 
sımego punktu względem A"f/—=0, t.j. względem /-tćj powierzchni biegu- 
mwćj tegoż punktu, uważanćj względem /=0. A zatym ogólnie: każdą po- 
wierzchnia biegunowa jakiegokolwiek punktu jest także powierzchnią biegunową tegoż 
paktu względem wszystkich powierzchni biegunowych rzędów wyższych tegoż pun- 
ku, t. j. tych, których równania względem spółrzędnych bieżących są stopnia 
wyższego. 

Postępując taksamo ze spółczynnikami rozwinięcia (7), t. j. przyrówny- 
wając je do zera, otrzymamy szereg równań 

F= KA(=0, Bf! 20,..„ ASF=0.:., 
kóre, gdy w nich spółrzędne punktu p będziemy uważali jako dane, a spół- 
r'ędne punktu p' jako bieżące, będą przedstawiały powierzchnie odpowie- 
hio rzędu n-go, (n—1)-go, (n— 2)-go,..., (n— m)-go,.... Piórwsza z tych 
powierzchni jest daną (1), a następne są powierzchniami biegunowymi pun- 
ku p względem f=0 odpowiednio 1-4, 2-gą,..., m-tą,.... 

Z tożsamości (9) wypada, że jeżeli punkt p leży na m-tćj powierzchni biegu- 
wwćj punktu p', wtedy nawzajem punkt p' leży na (n— m)-tćj powierzchni biegu- 
wwój punktu p. A zatym: jeżeli punkt p opisuje powierzchnią rzędu (n— m)-go, 
kóra jest m-tą powierzchnią biegunową punktu p' względem powierzchni rzędu n-go 

Bibl. mat,-fz., S. IV, T. IV. 31 
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J=0, to natenczas (n— m)-ta powierzchnia biegunowa punktu p pr. zechodzi przez 
punkt p. 

159. Jeżeli punkt, p jest punktem powierzchni f=0, a nadto spółrzę- 
dne punktu p' czynią zadość równaniu A'f/—=0, wówczas dwu pierywiéstkom 
równania (3) względem X:y. odpowiada \=0; a zatym prosta pp' pędzie 
styczną do powierzchni f=0 w punkcie p. Ponieważ spółrzędne punktu A 
dowolnie obranego na którćjkolwiek stycznćj, czynią zadość równaniu 


(11) A +Xz + Xa L+X,24%0, 


które przedstawia JOW i ponieważ punkt p leży także na tćj płaszczy- 
znie, albowićm podług twierdzenia Euler'a o funkcyjach jednorodnych 
ə 
nzz taż, Z Fia z +, 37 znf=0, 


zatym równanie (11) przedstawia miejsce wszystkich stycznych do powierzchni 
f=0 w punkcie p, czyli płaszczyznę styczną. 


Ponieważ podług (9) A/ =- 


powierzchni f==0 w punkcie p wę „AE ą powierzchnią biegunową pun- 
ktu styczności względem /—=0. Stąd zaś wypada, jako wniosek z twierdzenia 
dowiedzionego w artykule poprzedzającym, że płaszczyzna styczna do powierz- 
chni w punkcie p jest styczną do wszystkich jego powierzchni biegunowych w tymże 
punkcie, A zatym: powierzchnie biegunowe punktu na powierzchni f==0 prze- 
chodzą przez tenże punkt i mają w tym punkcie wraz z powierzchnią f= 0 spólną 
płaszczyznę styczną. 

Jeżeli spółrzędne punktu p' czynią zadość netylko równaniu A/—=0, 
ale także równaniu A'%7=0, to natenczas prosta pp! w p ma trzy punkty spólne 
z powierzchnią /=0. W tym przypadku prosta pp' leży nietylko na pła- 
szczyźnie stycznćj (11), ale nadto na (n — 2)-ćj powierzchni biegunowćj pun- 
ktu styczności p, t. j. na powierzchni 


nA” '/', przeto płaszczyzna styczna do 


o 32 ə 
aD KeS ra re zę + Kaka zaj + 


M f 82 A af 
+2X:X. zos, EEEEA + 2X pa EAIA + 2X, X. Saam, dc „e 2X,X, TALA F 


92 
+ 2X,X, sz = 0. 


A że, według tylkoco wypowiedzianego twierdzenia, płaszczyzna styczna (11) 
jest styczną do powierzchni (12) w p, przeto istnieją dwie proste styczne, ma- 
jące w p trzy punkty spólne z /=0; te dwie styczne, któreśmy nazwali 
głównymi, albo stycznymi przegięcia (art. 151), są tymi dwiema prostymi 
(rzeczywistymi różnymi, lub razem się z sobą schodzącymi, lubtóż urojonymi), 
według których płaszczyzna styczna (11) przecina powierzchnią stopnia 
2-go (12). 
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Te dwie styczne główne zejdą się razem z sobą, jeżeli równanie (12) 
przedstawia stożek stopnia 2-go. Oznaczmy, dla skrócenia fuzzzżyB frii 
iYWĘ 
wtedy warunek, aby równanie (12) przedstawiało stożek stopnia 2-go, wyrazi 
się, jak wiemy (art. 62), przez 


(13) HP) E |fu > fias fa » fiu |50. 
fu , fa + fa > fa 
fa , fa + 733 + fa 
fu , fa + fa fu 
A zatym, jeżeli punkt p powierzchni rzędu n-go f—=0, leży zarazem na po- 
wierzchni H(/) =0, która jest widocznie rzędu 4(n— 2)-go, to w punkcie p 
jest tylko jedna styczna główna, czyli punkt p jest punktem parabolicznym 
powierzchni /f=0. Powierzchnią Hf) =0 zowiemy powierzchnią 
Hesse'go powierzchni f=0. A zatym: punkty paraboliczne powierzchni rzę- 
du n-go f=0 leżą na przecięciu się téj powierzchni z odpowiadającą jéj powierz- 
chnią Hesse'go. 
Jeżeli równanie (3), które wrazie, gdy f=0 i A'f=0, jest stopnia 
(n— 2)-go, posiada dwa pierwiastki równe, natenczas prosta pp' będzie sty- 
czną do powierzchni f=0 nietylko w punkcie p, ale nadto jeszcze w drugim 
punkcie, który odpowiada temu pierwiastkowi podwójnemu, i będzie sty- 
czną podwójną powierzchni f=0. 
Przez każdy punkt powierzchni f =0 rzędu n-go przechodzi (n + 2)(n— 3) 
stycznych podwójnych, t. j. takich prostych, które są styczne do powierzchni jeszcze 


w punktach innych niż pnnkt p. Jakoż, wiadomo z algiebry, że jeżeli równa: 
nie algiebraiczne 


pA, p) =0, 

którego lewa strona jest funkcyją całkowitą i jednorodną względem A i p, 
a więc w którą wchodzi jedyna niewiadoma à: y, posiada pierwiastek podwój- 
ny, to ten pierwiastek przywodzi do zera pićrwsze pochodne cząstkowe fun- 
kcyi (À, p) względem ì i względem p. A zatym wypadek rugowania A i p. 
z dwu równań 

pA, y) o ; 290%, p) 

a A 1 GEE pa i 
czyli równość zeru wyróżnika, czyli t. z. równanie wyróżnikowe fun- 
kcyi ę(X, œ), jest warunkiem, pod jakim równanie (à, 4)=0 posiada pier- 
wiastek podwójny. Jeżeli więc utworzymy równanie wyróżnikowe wyrażenia 
w lewćj stronie równania (3), które w uważanym przypadku (f=0 i A'f=0) 
jest stopnia (n—2)-go, np. metodą rossprzęgającą Sylvester'a (w przytoczo- 
nćj Teoryi wyznaczników: $ 79, art. 3), to znajdziemy, że równanie wyróżni- 
kowe jest stopnia (n— 2)(n — 3)-go względem spółrzędnych punktu p, a sto- 
pnia (n + 2)(n—3) względem spółrzędnych punktu 7', jak to widoczne np. 

http://rcin.org.pl 


484 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


z wyrazu głównego (A'2/.4'*f)"—3 tego wyróżnika, gdy napiszemy go w posta- 
ci wyznacznika. Jeżeli więc punkt p będziemy uważali jako dany, a punkt 
p! jako punkt bieżący, to owo równanie wyróżnikowe przedstawi powierzchnią 
rzędu (n + 2)(n— 3)-go, która zarazem przechodzi przez punkt p i którą 
płaszczyzna styczna do f=0 w punkcie p przecina według (n+ 2)(n— 3) 
linij prostych. Te proste są stycznymi podwójnymi przechodzącymi przez 
punkt p. 

160. Weźmy punkt p jako dany i nie leżący na powierzchni f=0, 
a punkt p' jako bieżący, i przyjmijmy, że A*f=0 i A'"-!'f=0. Wtedy pro- 
sta pp' będzie styczną do powierzchni f—=0, wychodzącą z punktu danego 
p, a punkt p' będzie punktem styczności; albowićm wtedy dwie wartości na 
h:yu, które wyznacza równanie (3), stają się równe 0. Ponieważ według 
wzoru (9) A"f=f=0, a A"-—!'f=Af 0, więc punkt styczności stycznćj 
do f=0 z punktu p leży na linii przecięcia się powierzchni /=0 z pićrwszą 
biegunową punktu p względem tćj powierzchni. A że ta pićrwsza biegunowa 
jest powierzchnią rzędu (n— 1)-go, więc miejscem tego punktu styczności 
jest pewna krzywa skośna stopnia n(n — 1)-go. 

Zbiór stycznych do powierzchni /f=0 z punktu p tworzy stożek, któ- 
rego płaszczyzny styczne są także płaszczyznami stycznymi do f==0. Otrzy- 
mamy równanie tego stożka, tworząc równanie wyróżnikowe dla wyrażenia 
w lewćj stronie równania (3); gdyż to równanie wyróżnikowe będzie wyrażało 
warunek, pod jakim prosta, łącząca punkt dany p z punktem p', przecina 
powierzchnią f=0 wdwu punktach razem się z sobą schodzących, t. j. będzie 
wyrażało, że punkt p' jest punktem na którćjkolwiek stycznój z punktu p. Ła- 
two spostrzóc, że to równanie wyróżnikowe jest jednorodnei stopnia n(n—1)-go 
względem spółrzędnych tak punktu p jak i punktu p', jak to zresztą wypada 
z wyrazu głównego (/.A'*/f)"—! wyróżnika, napisanego w postaci wyznacznika. 

Jeżeli, przyjmując, że dany punkt p nie leży na powierzchni, przyjmie- 
my także, że A'"--2f—=0, lub A*f'=0, to natenczas prosta pp', wychodząca 
z p, będzie jedną ze stycznych głównych w punkcie p'; albowićm wtedy trzy 
pierwiastki X:p równania (3) będą równe 0. Ponieważ punkt y' jest teraz 
punktem przecięcia się trzech powierzchni 


FE, Af=0 1 AF=Q 
odpowiednio rzędu n-go, (n—1)-go i (n—2)-go, a zatym: przez punkt p, 
nie leżący na powierzchni rzędu m-go, przechodzi — mówiąc wogólności — 
n(n— 1) (n— 2) stycznych głównych do téj powierzchni, 
Nie trudno okazać, że przez punkt p, nie leżący na powierzchni f==0, mo- 
żna — mówiąc wogólności — poprowadzić za (m — 1) (n—2)(n—3) stycznych 


podwójnych do téj powierzchni, Albowićm, według końcowego ustępu w arty- 
kule poprzedzającym, punkty styczności takich prostych są punktami przecię- 
cia się danćj powierzchni, pićrwszćj biegunowój punktu p względem téj danćj 
powierzchni i powierzchni, przedstawionćj przez równanie wyróżnikowe wy- 
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rażenia w stronie lewój równania (3), które wskutek tego, że A"f=0 

i A"—f= 0, jest stopnia (n— 2)-go względem X:p. Ponieważ do tego 
równania wyróżnikowego wchodzą spółrzędne punktu g' w stopniu 
(n— 2) (n — 3)-im, więc tych punktów styczności będzie n(n — 1)(n — 2)(n—3). 
Połowa tój ilości przypada na styczne podwójne, albowióm każda ma dwa 
punkty styczności. 

Nakoniec ilość płaszczyzn stycznych, dających się wyprowadzić z punktu p, 
nie leżącego na powierzchni f =0, a stycznych do tój powierzchni w punktach para- 
bolicznych, jest 4n(n— 1)(n—2). Albowićm te punkty styczności leżą na da- 
nćj powierzchni, jéj piórwszćj biegunowćj punktu p i powierzchni Hesse'go, 
odpowiadającćój powierzchni danćj; a te powierzchnie, będące odpowiednio 
rzędu m-go, (n—l)-go i 4(n—2)-go, przecinają się w 4n(n—1)(n— 2) 
punktach. 

Z teoryi stycznych, przechodzących przez jeden punkt, można wyzna- 
czyć rzęd powierzchni biegunowo wzajemnój względem danćj 
powierzchni f=0. Jakoż, ilość punktów, w których prosta dowolna przeci- 
na powierzchnią biegunowo wzajemną, jest równa ilości płaszczyzn stycznych 
do danćj powierzchni, które można przesunąć przez prostą dowolną. Weźmy 
więc pod uwagę dwa punkty A iB prostćj dowolnćj i punkt styczności © 
którćójkolwiek z płaszczyzn stycznych do danćj powierzchni f=0, przecho- 
dzących przez prostą AB. Punkt C leży widocznie tak na pićrwszćj biegu- 
nowój punktu A, jak i na pićrwszćj biegunowćj punktu B, gdyż AC i BC są 
stycznymi do f=0 w 0. A zatym punkty styczności płaszczyzn stycznych, 
przechodzących przez AB, są punktami przecięcia się danćj powierzchni 
z piórwszymi biegunowymi dwu punktów A i B, dowolnie obranych na tćj 
prostćj ; ich zatym ilość jest n(n — 1)?, a więc takimże jest rzęd powierzchni 
biegunowo wzajemnój. 


KILKA PRZYKŁADÓW POWIERZCHNI ALGIEBRAICZNYCH STOPNI WYŻSZYCH, 


161. PIERŚCIEŃ KoŁowY. Koło, obracając się około prostćj (osi), która 
leży na jego płaszczyźnie, lecz go nie przecina, opisuje powierzchnią, którą 
zowiemy pierścieniem kołowym. Jeżeli oś obrotu weźmiemy za oś 
Z-ów, a miejsce środka koła obracającego się za płaszczyznę XY, i ozna- 
czymy przez a promień tego koła, a przez c odległość jego środka od osi 
obrotu, to równanie pierścienia będzie 


(1) f=(X3+ Y?+- Z2+- c2— a?)2 — 4c*(X2 ++ Y2)=0. 
Ponieważ ka =4(X2+- Y? + Z2+- c? — a23)X — 8c2X = 8e(r — c)X, 


Z =80(r—9Y, © „spy gdzie r3=X24+- Y}, 


z 
więc równanie płaszczyzny stycznój do powierzchni (1) w punkcie (x, y, z) jest 
(r=0v(a=x) + (r—cy(Y —y) + rz(4=—2)=0, 
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lub uwzględniając, że 22+ (r— c) =a?, r»=a*+-y?, 
(2) (r=9(Xz + Yy) + rZz=r*(r—c) + reż=r|a? + c(r—o)|. j 
Dajmy, że płaszczyzna styczna przechodzi przez środek i np. przez oś Y 
i tworzy z osią X kąt a taki, że a=csina; znajdźmy krzywą, według 
którćj ta płaszczyzna styczna przecina pierścień. W jakimkolwiek punkcie 
(w, y, z) przekroju mamy r=c— acos, z=asinf, r=zctga. Stąd wypada 
y =r? — a =c* — 2a ccosh +- a? cos?0 —a*ctg?asin*6 
=c* — Żaccos6 + a*cos*6 — (c? — a?) sin?0 
= ¢? cos? 0 — 2accos6 + a? = (ccosf — a)? 
A zatym 
(y Œ a)? = c cos? b. 
Nadto mamy 
x2 + 223 —c?sin?0, 
Wskutek tego 
a? +-(yka?+2=©0, 


Przekrój zatym pierścienia płaszczyzną styczną, przechodzącą przez jego śro- 
dek, składa się z dwu kół, które przecinają się w punktach styczności, przedsta- 
wiających dwa punkty podwójne. 

Dla punktu pierścienia, leżącego na płaszczyźnie XY i np. na osi X-ów, 
mamy «=c—a, y=0, z=0. Równanie płaszczyzny stycznćj w tym pun- 
kcie jest X "c—a; ta więc płaszczyzna jest równoległa do płaszczyzny YZ. 
Przekrój zatym pierścienia tą płaszczyzną styczną wyznaczają równania 


X=c—a i [Y4 Z + 2c(c— a)]2—4c[Y? + (c—a)*], czyli 
X=c—a i [Y+ Z) —4acY? + 4c(c — a)Z3=0. 


Jeżeli c=2a, to drugie z tych równań przedstawia lemniskatę Bernoulli'ego 
(I, art. 228), mającą węzeł w punkcie styczności. 

162. POWIERZCHNIA FALOWA. Jeżeli do płaszczyzny przekroju cen- 
tralnego powierzchni stopnia 2-go ze środkiem wystawimy normalną w jćj 
środku i na tćj normalnćj odetniemy, począwszy od środka i po obu jego stro- 
nach, połowy długości obu osi tego przekroju, to miejsce tak otrzyma- 
nych punktów końcowych będzie powierzchnią dwupowłokową, która się zo- 
wie powierzchnią falową. 


2 2 2 
Jeżeli z + H + = =1 jest równaniem powierzchni stopnia 2-go, 


a læ + my + me =0 równaniem płaszczyzny przekroju centralnego, to pier- 
wiastki równania (art. 115) BA + OR AZ =0 stopnia 2-go 

a—yp jay | er 
względem r? są kwadratami połów długości osi tego przekroju. Kładąc 
w tym równaniu w=l, y=mr, z=nr, otrzymamy, jako równanie po- 
wierzchni falowój, 
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222 bży2 232 s 
(1) wa EA 50 gdzie r3=a? + y? + 22, lub 
(1) S= @ + y4) (ax? + by? +- 0222) — [a?x2(b? + c?) + byee + a?) + 

+ c22? (a? + b?)] + a?b2c? =0. 
Przekroje téj powierzchni jedną z płaszczyzn głównych roskładają się na 
koło i elipsę; albowióm równanie (1') przywodzi się 


dla s=0 do (2-+y?—c)(a?a? + by? — atb?) —=0, 
dla s=0 do (y*+-23—b?)(bży? > 222 — bac?) =0, 
dla y=0 do (2+ a—a?) (cz? + ała? — cża?)=0. 


Toż samo bespośrednio wynika z rozważania gieometrycznego. Jakoż, 
jeżeli weźmiemy pod uwagę przekrój powierzchni tworzącćj (stopnia 2-go) 
płaszczyzną przechodzącą np. przez oś ż-ów, to jedna jego oś =2c, gdy tym- 
czasem druga leży na płaszczyźnie XY. Jeżeli więc wystawimy w środku 
normalną do płaszczyzny przekroju i na nićj odetniemy połowy długości 
tych osi, to jeden koniec opisze koło o promieniu =c, a drugi opisze krzy- 
wą taką samę, jak krzywa przekroju powierzchni tworzącéj płaszczyzną XY, 
tylko obróconą o 90%. A zatym, powierzchnia falowa posiada na każdćj z trzech 
płaszczyzn głównych po cztéry punkty podwójne, mianowicie punkty przecięcia 
się odpowiedniego koła z odpowiednią elipsą. 

Jeżeli powierzchnia stopnia 2-go jest elipsojdą i jeżeli œ? >> 0°, 
wówczas tylko te punkty podwójne będą rzeczywiste, które leżą na płaszczy- 
źnie ZX, i będą one umbilikami elipsojdy. Jakoż, równania 

22--13—b3=0 i ca? +- ała? ca? 
dają 
a2 — b? A p0- 02 


+ PER- 
a? — cż a3— eè 


(2) => 


Łatwo okazać, że te wartości na w, # wraz z wartością y=0 (wskutek cze- 


go r?=b?), przywodzą do 0 tak f, jako tóż L S A. 

Drugie pochodne cząstkowe ES w tych punktach wartości 
REZ 408 — TV 25 3 x Bf zz A 
zp l c WW za 10 —b ) (02—c?), gg — —=g8a?c Ba 
Gap Bf B+E a nla—aft, e E 
dy05 zda ET "CNS Je: | 3x0y — 


Stąd wypada równanie odpowiedniego stożka stycznego w postaci 


X: ee Za ate xZ 
2 cz mni dny AÓ Z he ABK = 
(2) b2 — (2 4a? c? * a? — b? [(a2 — b2) (b? — c2)] 3 A 


163. Z równania powierzchni falowćj, które także tak pisać można: 
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y? g2 


(4) Jz ata ptp Tl, gdzie En 2? +- y? +- 27, 
wypada zapomocą łatwego rachunku: 
2 20 ə 2y 
si afa 0], pe WP, f= srt = 28P, gdzie 
(5) g2 y? ga 
Paga ap * e t may 


Wiedząc to, wyznaczmy punkt WR płaszczyzny stycznćj, którćj równa- 
nie jest 
la + my + na =p, 
i związek pomiędzy l, m, n i p. 
Na wyznaczenie tego punktu mamy równania (art. 152) 
cf, + yha + zfs 
(6) a =h =% =i fı sh h(=— 20). 
Atoli, uwzględniając związki (4) i (5), mićć będziemy 
| cj + Yfa + 2fą =2— 2P = — 206p, 


tudzież M? + fa? + Ja? ==4(P —2P + rP?) — 4o, 
wskutek czego 

(7) Pop=c?, (r —p?)o=p i (7—9)P=L 
Następnie z równań (6) 


f1=—2lc, f,=—2mo, f3=—2ne; 
z tych zaś równań, przy uwzględnieniu związków (5) i (7), wypada 


1 5 LUNA, 1 Ro) -- ME 
K aa pipa) Pp amb pm) Pp 


1 1 A np 
ę pe ape)" rp 


z. l 1 mp z np 
(8) = ROBSBOH = 


czyli 


SZ M pah pał pac pe 
y3— p? 
(9) z=lp FE a=5G+1), y= mp (zz +1), s=wp(p=g E+) 


Pomnożywszy następnie równania (8) odpowiednio przez 2, m i n i dodawszy 
je do siebie, miéć będziemy 


(10) 


Gdy zaś dodamy do siebie kwadraty odpowiednich stron równań (9) i uwzglę- 
dnimy związek (10), to wypadnie nam 
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m2 


12 
= Hy? ++ 6 =p — 0): |= a>)? wą pi * p = w 


skąd 


1 a m? n2 
a1 perpa * ty tpe) 
Równania (9) i (11) dają wartości na z, y, # w punkcie styczności, a równa- 
nie (10) wyraża związek między spółczynnikami 2, m, ni p. 

Możemy teraz okazać, że powierzchnia falowa posiada cztóry rzeczywiste 
płaszczyzny styczne osobliwe. „Jakoż, według końcowćj uwagi w artykule 152, 
jeżeli płaszczyzna læ + my + nz =p jest płaszczyzną styczną osobliwą, to 
jedna przynajmnićj RA punktu styczności jest nieoznaczoną. Z wzo- 


rów (9) wypada y= dla m=0 i p* =b*; przy tych wartościach jest 


0 , 
także n= a więc i s= tudzież s= Aby znalóść Z in dla téj 
płaszczyzny stycznćj osobliwéj, naprzód ze związków (10) i (11) wyrugujemy 
spółczynnik m. Znajdziemy tym sposobem 
p? p b? L(a? z. Jira n? (b2 E- c?) 
r —p =P (px — a) (p? — A 
a stąd wypada, dla p? =b2, 


2 2 


, 


Mamy zatym dwa kierunki RARE, A a? > bż> to płaszczyzn sty- 


l EEA e 
Vo—e a A T yo 
więc założeniu zrobionemu odpowiadają cztóry płaszczyzny osie osobliwe. 
Linije styczności są kołami, a zarazem przekrojami tymi płaszczyznami sty- 
cznymi jednój z dwu kul, przedstawionych przez pićrwsze i trzecie z ró- 
wnań (8), t. j. kul 


cznych osobliwych m=0 z A że p=xŁb, 


a —b* A b? — (2 
2 =g" paa = 
r? + 7% z= 1, .F n5 g=. 


Założeniom p?=a?, 1=0 i p*=c?, n= 0 odpowiadają płaszczyzny urojone. 

Podstawmy w równaniu (10), wyrażającym warunek, pod jakim płaszczy- 

zna lc + my + ma=p jest styczną do powierzchni falowćj — A =S 
m 


n 1 1 1: 
"wys mj a=? b=gr> c=Gi otrzymamy tym sposobem 


a'żu? b'2v2 c 3402 
(16) G_ptyg=pta_a 
t.j. równanie powierzchni falowćj we spółrzędnych płaszczyzny, którego 
kształt nie różni się od kształtu równania (1). 
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164. POWIERZCHNIE RZĘDU 3-60. Na każdćj powierzchni rzędu 3-go 
leży ograniczona ilość linij prostych. Jakoż, równania linii prostćj 


(1) y=mz +r, z=na+8 


zawićrają w sobie cztóry stałe m, n, r, s. Podstawiwszy w równaniu powierz- 
chni rzędu 3-go za y i z wartości (1), otrzymamy równanie stopnia 3-go 
względem z, 


As + Ba? + Cz + D=0, 


którego spółczynniki są funkcyjami całkowitymi stałych m, n, r, s. 

Jeżeli, dla wyznaczenia tych stałych, przyjmiemy A=0, B=0, C—0, 
D=0, to prosta (1) leżéć będzie cała na powierzchni. Ponieważ cztóry ró- 
wnania z cztćrema niewiadomymi mają — mówiąc wogólności — skończoną 
ilość rozwiązań, przeto widocznie na powierzchniach rzędu 3-go leży ilość 
ograniczona linij prostych. 

Cayley dowiódł twierdzenia: na każdćj powierzchni rzędu 3-go znajduje się 
27 linij prostych rzeczywistych lub urojonych i każda taka powierzchnia posiada 45 
płaszczyzn stycznych potrójnych, rzeczywistych lub urojonych. 

Aby dowićść tego twierdzenia, wystawmy sobie jakąkolwiek płaszczy- 
znę, przechodzącą przez jednę z prostych, leżących całkowicie na powierz- 
chni rzędu 3-go; linija przecięcia się tćj płaszczyzny z powierzchnią składa 
się z tćj prostój i z krzywéj płaskićj stopnia 2-go, a dwa punkty podwójne, 
w których prostą przecina ta krzywa stopnia 2-go, są dwoma punktami sty- 
czności téj płaszczyzny do powierzchni. 

Istnieje jednak pięć położeń płaszczyzny, przy których krzywa stopnia. 
2-go zamienia się na dwie proste. Jakoż, jeżeli prosta, np. oś X, leży cał- 
kowicie na powierzchni stopnia 3-go, to równanie powierzchni bedzie kształu: 


Yfa + 29 =0, 
gdzie fą i gą są łaj a stopnia 2-go. Gdy tę powierzchnią przetniemy pła- 
szczyzną =Z =(=), to krzywa stopnia 2-go, która jest częścią przekroju, 


będzie dka wów przez równanie uf, + vqga—=0, gdzie J'a i g'> są 
kształtu ar? + 2b,ra + cox? + Zdqc + 2er + 9o przyczym spółczynniki 
dą, bi, e, będą funkcyjami jednorodnymi ilości p. i v stopnia oznaczonego przez 
wskaźniki. Równanie więc krzywćj stopnia 2-go będzie kształtu: 


agr? + Zpzrz + nx? + 20,0 + 2er + pi =0, 
a ta krzywa zamieni się na dwie proste, jeżeli wyróżnik lewćj strony tego ró- 


wnania przywiedzie się do 0, t. j. jeżeli 


IE 
Ba s Yas Ô im 
gą dr , Pi 
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To równanie jest stopnia 5-go względem p:v, a zatym istnieje pięć położeń 
płaszczyzny, z których w każdym płaszczyzna, przechodząc przez jednę prostą, 
leżącą całkowicie na powierzchni rzędu 3-go, przecina tę powierzchnią jeszcze 
według dwu innych prostych. W każdym z tych pięciu położeń płaszczyzna 
jest styczną potrójną, albowićm przechodzi. przez trzy punkty podwójne 
przekroju, t. j. punkty, w których te trzy proste przekroju przecinają się 
po dwie, 

Przez każdą z trzech prostych na płaszczyźnie stycznój potrójnćj można 
przesunąć cztóry płaszczyzny styczne potrójne, inne niż płaszczyzna owych 
trzech prostych, co nam daje 12 nowych płaszczyzn stycznych potrójnych 
i 24 nowych linij prostych. Mamy zatym razem 27 prostych na powierzchni 
rzędu 2-go. Pozostaje okazać, że na powierzchni nie może leżćć żadna inna 
taka prosta. Wypada to stąd, że punkt, w którym pewna prosta na powierz- 
chni spotyka płaszczyznę styczną potrójną ABC, leży na jednćj z trzech pro- 
stych AB, BC, CA, któreto proste przedstawiają krzywą przekroju powierz- 
chni płaszczyzną ABC. Niech ta prosta przecina się np. z prostą AB; wtedy 
na płaszczyźnie, która przechodzi przez tę prostą i przez AB, znajdować się 
winna trzecia prosta leżąca na powierzchni, a więc ta płaszczyzna będzie je- 
dną z pięciu płaszczyzn stycznych potrójnych, które można przesunąć przez 
AB; owa zatym prosta jest jedną z powyższych 27 prostych. 

Pięć płaszczyzn stycznych potrójnych można przesunąć przez każdą z 27 
prostych; to czyni razem 5.27 płaszczyzn; atoli, ponieważ na każdćj z tych 


płaszczyzn leżą trzy z owych prostych, przeto istnieje tylko Hg = 45 ró- 


żnych płaszczyzn stycznych potrójnych. 

Należy zauważyć, że przyjmowaliśmy, iż powierzchnia rzędu 3-go jest 
jakakolwiek; gdyby ona była rozwijalną lub wogóle prostolinijową, to wtedy 
ilość prostych, na nićj leżących, byłaby nieskończoną. 


ĆWICZENIA. 


(185). Dowićść, że płaszczyzna styczna do powierzchni ryz =a3 tworzy 
z płaszczyznami spółrzędnych czworościan o objętości stałćj, 

(186). Znalóść równanie płaszczyzny stycznćj w jakimkolwiek punkcie po- 
wierzchni ryz 4- Zabc==bcz + cay + abz, oraz stożka stycznego w punkcie (a, b c). 

(187). Okazać, że płaszczyzna styczna do powierzchni a(yz +- zz + ry) = zyz 
w punkcie przekroju téj powierzchni z kulą, mającą środek w początku spółrzędnych, 
wyznacza na osiach odcinki, których suma jest stała. 

(188). Punkty na powierzchni stopnia 2-go, w których normalne przecinają 
normalną, do téj powierzchni poprowadzoną, w punkcie stałym, leżą na stożku sto- 
pnia 2-go, mającym wićrzchołek w punkcie stałym. 
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(189). Znaléść punkty na pierścieniu kołowym, w których normalne czynią 
kąty a, B, y z osiami, oraz miejsca punktów, dla których y jest stałe, i punktów, 
dla których a =. 

(190). Znalóść równanie powierzchni stopnia 2-go, na którćj leżą wszystkie 
punkty styczności płaszczyzn przechodzących przez punkt zewnętrzny (a, f, Y), 
a. stycznych do powierzchni z? -+ y? + z3— 3ryz =c’, i b. stycznych do po- 
wierzchni zyz == a*, a następnie zbadać własności tych powierzchni przy rozmaitych 
położeniach punktu (a, ß, 4). 

(191). Znalóść miejsce spodka prostopadłćj z początku na płaszczyznę sty- 
czną do by? + c2? = z. 

(192). Okazać, że 27 prostych na ogólnćj powierzchni rzędu 3-go przecinają 
się w 135 różnych punktach, 

(193). Zastosować pićrwszy ze sposobów podanych w art. 152 do wyznacze 
nia płaszczyzn stycznych osobliwych do powierzchni falowćj, 


(194). Z rozmaitych punktów prostćj c=! z=0 wyprowadźmy proste 


21 ia 
asymptotyczne do hiperbolojdy a E2 —z= 1; okazać, że te proste leżą wszy- 


2 
stkie na płaszczyznac Z — = V 2. 
(195). Okazać, że płaszczyzny asymptotyczne do powierzchni 
z(z? + y3) — az? — by? =0 


są równoległe do płaszczyzny XY, 
(196). Zbadać własności szczególne powierzchni 


(+ 232 + 297)2— (2 4 3) (28 + 9 + 1)2—=0. 
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WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ. 


(DD. zzyzsziEu 


b.Nó. 20 BG, A "UB. 


EE LONE 
(5). a) z” gł 2” 2 2” 8' v) 3” g' gi c) z tatt, 
Veruit, HKELET 
(6). Mamy l, +- mm, +|- nn; =0, ll 4+ mm, -|- nna =0; stąd 


l r m hi n 


» gdzie © kąt między danymi 


Mną — Many naly —nsłą 7 ln, — lm,  zEsin6 
prostymi, 

(7). Jeżeli a jest kątem między promieniem i płaszczyzną YZ, a więc 90—a 
kątem między promieniem i osią z-ów, to cos*(90 —a) + cos? (90 — a — 45) + 
-+ cos? (90 — a — 90)=1, skąd cos*(45 —a)=0; a zatym i t. d. 

(9). Rugując n z dwu równań, otrzymamy vl? -|- Źw'lm + um*=0, gdzie 
p=aj? — 20'a + ca, w =cq— (a'a + bB) + cap, u=cf* — 2a'By + by. 
Ponieważ (4, my, ry) i (łą, mą, ną) są dostawami kierunkowymi dwu promieni, przeto 


. . +. 1h lą u . 
z powyższego wynika, iż = A ea POW 
1M2 
hl _ mm __ lhm thm __ l4mą lam, )3 — Alęlymy mą F 
w. ©." | s i A 4(w'? — uv) 


Łatwo spostrzóc, że w'? — uv= Y? (Aa? + BR? +- Cy? + 2A'Bq + 2B'ya + 2C'af), 
gdzie A, B, C, A',... są ilościami dołączonymi do elementów a, Ż, c, a',... wyzna- 
cznika |a „c „V'|. 

c ,b,a' 


Dj „6 Odpowiednio mićć będziemy 


ll mma _ nng _ myną— Many __ mylą naly __ hm, — lym 


u v A FEC 3 28P 24P 
gdzie P+ Aa? + BĘ? +-.... Stąd wypada dla kąta O między danymi promieniami 
oosó u sin 0 


u+v+w 2P + BE + 42" 
(12). Niech OP i OQ będą dwoma promieniami, których dostawy kierunkowe 
są (m,n) i (l m',n'). Weźmy OP=0Q—= r, połączmy PQ iniech R będzie 
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środkiem prostej PQ; wtedy OR będzie jedną z dwusiecznych. Przedłużmy QO do 
Q, aby OQ' =r; połączmy P i Q' i tę prostą podzielmy w R' na połowy; wtedy OR' 
będzie drugą dwusieczną. Jeżeli / POQ= 20, to, rzucając OP, OQ i OR na oś 
«-ów, otrzymamy 2r/,c050= r!+- rl, gdyż rzut OR jest średnią arytmetyczną rzu- 
tów OPi OQ. Podobnie rzucając OP, OQ'i OR na oś z otrzymamy, 2r/sinf = 
= fr + r(—0); a zatym aż as =i zee. 


(13). =r? + r? — 2r,ra [cos 0, cos 0, + sinbysinfycos(9, — 92)]. 
(14). z=1, =V 3, z=2 3. 

a(bc— a?) + b(ca— b?) + c(ab — c? 
(15). a. tts ET ET SZCZ TO b. (2a —b— c)r + 
+ (26 — c — a)y + (20— a— b)z =bc + ca + ab— a? —b?— ¢?; inne dwa otrzy- 
mamy, uskuteczniając podstawienia kołowe na a, b, c, t. j. pisząc b, c, a lub c, a, b 
odpowiednio za a, b, c. 

(16). (2a—4— c)x--(2b — c— a)y-|-(2c — a—b)z=2(a?+-6?+4-c* — be — ca — ab). 

(17). Płaszczyzna 2(zą — 2,)x + Z(yą — n )y + 2(zą —24,)z + 
+? H n? + 24? t? — ya? —2ą?)=0. Ta płaszczyzna jest prostopadła do pro- 
stój, łączącćj dane punkty, albowióm dostawy kierunkowe jéj normalnćj są propor- 
cyjonalne do z} — zy, Ya —Y, 2ą—2,; nadto ona widocznie dzieli odcinek między 
danymi punktami na części równe. 

(18). Jeżeli 4z +- my + nz—pr=0, bz + my + nz — p = 0, 
lz -+ may — nz — pą 0 są równaniami normalnymi trzech danych płaszczyzn, to 
(L+ hts)z + (m + hma)y + (ną + An) = pa ++ hp jest równaniem płaszczyzny 
przechodzącćj przez prostą przecięcia się płaszczyzn E% i EĻ. Ta płaszczyzna jest 
prostopadła do E,, jeżeli (4 + A) + (mą + hma)m, + (ną + hna)ny =>0, t. j 
cosfy + Acosfz = 0; a zatym (łącos(> — l, cos65)z + (ma cos — mą cosf;)y + 
+ (ną cos0, — ngcos0;) = pzcos(2 — pycosf, jest jéj równaniem. Taksamo znajdzie- 
my równania dwu pozostałych płaszczyzn, i widocznie wszystkie te trzy płaszczyzny 
będą przechodziły przez początek i przetną się w jednój prostćj, jeżeli p,cos(, = 
pacos, = pzcos0,. 

(19). Płaszczyzna Az +- By + Cz + D= 0 przechodzi przez dwa dane pun- 
kty; zatym Ar, + By, + Cz, ++ D=0 i Ar, + By, + Ca + D==0, skąd 
A(z, — 2) + By — y2) + 0(z4—2ą)==0. Ta płaszczyzna odmierza na osiach od- 
cinki, których suma = 0, zatym i+ 5 + 5 = 0. Te dwa równania dają dwa 
układy wartości na A:B;Q0, Oznaczywszy je odpowiednio przez A, :B;,:(, 
i Aq:Bz:Cą, otrzymamy z tych równań (rugując z nich raz C, a drugi raz A): 
Arką = Hua, 0,02 =AB, Te dwie zatym płaszczyzny będą do siebie 
BB %ı—,  B,Bą 2, — %2 r A GC 
prostopadłe, jeżeli A,A; -+ B,B, + 0,0=0 lub gg. t! + BR= 0, t.j: 

1 1 1 0 1-2 172 


m UW a 7 
(20). Równanie płaszczyzny E}, prostopadłćj do boku P,P, trójkąta P,PąP; 
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i dzielącćj ten bok na części równe, jest (ćw. 17) E, =2(72 — 23)x + 2(yz — ys)y + 
+- 2(zą — z3)2+-(1ą7+-ya? + 29? — 29? — Ya? — 29?) — 0, a zatym E, +E, +E, =0. 

(21). Znajdziemy równania tych płaszczyzn, jak w zadaniu 20; okaże się, iż 
Ep + Ez, + ©, + Es = 0. 

(22). Albowićm płaszczyzna E,;, odnosząca się do krawędzi P,P}, przecho- 
dzi przez punkt wzmiankowany w ćwiczeniu 21, przecinając się z płaszczyznami Ey 
i E} według jednćj prostćj (ćw. 20). Przez ten sam punkt przechodzi także pla- 
szczyzna E4, przecinając się z płaszczyznami E,, i E} według jednéj prostćj, 

(24). Jeżeli P,ę=0, Py=0, P;=0, P;4=0 są równaniami cztćrech wićrz- 
chołków, to P, + Pa 0, P, + P,=0; P, +P; =0, P+ P=0; P, +P,=0, 
P, + P, = 0 będą równaniami środków trzech par krawędzi przeciwległych. Proste, 
łączące te trzy pary środków, przecinają się w punkcie 0 =P; + P, + P -|- P4. 

(25). Skoro P,+-P>--P,+4-P, =P, + (P+-P;+-P„) =P + (P; +P -|-P,)= 
=P, + (P, + P, + P.) =P, +- (P, + Pz + Ps), więc P, +- P, -+P + P,=0 jest 
równaniem żądanego punktu, 


(26).  AcosgsinQ +- Bsinęsinf +- Ocosf pS — 


(27). Równania normalne trzech EEG są lr-4+ my4 nz— p= 0, 


=. 2 

1-- m +-n 
(28). Niech y=mz +-r, z=nzr 4+ s będą równaniami żądanćj prostćj, Ta 

prosta ma przechodzić przez punkt (1, 2, 3), więc 2=m +r, 3=n + s; mamy 

zatym y—2=m(x—1), z—3=n(z — 1); a że ta prosta przechodzi także przez 

punkt (3, 2, 1), więc 2— 2=m(3 — 1), 1—3—n(3 — 1), skąd m=0, n=—1. 


mz +- ny ++ lz — p=0, na +- ly + mz —p—=0; zatym z—y=z= 


Równania zatym żądanćj prostój są y — 2—=0, z — 3 =— (z — 1), czyli x |-z=2, 
prsa 
c—13 y—2 z—3 
(e) etg 


(30). z -+-2y=5, z=3. 
(31). Jeżeli A= / YOZ, w =/ ZOX, y= Z XOY, to 


l+ mcosY + ncosu. __ lcosv + m+ ncosh _ leos + mcosÀ -|- n 
M E= = go w UE NE 
(32). Jeżeli (I, m, n), (l, m', n!) i (À, $, Y) są dostawami kierunkowymi dwu 
danych prostych i prostćj żądanój, to 7h + my + ny ==0 i VA -+ m'u -+ n'v—=cosa.. 
Ostatnie równanie można tak pisać: (3 -+ m'w + n'v)? — cos?a.(1? + m? -|-n*). To 
równanie i 7X-- my. + ny=0 dają dwa układy wartości na h:p:v. Jeżeli 


esa i W -++ mm' +-nn' =0, to znajdziemy, że i Md + pupa + YY > 0. 
T 
63). z: 
(34). Jeżeli c jest długością krawędzi sześcianu, to najkrótsza odległość 
a: 
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(35): Należy wziąć odległość najkrótszą między prostymi za oś z-ów, środek 
tój odległości za początek spółrzędnych, a płaszczyznę ZOX tak obrać, aby ona była 
dwusieczną kąta między dwiema prostymi, 

(36). (y — Mz — R) + A(z — Nr—S8)=0, lub (y—Mz—R') + 
A(z —N'z— 8')=0, gdzie M—M' --AN—N')=0. 

(37). Równania prostćj, przechodzącój przez (b, c, a) i (e, a, b), są 


rae ia i ; równania zaś prostéj, przechodzącéj przez początek i przez 


o e b 

b+c c+a a+b DUS AEE, 
S e OT AŻ ) a 
(c +a) (c — a) + (a +- b) (a—b) =0, a zatym i t. d. 


(38). Kładąc mn— B=, ni—m*=m, Im—n*=n', mićć będziemy ró- 


Mamy (b +-e)(b—e) + 


wnania żądanój prostćj : noz zz "ea — er L a spółrzędne punktu, 
a(ln' — mm') a(ml' — nn') — afam — ll) 


przecięcia się: z = pman? m2 2 Y=RLysT 1? F mrp ETE zw T 
(39). Podług ćwiczenia 10. 
(41). (be' —V'e)z + (ca! —c'a)y + (ab' —a'b)z =0. 
(45). Równania dane można zastąpić następującymi: (a—Ah)zr+-cy + Vz=0, 
cz + (b=hy + a'z=0, Ve + a'y -- (c—X)z=0, skąd wypada 
a—h, c , W |=(,it.d. 
© „WA, a 
Z. V, +PEŻR 


(46). z3 — z4 =0 jest równaniem dwusiecznćj kąta wewnętrznego, zą--2, =0 
dwusiecznćj kąta zewnętrznego. 

(AT). aga + asta + daz, =0. h 

(49). Gdyż spółrzędne tych punktów są odpowiednio ( L, 2 0, o) i 

i, lą 

(o, % 37 

GH. Jeżeli Xızı + xata + Xgta + Xz =0 jest równaniem płaszczyzny da- 
néj, to równania sześciu płaszczyzn mają postać %ir;—%:z; = 0, (i=1, 2, 3, 4, 
k=l, 2,3, 4). 

(52). Bo, jaa: 2'1, Z'a, 2 2'4 Są spółrzędnymi punktu A',, to hg + 2, = 2a,, 
wą = Dzg, 2y = Dtg, 14 EE Dage 

(54). Ponieważ np. równania krawędzi A;A; i AA, są odpowiednio 
gz =z} =0 i zy = 240, przeto można, jako wartości dy, Xą,..., X'y, Aayee 
(art. 47) wziąć odpowiednio (1, — 1, 0, 0) i (0, 0, 1, — 1). Oznaczając przez 6 kąt 
między tymi krawędziami, mamy Æ 2pygpzącos6 = p13? + 024? — (P23? + pia?) +1. 
Każde dwie krawędzi przeciwległe będą do siebie prostopadłe, gdy py? +- pa? = 
= Pr? + Paa” = Pa? + pi; it. d. $ 

2,73 , 74__ 


$ ý 2 
(55). Gdyż równanie téj płaszczyzny jest — —! + *2 
hy ħa ha hą 
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(60). Dostawy kierunkowe nowych osi są 


li __ M SĘ, | 1 a= Ba: 


Łmikot, MEI „oł ł 148% R wkwd/ż 
Ponieważ l,l, + mymą + nina =0,..., więc nowe osi są do siebie prostopadłe; spół- 
rzędne punktu względem nowych osi są (2 V3, 0, — V 2). 
nai 2 3 SPA 3 
(61). Podstawiając zV 2 tyz 3, ZEM ży, z/ 2 RYŻ zJ/3 
6 0): VK 6 

odpowiednio za z, y, z, znajdziemy 42? -+ y? -+ 2 = 2a?, 

(65). 1*-> r(AsinGcosy + BsinOsing +- Ccos6) ++ D=0. To równanie daje 
dwie wartości na r, których iloczyn jest równy D. 

(66). Jeżeli miejscem punktu P jest 

r2 + r(Asinfcosę + Bsinfsinę + Ocos6) + D—=0, 


T 1 lą 


2 
natenczas, ponieważ 0Q=p=", miejscem punktu Q będzie druga kula 


p? + pk? (jsntcosę + 5 sinfsinę -+ © cos0 ) + =, 


(67). Biorąc A za początek, a AB(=a) za oś z-ów, jako równanie miejsca 
mićć będziemy z? + y? + z? = m?|(z — a)? +y? 4-23], t. j. pewną kulę. 

(68). Jeżeli K=0i K' = 0 są równaniami dwu kul, to równanie K—K' =0 
hędzie równaniem płaszczyzny koła, według którego te kule przecinają się, pro- 
stopadłój do prostćj, łączącćj środki obu kul. 

(69) Jeżeli K, =0, Ką=0, K, =0 są równaniami trzech kul danych, to 
(Ki — K2) + (K, — K3) + (Ka — K,) = 0, skąd owo twierdzenie wynika. 

(70). Wynika to z poprzedniego, 


O Równania tworzącćj są (a) 7 = ===) równania zaś kierownicy 
n 
(B) Ž z + ARETY z=c; pićrwsze z tych W przedstawia walec prostopadły do 
u 


XY o ida eliptycznéj. W przypadku drugim (f') y}=2pz, z=c; wtedy 
równanie piérwsze przedstawia walec se sd do XY o podstawie parabolicznćj. 


Ti 5=0, a z (a) i (8) daje (r) 


cm?= 2pnl. Wstawiając w (y) iw (q') za /, m, n wartości do nich proporcyjo- 


Rugowanie z, y, z z (a) i (8) daje (1 > zł 


2 2 2 
nalne 2, y, z, otrzymujemy równania żądanych stożków: ataram 
a E e 


i cyż = 2pzz. 
(72). Biorąc środek danéj kuli, mającéj promień —a, za początek, a punkt 
(0, 0, a) za wićrzchołek, i przyjmując, że lz 4- my | nz==p jest równaniem pła- 
szczyzny koła małego, mićć będziemy równania tworzącćj (2) x = = == 
wnania kierownicy ($) z? +-y?-|-z3=a?, lz +-my--nz=p. Rugowanie z, y, z 
z (u) i (B) daje Zavy(Th + my. + nv) = (p— na) + u? +y). A zatym 
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. 32 
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(p — na) (2? + y?) + Za(z— a) (lx + my) — (p + na)(z—a)=0 jest równaniem 
żądanego stożka. Przyjąwszy z= 0, otrzymamy równanie koła, 

(73). Wziąwszy oś obrotu za oś z-ów, a prostopadłą do nićj przez środek 
koła przechodzącą za oś z-ów, mićć będziemy równania koła tworzącego 
(a) x? + (:—c)? =a?, y=0, a równania koła równoleźnikowego (f) y? + 23 =r*, 
«=p, Rugowanie z, y, z z (a) i (B) daje p? + (r— c)>=a?. Podstawiając 
w tym równaniu za r* i p wartości (f) i znosząc niewymierność, otrzymamy 
(2? ++ y? ++ 2? |- c3— a?) — 407(y? +- 23) =0. 

(74). Weźmy oś obrotu za oś z-ów, a najkrótszą odległość (=a) między tą 
osią a prostą ruchomą w jéj położeniu początkowym za oś z:ów; wtedy równania 
prostój ruchomćj będą (a) z=my, z=a, a równania koła równoleżnikowego 
(B) z7+-y3+-23 = r*, z=p. Rugowanie z, y, z z (a) i (8) daje a*m?+-p?(1-+-m2) =r*, 
Wstawiając w tym związku za pi r wartości (f), otrzymujemy równanie żądanego 


2 2 
miejsca m: AB -=1 Okazać, że ta powierzchnia jest hiperbolojdą obro- 


a3m? a? 
tową o jednéj powłoce, t. j. powierzchnią, która powstaje przez obrót hiperboli 
2 2 
= = a= 1, y=0 około osi urojonćj, 


(75). Jeżeli płaszczyznę stałą weźmiemy za płaszczyznę YZ i oznaczymy 
przez /, m, n dostawy kierunkowe prostćj AB, to równaniem powierzchni będzie 
(mz— ny)? + (nz — Iz)? + (ly — mz)? =? (4? + 29). 

"wę bei 
(76). Ponieważ równania elipsy-kierownicy są A + Ey =1, z=a (jiko 


przecięcia walca prostopadłego do płaszczyzny YZ o podstawie eliptycznćj z pła- 
szczyzną do osi z-ów prostopadłą), a równania prostćj tworzącćj (jako przecinającćj 
oś z-ów i równoległćj do płaszczyzny XY) są y=mz, z=h, przeto równanie żą- 
danćj powierzchni jest b?r%:* — b?c?z? + a?czy3 = 0. 

(77). Jeżeli py są diód prostćj tworzącćj, to (art, 37) Papy Fiar + 


+ PaPa + PaPa + PaPa +PaPn=Z0, 1=1, 2, 3. Rugowanie py z tych trzech 
równań i równań trzech płaszczyzn, rzucających prostą py na trzy płaszczyzny spół- 
rzędnych: pasy — pa + Paa = 0, Pisz — Pasz + py 20; Past — pay H+ Pia 20, da 
nam równanie stopnia 2-go żądanćj powierzchni. 

(78). Wziąwszy stałą prostą za oś z-ów, a punkt, w którym ta prosta przeci- 
na stałą płaszczyznę za początek spółrzędnych, znajdziemy, że równanie miejsca jest 
kształtu (Az + By + Cz)? = D2(z? + 3°). 

(80). az? -+- by? - (a + b):3=3. 

(81). (r—a)(z —a) + (y—B)(Y —B) + (z —1) (2 — 1) =p" jest równa- 
niem płaszczyzny biegunowej. 

(82). Spółrzędne punktu bieżącego na prostćj danćj są 1=—a+-1r, y=b+-mr, 
z=c+-nr. Płaszczyzna biegunowa tego punktu przechodzi przez prostą przecięcia 
się dwu płaszczyzn 


zf,(a, b, e, 1) + wa(a, b, e, 1) + zfą(a, b, c, 1) +- /ą(a, b, c; 1)=0 2 
zfi(l, m, n, 1) + y/ą(1, m, n, 1) + z/ą(1, m, n, 1) +All, m, n, 1)=0. 
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(33). s=l1, y=2, s 8, 
(36). Odpowiednie równanie wyróżnikowe, ponieważ ĄA=pu—=yv—900, spro- 
wadza się do $3 — 3482 — 728—0, a zatym S$, =0, Są=36, $g—=— 2. Mamy 


więc: 327, — 8m, — Sn, =0, —8/, + m +-3n, =0, skąd 1 — TE z S dš 3 
1 
lz +-2mą -|- Zna—=0, —8h — 35ma |-3ną =0, skąd a= = pa 3a’ 
174 — 4mą — na = 0, — 8l + 3m,+ 3n, =0, skąd = T =y 


(88). Jeżeli 1, m, n są dostawami kierunkowymi któregokolwiek z tych ukła- 
dów, to al +-c'm-+-b'n=SAI, c'l 4+ bm -4+ a'n=SBm, b'l4 a'm -+ cn=SCn, skąd 
na wyznaczenie S otrzymujemy równanie stopnia 3-go, które tak pisać można: 


b'e! se a'b' 


$ = aa -dc —SAai F bb! — c'a! — SBb € co! — ab = SOd' 
(91). 1. Hiperbolojda oia 2, Hiperbolojda obrotową; mimo. 
śród hiperboli tworzącój = Še 3. Hiperbolojda jednopowłokowa; osi są 


VK 6— V 2, VK 6+ VK 2, 1, a dostawy kierunkowe osi są proporcyjonalne do 
y ES a Chh 1), (1, 0, — 1). 4. Walec hiperboliczny. 5. Hiperbolojda jedno- 
p P Jaa J 


powłokowa; środek ($. , -3): 6. Stożek; dostawy kierunkowe osi są 
(o, zV 2, —V 2). (+ Va, z z): 7. Elipsojda, punkt, lub elipsojda 


urojona, stosownie do tego, czy d<, =, œ> 55. 8. Walec hiperboliczny. 

(92). Dla a, =1 jest A, =A = Ay =A4=0. 

(94). Elipsojdę, jeżeli 1-u<[/ 2; hbiperbolojdę jednopowłokową, jeżeli 
1—u>][/ 2; walec eliptyczny, jeżeli 1 — y= 2. 

(95). Elipsojdę, którćj środek (7 >, = ; kładąc z=0, otrzymamy 
S + 1—o) -+ (—1) A4 (1-1) —=0, skąd wniesiemy, że (a, b, 0) jest 

ZM a b $} TE 
punktem styczności płaszczyzny XY. 

(103). Weźmy te trzy płaszczyzny odpowiednio za płaszczyzny YZ, ZX i XY. 
Oznaczmy przez (l, m, n) kierunek prostój w pewnym położeniu, a przez (z, y, £) 
spółrzędne punktu P i nazwijmy PP; =r, PP, =r» A > c + lr, =0, 
y+ mrą =0, z-+-nrą =0; a że £+-m?-+-n?=1, więc +5 + =1 

3 

(104). Biorąc daną prostą za oś z-ów, a punkt, w Z ona przecina daną 
płaszczyznę, za początek spółrzędnych prostokątnych, i oznaczając przez (l, m, n) 
kierunek danój płaszczyzny, znajdziemy (1 — /?) z? + (1 =m) y? — n?z? — 2mnyz— 
— 2nlzx —2lmzy=0 i 

„s K— ta Pat. 
(105). Jeżeli 7 SZATĘ Z G=l, 2,3) są równaniami danych 
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prostych, to natenczas (ax? +-by? — 1)n,?-|-2* (al?--bm,?) — 2an;lizz — 2bm;niyz =0. 
Dodawszy do siebie te trzy równania, otrzymamy az? -+ by? + (a |-b)z* =1, jako 
równanie miejsca. 
(107). Jeżeli (a, B, 4) są spółrzędnymi wićrzchołka, to równaniem stożka będzie 
412 xe oiu BR 2a 2 
ar t zay y + "AKU LAY gł — aA 92 + 205 — 1% —= 0. 
Lewa strona winna być tożsamościowo równa 


ŁY +5- 1) +l + my Haz — p). 


Stąd znajdziemy, że prosta, według któréj płaszczyznę XY przecina płaszczyzna 
lx + my + nz—p—=0 drugićj krzywćj płaskićj (według którćj stożek przecina eli- 


psojdę Gi U 1), jest istotnie biegunową punktu (a, f, 0) względem 


72 y? m 
(+=. a 
2 2 2 2 2 
Kab. Albowióm mamy 75 + ję bg 21, yt jg tg EL 


a? b2 
2 
Ta z a Y2Y Za% __T3dy | JS , 737 
w +=, tudzież (art, 81) -3* 33 1 AWG wow WU PAY Wen 
7%, Mya , 77% PES ; FOT a E: % Ti WR, f 
FE ET r -g = skąd widoczna, ze E y. zj, (>. Ł , à), 


E Y3 va) są dostawami kierunkowymi trzech prostych do siebie prostopadłych, 


a. Mamy (używając znakowania poprzedzającego rozdziału) 
(la, + my + nz,)? +... =Pa? ++ mb +-n*c? i r;*— (la, + my, + nz) H ... = 
=p? +- ra? + r3? — (Ba? -+ m?6* + n*c?), gdzie (l, m, n) wyznaczają kierunek odpo- 
wiednio prostéj lub płaszczyzny rzutu. 

(110). ariun PE punktów P,, Pa, P, czynią zadość temu równaniu, 


(112). Niech =- zh e +5 ZY będzie równaniem elipsojdy, a y = ztg 0 


równaniem a, przez oś z-ów przechodzącćj. Obrawszy ślad téj płaszczyzny 
na XY za nową oś z-ów, otrzymamy równanie przekroju elipsojdy tą płaszczyzną, 
odniesione do nowych osi, gdy w równaniu elipsojdy podstawimy z—=x'cosf, 


pa 
y = zx'sinf, ZĘ Tym zatym równaniem będzie Ta + g= 1, gdzie 
a*b 


= inż p dcoszh 02=0. Odległość ogniska tego peso od środka 
a 


P ab aee ay a ai- 
ATOS “V a?sin?6 + b?cos?§ + b?cos20 |— ażb2 ta oc 
2 
głość kierownicy = e Wiewzcywrace zi 27 2sin2l 26052 
/A2:—02 LE S inig + gT __e-(a?sin 0 ++ 43c08?6) ) F 
a?b? 
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Oznaczając przez $ i v) spółrzędne spodka tćj kierownicy na XY względem pierwo- 
tnych osi, mamy wtedy 


6 ZRIUZE ab » Ra 
cosf sinf ~ V a?sin26 + b2cos20 1__*(e*sin*0 + b?cos?0) BT 
a?b? 
(gdyż 2+ Ady pazia it. d. 
(113). Niech Z—* —Y3— Lies „PB = r) będą równaniami tworzącćj, 
m n 


Równanie a(a +- Ir)? + " + mr)? +- c(q + nr) =1 da na r dwie wartości równe. 
A zatym (aa? + bB? + cy? — 1) (al? + bm? + cn?) — (aal +- bm + cfn)* ==0. Ró. 


wnanie więc stożka stycznego jest 


(aat HoHo? — 1) [afe — 2-0 — p) ele r] [aa — a) HRe 
Fere — i=. 


Pisząc odpowiednio u, v, vọ za aa? -+ by? + cz2 — 1, aaz + bBy + oyz— 1, 
aa? + bR? +- cey?-—1, przedstawimy ostatnie równanie w postaci ug(u — 2v +- uo) = 
= (v— uo)’, a więc daje się ono przywićść do ugu—v?=(aa? +- bR? -+ cj? — 1) 
(ax? + by? + cz3 — 1) — (aaz + bBy + cfz— 1)2=0 (por. art. 77). 

(114). Zakładając, że w równaniu stożka stycznego (113) punkt (a, B, 1) od- 
dala się do nieskończoności w kierunku (X, p, v), a więc kładąc a=hp, b= pp, 
Y=vp, a następnie dzieląc przez p?,i potym przyjmując p= œ>, otrzymamy ró: 
wnanie walca stycznego 

(ak? + bp? + cv?) (az? + by? + cz3 — 1) — (adz + byy + cyz) =0, 
(115). Z równania SpA myoni bYy + cZz=xz4-X wypada 
E N. z +) 
ZI Ra skąd p= ya Płaszczyzny styczne do trzech 


danych powierzchni są: lz- my -+ nz=— e z (4433 + by3m3), lx + my + 
1 


+ nz =— galah + bą?3m3), Iz + my +- n=— > 


a?8 r d%,*m* __ aP p ba m? O = F am (_ k). Rugowanie = m?, k? z tych 
2 


„a (a3*/ + b;?m?). Ma być 


ĉi cą? ca? 
trzech równań daje warunek żądany. 
(116). Spółrzędne środka przekroju powierzchni aa? -} by? -+ cz2=1 pła- 
szczyzną lx -|- my + nz= p dają równania 


l m — lp myn aea n? 


T=n=>(- aa? + by? + cz? a] Stąd 
n 


a b c 


n2 12 m? n? 
(aa? -|- by? + (E +7 | PUE z =p? (=ž + F + na a że I:m:n—=az:by:cz, 
242 2,2 
zatym mamy ostatecznie (aa? +- by? + cza) =—— + A HL 
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(117). Płaszczyzna 1x -|- my | nz==0 jest styczną do stożka, jeżeli 
a?(62 — c?) + b(a? — c?)m? — c?(a? + b)n? = 0. Ta płaszczyzna przetnie hiper- 
bolojdę według hiperboli równobocznćj, jeżeli równanie (20) w art. 115 daje na r? 
dwie wartości, różniące się tylko znakiem, a więc także, jeżeli 

a? (6? — c?) I? -+ b(a? — c3)m? — c?(a? + b)n? = 0. 
(118). Art, 102 i 115. 
(119). Równania normalnój do ax? -|- by? +-cz%=1 są 
X—z _Y— ak Z— z 


dia (=p). 
Jeżeli ta normalna przechodzi przez (a, ß, '), A road 1), B= (pb + 1), 
a? b A : 
y=z(pc + 1); a zatym TEEN + GET T} + — m WE 7 = 1. To równanie 


daje sześć wartości na p; istnieje więc— mówiąc wogólności — sześć normalnych, 
(121). Z równań aß+4 bm? --cn* =0, Iz-|- my -+nz==0 wypada 


l 3 
mia = pań g pgp 10 hat mm + mną 20, więc (34e) + 
+ (cz? + az?) + (ay? + bz?) =0, czyli (b + c)2? + (c + a)y? + (a +-b)23=0. 
(126). Dodaćdo EZ wyrażenia — (e, my, ns, )*-- E + = + s 


— (my tna? + (+7 +7) — 0 tm tna (E + +7), 


uwzględniając przytym ży podane w ćw. 108. 
(127). Dostawy kierunkowe tworzących są dane przez równania 


la mB ny „9% %q3. n2 


z których, po usang m, wypada 
2 2 2 
a 4, B 5) — OWA n? r 2: B 5)=". 


aażXaż T pa a?e? 

A zatym 
hh 1 E TaN. pa a a?—a? 
ngng D PFE 
h aki ć zane z(Ę m 2a | 
ni | ną  a?c2' aż b? + c? 

Odpowiednio 

łą mm _ nm __ mina mam, matna __ hm thm, 
a? —a 82—2 424- 2 BB 498 ©  Sań 


a jeżeli 0 jest kątem między tymi dwiema tworzącymi, to każdy z tych stosunków 
jest równy 


cos sinĝ 


(PaA REDER — Var — (?— 22) (17+ c?)] + .. . wyrazy podobne 
http://rcin.org.pl 


WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI DRUGIEJ. 503 


skąd 
a? -|- p2 -- ket Aaa sdn x c? 
“a (a a2 + b?) + Ba? — c2) + a(b? — c?) + b2 + C?a? — a% 


(128). W ćw. 127 przyjąć 0=7 g? bs=a; wskutek tego, a? +B? +- q = 


ctgó= 


= 2a? — c% a że c(a? -+ B?) — a?y? = a?c?, przeto 1=*o|/ 55 

(129). Rzuty prostych QP i QP' na płaszczyznę XY są styczne do elipsy 
szyjnój w punktach końcowych dwu średnie sprzężonych. Suma więc kwadratów 
tych rzutów jest a? -4 b?. — Wyniesienie punktu Q nad XY AA równe c. Jakoż, je- 


RT 1? 2 2 
żeli a, B, y są spółrzędnymi punktu Q, to — + W — “= f aty o, 
12 )-2 (e ) hha _a2—a? 
skąd 56- 1 26; lm + Tę ja —]1)=0; a zatym "ah =p 
2 
A że także 2 = gdyż rzuty prostych QP i QP' na XY są równoległe do 
m 
= s gł y2 B2 
dwu średnie nidi i elipsy Gi + p7h więc — sAN pe Że zaś 
a? 


2 
spi= =1 + 3 : staóć G=l1, t. j. j==c. — Twierdzenie zatym Pitagorasa 
daje qpa + Pido +2. 
(130). Równania jakichkolwiek płaszczyzn, przechodzących przez dwie two- 


rzące, Są Ža +x(3 —3)=0, =+ 1% € + :)=0. Prosta, według 


którćj te płaszczyzny przecinają się, będzie także tworzącą, jeżeli xx' =— 1. Ła- 
two spostrzóc, że ślady tych płaszczyzn na płaszczyznach przekrojów kołowych, 


AV e+ótc/eR=0, 


są do siebie prostopadłe, 

(131). Należy wziąć równanie ogólne i znalóść warunki, aby mu się stało za- 
dość wskutek z=—z = 0 i wskutek y=z—0. 

SR Tworzące są równoległe do asymptot przekroju płaszczyzną 
— TĘ — = =0; kwadraty połów osi tego przekroju daje równanie 

a PEE A P-=0 Ii 4 jerwiastkami te 

—— +————0 —h, — o 
ZE OM 36 = 30-75) * a= oj eże p —h sẹ pierwiastkami teg 


równania, a 20 kątem między asymptotami, to Pai stąd cos20= pia, 


(137). Podług art. 115 mamy Ę + +; z R= 1, a api art. 113 
p? 


Aż p? a D a r A A a? c 
dż e sg 24 tm 


bm èn Ti 
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GEEK. ARR EEE ia 
GE Bu poi” tat aS appia Pło 
ONE h p? Z MU e 
Sk r2=1— o. Ay I= a?2-4-62m?-|-c?n? a 


(138). Jeżeli przekrój jest parabolą, to prosta, łącząca środek przekroju z po- 
czątkiem, jest równoległą do płaszczyzny przekroju. 
(139). Dostawy kierunkowe normalnéj do płaszczyzny przekroju są 


pEr TE 
BE o, = ah a zatym, jeżeli (/, m, n), (l, m', n') są dosta- 


wami kierunkowymi dwu do siebie prostopadłych promieni r i r' przekroju, to 
2/4352 

2--13—1 -a m? + m'? = 1, n?+ n'l 

r= al? +- bm? +- c?n?, r'2=—a?l? 4 bm? +-c?n'?. Stąd 


at (b2 — c?) + bt (a? — c?) + c*(a? — b2) 
b2(a? — c?) 
(140). a) Jeżeli r jest długością promienia przekroju przez płaszczyznę 
z + my s: nz = u a (à, p, Y) wyznaczają kierunek tego promienia, to 


r? 4r? — 


=E zła sg Sig M-+my-+-nv=0. A zatym gd wszelkich wartościach 


}= 


na À, S Y, oe z warunkiem > + my + nv=0 a =4$ (liczbie stałój), a 


przeto (X2 -+ p? -+ v3)% — (5 +7 ŻĘ ++ He) =0. Wyrażenie zatym IÀ -4 my. -+ ny 
jest czynnikiem lewéj strony téj eE t. j. 


(3 + A CEŁ. += (Amp RN f Aa zet). 


Stąd «(P+ |= „(> -H =; z2? „( + n= Rugowanie 
l, m, n tych trzech równań doprowadza do równania stopnia 3-go 

6x? — 7 (2 tå mi > $ Z) aram mającego jeden pierwiastek rzeczywi- 
sty. Temu zaś pierwiastkowi odpowiadające wartości za /:m:n będą wyznaczone 
z dwu którychkolwiek z trzech przedostatnich równań i okróślą płaszczyznę prze- 
kroju kołowego. ż) Jeżeli przekrój ma być hiperbolą równoramienną, to dla dwu 


zm 


kierunków do siebie prostopadłych winno być = Należy a ksią: waru- 
A 

nek, pod jakim dwa kierunki (X, p, v), okréślone równaniami BPE eż Mo 

i I+ mẹ- ny=0, są do siebie prostopadłe. = 


(143). 642 —1272—1, B=0; 4a? + 12f2= „1=0. 
(144). Ogniska przekrojów głównych parabolojd A H Zas, 
A, 
+i ET AER schodzą się z sobą razem, jeżeli p= E iin q=q— 2h. 
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Stąd wypada p—q—=p' —- q', warunek, pod jakim schodzą się z sobą takie krzywe 
ogniskowe obu parabolojd. 

(145). Jeżeli S jest punktem krzywćj ogniskowćj, przez który przechodzi 
płaszczyzna przekroju, to ta płaszczyzna przechodzi zarazem przez kierownicę odpo- 
wiadającą punktowi S. Niech PM, PN i PQ będą prostopadłymi spuszczonymi 
z punktu P przekroju odpowiednio na dwie płaszczyzny kierujące i na kierownicę. 
Mamy SP2=x.PM.PN; a że dla wszelkich punktów P stosunki PM:PQ i PN:PQ 
są stałe, przeto SP: PQ—=stałćj. A zatym punkt S jest ogniskiem przekroju, a od- 
powiadająca mu kierownica jego kierownicą. 

(146). Niech DQ, D'Q' będą tymi dwiema kierownicami, a Si S' odpowiedni- 
mi ogniskami, choćby nie leżącymi na płaszczyźnie przekroju. Ponieważ płaszczy - 
zny kierujące, które wyznaczają kierownice, są do siebie równoległe, przeto spu- 
ściwszy z jakiegokolwiek punktu P przekroju prostopadłe PQ, PM, PN na kierownicę 
DQ ina dwie płaszczyzny ją wyznaczające, tudzież prostopadłe PQ, PM, PN' na 
kierownicę D'P' i na dwie płaszczyzny kierujące odpowiednie, mićć będziemy 
SP? —x.PM.PN i SP*=x.PM'.PN'. Atoli PM:PQ=PM':PQ' i PN:PQ= 
—=PN':PQ/, skąd PM.PN:PM'. PN'==PQ2:PQ”, Mamy zatym SP:S'P—=PQ:PQ, 
skąd SP-ES'P:PQ-EPQ' =SP:PQ. Atoli czyto suma PQ + PQ', czytóż różnica 
PQ—PQ' (według tego, czy punkt P leży, czytóż nie leży między kierownicami) 
jest stała, a stosunek SP:PQ jest niezmienny dla każdego punktu P na przekroju. 
To wskazuje, że także SP +- S'P lub odpowiednio SP— §'P posiada wartość stałą, 

(149). Punkt dany leży na danćj powierzchni, a zatym 

223 3y? 4z? 
ati aitoi" 
będą wtedy równaniami z: spółogniskowych hiperbolojd, kiedy za k podstawimy 
pierwiastki równania k? +É k+ zę = 0. 

(150). Równanie A — a?) (x — b?) (x — c?) + a? (x — b?) (4 — ©?) + 
+ 13 (x — a?) (n —b?)—=0 ma widocznie jeden pierwiastek —3?, a ma jeszcze 
drugi =, gdyż m — „= 1. Trzeci pierwiastek = a? + c? -— b? — 


2 
—a?— y? Mamy a?— k= (b? — c?) perre zc 


— 7)? a2 + (a? — b?) Y? 
GER 


Podstawiwszy te wartości w 


9 


2 — k = (63 — c?) — (a? — b?) + a? + Aa 
c2—k=— (a? — %3) +a + pS R. 
a y? A = o ; 
REŻ + BL -+|- Sz 1, mićć GZ żądane równanie, 
(151). Jeżeli (a, b, c) (a', b', c!) są połowami osi tych dwu spółogniskowych, 
a (l, m, n) dostawami kierunkowymi normalnćj do płaszczyzn stycznych, to 
p? =a Bbm? e?n, p'a" Htm? e'n, Stąd p? — p'3 = a? — a= 13 AM 
=c? — (2, gdyż -+ m? +-n8 =1. 


se 87 y? 23 Aae ; F 
(152). Jeżeli qi -H Ee +- t ET jest jakąkolwiek z szeregu spół- 
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ogniskowych, a Xr--yy--vz=1 płaszczyzną daną, to miejscem jéj bieguna jest 
à A= 
(153). Jeżeli (z, y, z), ($; 9, 6), @', y' z), (4,1, ©) są spółrzędnymi pun- 
U ' 
E E E: A M E EN e (-— =t) — f- La) = 
=(— (5 — 5). it. ô. 
2 82 ny Ge 
(156). Równanie z -H a -+ BR 
3 == = 2 3 
6-0 M0 y GOE y at 


a? — 2 aż — 72 aż ap 


prosta Wł Zz 


= 1 płaszczyzny biegunowćj pun- 


ktu ($, 7, ©) można tak pisać: 
t2 ga n? w ę2 Ca 
E A i N 
Y ; 
+ a=sG=p) a ze z— $= — = Np, J—1=— ap h 
Np, gdy N odcięte jest na wewnątrz, przeto Np = g? — a?. 


z—(=— 


a? — +? 

(157). Skoro te normalne są osiami głównymi stożka, to jego równanie, od- 
niesione do tych osi, jest kształtu Az? + By? + 0:3 =0. Jeżeli py, pa, pa 8% prosto- 
padłymi ze środka danćj powierzchni na trzy płaszczyzny styczne w wićrzchołku do 


trzech spółogniskowych, to ZI będą równaniami prostćj, łączącój wiórz- 


py Pa" PR 
chołek ze środkiem, odniesionymi do tychże samych osi. A że ta prosta przecho- 


dzi zarazem przez środek krzywój styczności, więc płaszczyzna styczności (czyli 
biegunowa wiórzchołka) jest równoległa do płaszczyzny średnicowćj stożka, sprzężo- 
nój z tą prostą, t. j. do płaszczyzny Ap, z + Bpzy + €pąz = 0. Atoli, jeżeli A, p, v 
są odcinkami normalnych odciętymi płaszczyzną styczności, to równanie téj pła- 
z 
X 
koniec przez aj, ax, az połowy osi piérwszorzędnych trzech spółogniskowych; wtedy, 
skoro (ćw. 156) pÀ=a?— a?, p= a, —a?, pay = a3* — a?, równaniem żąda- 


szczyzny będzie = + PA Ž—1, a zatym Ap,A Bpa = Cp. Oznaczmy na- 
ę Ev p 


y2 + e 
Wi ae 


. z? 
nym będzie PT pE, + 
(160). Jeżeli (¢, 7, ¢) jest punktem danym na elipsojdzie, któréj oś piórw- 
szorzędna — 2a, a (z, y, z) jest punktem odpowiednim na elipsojdzie spółognisko- 


2,2 
wój, którój oś piórwszorzędna —2a', to a*= z” b2 =a23 —f=——, 


c=a27— 7 = gae Rugując a'? otrzymamy na — A a — = ==} 
równania dwu walców hiperbolicznych, których przecięcie się przedstawia miejsce 
żądane. 

(161). Jeżeli punkty A,, Az, A, A, weźmiemy za wićrzchołki trójkąta od- 
niesienia, to równanie parabolojdy, na którćj leżą proste AAs, AA, będzie 
ujug — mu, =0. Stąd uj * vu = us * vg, a to właśnie okazuje prawdziwość twierdzenia. 
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(162) Równanie hiperbolojdy jednopowłokowćj, na którćj leży czworobok 
A AAA, ma postać Puquz + P'vgqug =0, gdzie B+ ß' jest różne od 0. Dla spół- 
rzędnych (z40, 120, zg0, 20,) środka PO znajdziemy: 2,9 : hę = £30 : hy, T30 : hg = 249 : hą. 
A zatym, jeżeli przez P oznaczymy punkt przecięcia się płaszczyzny A,A,P? z kra- 
wędzią A,A, a przez Q i R punkty przecięcia się prostych A,P9 i A¿P° odpowie- 
dnio z prostymi AP i A,P, to z,9%:h4==POQ:A,Q, 2ą0:44==POR: AGR. Mamy za- 
tym POQ:A,Q=POR:AzR; to dowodzi, że prosta QR jest równoległą do A,R, tu- 
dzież że prosta PP9 przechodzi przez środek P' boku A;A, trójkąta AĻA¿P. Aza- 
tym środek hiperbolojdy leży na płaszczyźnie, przesuniętój przez AA, i przez śro- 
dek P' krawędzi przeciwległój A, Az. Taksamo z drugićj proporcyi można wywnio- 
skować, że tenże środek leży na płaszczyźnie, przesuniętćj przez krawędź AyA3 
i środek przeciwległćj krawędzi AA. Stąd wynika wypowiedziane twierdzenie. 

(163). Przekroje powierzchni ścianami czworościanu powinny być kołami 
opisanymi na odpowiednich trójkątach. Równanie koła opisanego na trójkącie ścia- 
ny A A,A, jest ząz3SinA4 -+ zaz; SINA2 + zyrąsinAz =(), lub, jeżeli przez hy, ha, ħa 
oznaczymy trzy wysokości trójkąta A,A„A;, a przez sag, są,, Sją długości boków 
Mzkz; AA, Aby, z59272, 1: 233. aa? ji, 20. Atoli widocznie dla ja- 

haha Mhi hah 

kiegokolwiek punktu P na téj ścianie, stosunek a jest niezależny od tego, czy 
x;i h; oznaczają prostopadłe z punktu P i z wićrzchołka A; na jakąkolwiek ścianę 
pozostałą z,=0, czytóż prostopadłe na krawędź, według któréj ta ściana prze- 
cina się ze ścianą z4 =0. A zatym w równaniu ostatnim możemy przez hy, ha, hą 
rozumićć prostopadłe z wićrzchołków A;, Ag, Az na przeciwległe ściany, a przez zı, z, 
x} odległości punktu bieżącego koła od tychże ścian. Postępując taksamo z pozo- 
stałymi ścianami, znajdziemy, że 


a T4 2 Ta Tę___ 


zę zt 


Za | 8142 ap 


27273 
way Ta jay t 


12 is a 
jest równaniem kuli opisanéj na RREI odniesienia, — Równanie jakićjkol- 
wiek innéj kuli może się różnić od peaos psg wyrazami stopnia 1-go, 
a te są kształtu (kiz; + kątą + kgzą + teo(Ę + U) =; ze), gdzie drugi czyn- 


nik = 1, — Jeżeli iloczyn tych dwu czy żę RM + SE równa- 
nia, a wypadek tego porównamy z równaniem ogólnym stopnia 2-go, to otrzymamy, 
po wyrugowaniu ky, ką, kz, ką, następujących 5 warunków: 


Szała” Haash — Zagąkąką __ agąhą*Paką? — Zagykąły __ ay ły?*agaką” — Zaygy ką _ 


szą” szą? 8127 
— dwu Hah — Zaygky ką __ azzhą?+-a44h4? — Zazykąką __ asgħs*+-arghg? — Zaząkgką 
847 z> szą” r. Są” 


(170). Albowićm wtedy spółrzędne środka są nieoznaczone. 

(171). Albowićm przez jakiekolwiek dwa punkty linii stopnia 1-go i trzeci 
punkt dowolnie obrany można przesunąć płaszczyznę, na którćj leży cała ta linija; 
gdyż w przeciwnym razie mielibyśmy liniją stopnia 1-go, któraby płaszczyznę prze- 
cinała więcój niż w jednym punkcie. 


http://rcin.org.pl 


508 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 


(172). Gdyż przez jakiekolwiek trzy punkty linii stopnia 2.go można przesu- 
nąć płaszczyznę, na którćj z tychże samych powodów, co w zagadnieniu (171), cała 
ta linija leżóć winna. 

(173). Gdyż jeżeliby prosta przecinała w n punktach, to płaszczyzna, przez 
tę prostą przesunięta, przecinałaby krzywą więcćj niż w n punktach, co być nie może. 

(174). Albowićm na powierzchni stopnia 2-go, przesuniętćj przez siedem 
punktów krzywćj i przez dwa punkty dowolne, zewnątrz nićj będące, cała ta linija 
leżéć winna, gdyż w przeciwnym razie linija stopnia 3-go przecinałaby powierzchnią 
stopnia 2-go więcćj niż w sześciu punktach, a to niemożliwe. Jeżeli powierzchnia 
roskłada się na dwie płaszczyzny, to linija stopnia 3-go może być płaską i leżóć na 
jednćj z tych płaszczyzn. 

(175). Niech każdy z dwu czworościanów będzie z sobą samym sprzężony 
względem powierzchni f=— 0; natenczas, odnosząc równanie tćj powierzchni do je- 
dnego z tych czworościanów, będziemy mieli f=2,? + tą? +- 14? + 047, rozumiejąc 
przez Ly, Tą, Tg, ©, spółrzędne wraz z odpowiednimi spółczynnikami, Przez trzy 
wićrzchołki czworościanu odniesienia i przez cztery wiórzchołki drugiego czworo- 
ścianu poprowadźmy powierzchnią g==0. Porieważ ta powierzchnia jest opisana 
na drugim, przeto © =b; + bz + bas + bsa = 0; a że przechodzi ona także przez 
trzy wićrzchołki pićrwszego, więc bi =— 0s =b =0. Stąd wypada b4, =0; 
a więc ta powierzchnia przechodzi i przez czwarty wićrzchołek pićrwszego czworo- 
ścianu, przyjętego jako czworościan odniesienia, 


2 
(176). Albowićm, kładąc ga + a + gh a g=(z—a)*+-(y—B)*+ 
1 
+ (:—79)2— 2, mamy 0= rpa” + 2 +72 — p? — (a? + 63 + c?)] = 0, skąd 
a? +- B? + 72 — p? =a? HH 33 +- c?. 
(177). Przy tych samych założeniach, co w ćw. 176, ma być 
_aż p 42 1 1 i aż B? yp 
ES 1 1 
jeżeli a + ja -|- z=. 
(178). Jeżeli f=ar? + by? + 2nz==0, a g= (z—a) + (y — P) + 
+(z— Y) — p= 0, to Q=— n? (a +b) + Zabny =0. A zatym środek kuli leży 
n(a +b), 


na płaszczyźnie z = — ab 


(179). Niech f=e*+-y?4-23— p—0, g= (2 — 4) +(y—p)} +e) -p= 0. 
Ma być ©=2D2— 3(g?+-p?)=0, gdzie D? =a? ++”; stąd wypada 
2 
P + p*=zD*. 
(180). Wziąwszy punkt styczności za początek, a płaszczyznę styczną za 
płaszczyznę sprzężoną z osią z-ów, mićć będziemy w f=0: ają = a9, = a44, = 0, 
a w g=0: by =b =b =0. Podstawiając te wartości w równaniu wyróżniko- 


wym funkcyi f+-hg, mićć będziemy (as, + Aby,)?[(a + Abir) (a22 + Adaa) — 
— (ają + Nbyą)?]==0. Jeżeli dwie powierzchnie są kulami, to równanie wyróżni- 
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kowe ma dwa pierwiastki równe; albowićm dwie kule, mając spólny przekrój płaski 
w nieskończoności, są w nieskończoności styczne podwójnie. Ażeby one dotykały 
się i w odległości skończonćj, także dwa inne pierwiastki winny być sobie równe. 
Tym sposobem znajdziemy (D2 — p? — p'3)2 = 4p2g'2, skąd D =+ (pÆ p'). 

(181). Dwie powierzchnie stopnia 2-go przecinają się według krzywćj stopnia 
4-go, a ta krzywa ma w każdym punkcie tylko jednę styczną, przecięcie się pła- 
szczyzn stycznych do obu powierzchni w tym punkcie. Jakakolwiek płaszczyzna, 
przechodząca przez tę styczną, przecina obie powierzchnie według krzywych do sie- 
bie stycznych. Taka zatym płaszczyzna przechodzi przez dwa punkty krzywój prze- 
cięcia razem się z sobą schodzące. Jeżeli się obie powierzchnie dotykają, to każda 
płaszczyzna, przechodząca przez punkt styczności, przetnie je według krzywych do 
siebie stycznych, a przeto każda taka płaszczyzna przechodzi przez dwa punkty 
krzywćj przecięcia razem się z sobą schodzące. Punkt styczności zatym jest pun- 
ktem podwójnym tój krzywej. 

(182). Jeżeli f= azzaązz + aząTz2y + Qąty Zz + A147124 + Qa4Tz24 + Agyzzz, =0, 
to gbagtązy + bitir 0. Stąd B=bg*b442, 

B=2(az3 04 — G34024 — 042034) (Żąg 04 + ©4403) 
P = (b314 + bi4093)? + 2b23b14(023411 — a31 a21 — 012034) 
O' = 2bz3b14(b23 014 + 014023), 
A = axg?a,4? + Q312? + 037034? — 2023031014024 — 231 012024031 — 20420230340145 


Z tego zaś wynika, że OTE + 8B20, 


ma Jeżeli © — + -z — 1 =0 jest równaniem elipsojdy wewnętrznćj, 
2 
o A +i Sak BE, AK równaniem zewnętrznćj, Równanie stożka 


stycznego A: „OWEJ z punktu (a, f, y) na zewnętrznćj jest 


SE E E a LR PE A BB 
i a a a E i1) =o. 


Ten stożek przecina zewnętrzną według dwu płaszczyzn 


(+75 +7— ów: tao; 


Jedna jest płaszczyzną za w (a, B, 1), a draga — 7 st 8 - E n?— 2 = 0 
2 2 sA 
jest styczną do elipsojdy “3 ti 8 OR Wiadomo OSY że 
n? 
aj 
prosta lx -+ my +- nz Nea 0 AA “arh do elipsojdy re T Ba E L a 1=(, 


jeżeli p = A? + B*m? + C?n?; ten zaś warunek w uważanym przypadku sprowa- 
: aż 2 2 
dza się do a -H % +=. 


y? zł 


2 
(184). Powierzchnia spółśrodkowa i homotetyczna + % a =3. 


(185). Objętość tego czworościanu jest równa ze. 
(186). Równanie płaszczyzny stycznój w (z, y, z) jest X(yz— be) +- 
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+ Y(zz — ca) + Z(zy — ab) =2(zyz — ale); równanie zaś stożka stycznego w (a, b,c) 
jest a(Y — v)(Z — e) +(Z— c) (X —a) + (X — a) (Y —)=0. 
(187). Bo gdy r jest promieniem kuli, to w punkcie styczności 23--y2-|-23 r. 


Baza 0% 
(188). Normalne do powierzchni z -H 38 -H gl w (a,B,q) i (a, y, z) 


są odpowiednio przedstawione przez równania: 
aż %2 c? Ta b3 a 
<@—a=7 0-A =F- i FA—9="Ay=* l. 


Druga normalna przetnie piérwszą, gdy 
(2 — e) (ayz + Bra) + (at) (faz + Yay) + (a — 1?) (rzy + afz) =0, 


t. j. gdy punkt (z, y, z) leży na pewnćj powierzchni stopnia 2-go, Ta powierzchnia 
jest stożkiem rzędu 2-go, albowićm, jeżeli w wyróżniku napisanego równania, 


o , E=), P(c*—c3) , By(63—c?)|, 
4(a2 — b?) , 0 , (0% — c?) , a(c2 — a?) 
Bf? —a3) , 2(463>—c?) , 0 , ap(a* — 2?) 

|Bq(62 — c?) , Tafcż=a3) , aBa? —b*) , 0 | 


do elementów ostatniego wiórsza dodamy równoimienne elementy trzech piórwszych, 
pomnożone odpowiednio przez æ, f, 7, to w ostatnim wićrszu wszystkie elementy 
równe 0; ten wyróżnik jest więc = 0. 

(190). 19, a(z?—yz) + fly? — zz) +- (2 — ry) =c*: hiperbolojda jedno- 
lub dwupowłokowa, według tego, czy a-+-8--1>0, czytóż <0; 20, ayz +- 
+ Bzz + jey=3a*: hiperbolojda jedno- lub dwupowłokowa, według tego, czy 
afr <0, czytóćż >0. 


(191). śz(2? + y? +2?) + i F Žo. 


(196). Jeżeli krzywą ył?=— z(z— 1)?, do którój oś y-ów jest styczną, posia- 
dającą węzeł w punkcie z = 1, y= 0, obrócimy około osi y-ów, to powstanie żądana 
powierzchnia, Aby znalóść punkty osobliwe, mieć będziemy, pisząc r? za z? -|- Y, 


J=20(423%—1 + 47 —3r4)=0, f2=2y(4:2 — 1 + 4r? — 374) —0, 
( 
fa Z4z(2? + 2r?) =0. 


Tym równaniom i równaniu powierzchni uczyni zadość z=0 i albo 10 z=—y—=0; 
albo 29 r+—=1. W przypadku pićrwszym początek spółrzędnych jest punktem po- 
dwójnym; stożek styczny w tym punkcie jest (X? -+ Y*=0) liniją prostą, osią 
zeów, W drugim przypadku mamy koło z=0, :*--y*=1, złożone z samych 
punktów podwójnych, Stożek styczny w jakimkolwiek punkcie tego koła roskłada 
się na dwie płaszczyzny styczne, (xX +-yY — 1)3=Z3; obwiednie tych dwu pla- 
szczyzn stycznych są dwoma stożkami, które się przecinają według koła 
(:=0, 2*--y*=1); każda tworząca tych stożków jest styczną do powierzchni 
w punkcie tego koła, — Aby znalćść osobliwe płaszczyzny styczne, mamy (art. 152) 
naprzód 
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fiz + py) (427 — 1 -+ 4r? — 3r*) + 4z(2? + Zr%)v=0 i 
2033 + p?) (423 — 1 + 4r? — 3r*) + 4y2(3:? +- 213) + 32x + py) + 
+ 8(ha + wy)? (2 — 3r?) =0. 


A zatym dwie styczne główne zejdą się, jeżeli 
y=0 i 4:22—1 + 4r?—3rt=0, 

a nadto mamy (2? +- 2r?)? —r?(1 +r?) =0. Jedynymi rozwiązaniami ostatnich 
dwu równań są 19 z =0, r3=1 i 20 zż= 27: B=. Pićrwsze rozwiązanie 
nie daje żadnćj płaszczyzny stycznćj, lecz tylko dwa stożki, o których dopigro była 
mowa. Drugie rozwiązanie daje dwie płaszczyzny styczne osobliwe z= + © “V3; ; 
każda dotyka powierzchni wzdłuż koła (Œ? -+ y?=1) i przecina E LAN 
jeszcze według drugiego koła (ale pojedyńczego), którego promień =z Styczńa 


do tego koła styczności jest dana przez Ac --yy==0 i v=0. Łatwo spostrzćc, że 
te wartości dopełniają warunku 


81 Bf 


Zrjrkidziaydzi pęw=R 


pod jakim styczna do koła styczności przechodzi przez cztćry po sobie następujące 
punkty; gdyż ten warunek sprowadza się do 


20 
z 00+ 003 Hp) —3(2 + tv) = 


KONIEC. 
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